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Bemerkungen zur Darstellungstheorie
komplexer Liegruppen

Von Michael Otte in Géttingen

Vorgelegt von Herrn Karl Stein am 7. Februar 1964

In der Theorie der Liegruppen bildet der von I. Ado im Jahre
1935 bewiesene Satz, dal3 jede Liegruppe lokalisomorph zu einer
Matrixgruppe ist, den Ausgangspunkt einer Darstellungstheorie.
Etwa zur gleichen Zeit kannte man aber schon Liegruppen, die
global zu keiner linearen Gruppe topologisch isomorph sind. Die
vorliegende Note enthilt einen Beitrag zur Bestimmung der
Klasse aller zusammenhidngenden komplexen Liegruppen, die
eine holomorphe, treue Darstellung gestatten: Jede komplexe
Untergruppe einer G/(n, () trigt ,,gentigend viele* holomorphe
Funktionen; abgesehen von einer ,,entsprechenden’ Bedingung
an die komplexe Struktur, 140t sich die Gesamtheit der ,,darstell-
baren Gruppen jedoch durch rein topologische Eigenschaften
ihrer Radikale charakterisieren. Die Note schlieft sich in vieler
Hinsicht eng an die Arbeiten von M. Goto ([4], [5]) bzw. G.
Hochschild und G. D. Mostow ([6], [9]) an.

1. Im Folgenden sei stets vorausgesetzt, dal3 die auftretenden
(reellen oder komplexen) Liegruppen G zusammenhingend sind.
Unter einer (stetigen, reellanalytischen bzw. holomorphen) Dar-
stellung von G verstehen wir einen (stetigen, . . .) Homomorphis-
mus ¢ von G in eine G/(n, C); @ heiflt treu, wenn ¢ injektiv ist,
und lokaltreu, falls Kern (¢) diskret in G liegt. Jede stetige Dar-
stellung ist reellanalytisch und sie ist holomorph, genau wenn ihr
Differential eine komplex lineare Abbildung ist. Operiert G ver-
mége der holomorphen Darstellung ¢ auf dem komplexen Vek-
torraum V7 und ist # ein lineares Funktional auf dem Endomor-
phismenring von V, so heilit f: = #° ¢ zu ¢ gehérige (holomor-
phe) Darstellungsfunktion auf . Die Gesamtheit der holomor-
phen Darstellungsfunktionen schlechtweg bildet eine Unteralge-
bra D der Algebra $(G) aller auf G holomorphen Funktionen.

1 Minchen Ak, SB. 1964
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Ist & D-separabel, so bildet $(G) die Komplettierung von 2 in
der Topologie der kompakten Konvergenz auf . Operiert G
wieder vermoge ¢ auf V7 und bezeichnet ' die direkte Summe
der irreduziblen G-Moduln, die als Quotienten ciner Jordan-
Hélder-Kette! des G-Moduls V7 auftreten, so heiflt die von ¢
auf V' induzierte Darstellung ¢’ die zu ¢ gehérige vollreduzible
Darstellung von G und man nennt ¢ unipotent, falls ¢ trivial ist.

Als grundlegend erweist sich nun die Tatsache, dafl mit zwei
linearen Liegruppen Gy, G, auch gewisse halbdirekte Produkte
G (= G,* Gy) Lieuntergruppen einer G/(n, C') sind (siche [6]).2
Was wir hier benétigen, enthilt der folgende

Satz 1: Ist G = G, G, halbdirekies Produkt, wobei der Normal-
teiler Gy auflisbar ist, sowie @ eine holomorphe, trene Darstellung
von Gy mit: @ (yxy~ta™Y) = 1 fiir jedes v © G und jedes x © G ,.
Dann gibt es eine holomorphe Darstellung o von G, die trew auf
G, ist, mit: Kern o' D Kern ¢'. Besitzt iiberdies Gy eine trene
Darstellung, so auch G.

Der Beweis ergibt sich aus einem Lemma von Hochschild-Mo-
stow (vergl. [6] Lemma 3.1):

Lemma 1: [st G eine aufiosbare, komplexe Liegruppe, ¢ eine
holomorphe Darstellung von G und U eine Menge von holomor-
phen Automorphismen a von G, derart daff i) ¢' (a(x)x=1) =1
Siir alle x & G gilt, dann ist fiir jede zu @ gehidrige Darstellungs-
Junktion f der von foa mit a @ W diber C aufgespannte lincare
Rawm endlichdimensional.

Beim Beweis des Lemmas wird zunichst gezeigt, dal man sich
auf einfachzusammenhingende Gruppen beschrinken kann.
(Denn es gibt zu ¢ € ¥ genau einen Automorphismus a* der
universellen Uberlagerung & mit: poa* = aop, wo p dic ka-
nonische Projektion von G auf G darstellt; 1) ist trivial zu veri-
fizieren.) Ist G einfachzusammenhingend, so induziert die Ex-
ponentialabbildung eine biholomorphe Abbildung der Liealgebra
g von G auf G. Indem man einige einfache Tatsachen aus der

!Bourbaki, Algtbre, Chap. I.
2 Das Beispiel in Bemerkung ii) S. 7 zeigt, daB die Aussage nicht fiir jedes
halbdirekte Produkt giiltig ist.
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Lietheorie ausnutzt, beweist man das Lemma durch direktes
Rechnen in der Algebra. Nun zum Beweis von Satz 1:

Jedes xy € G schreibt sich eindeutig als xy = g1° g5, g, € G..
Bezeichnet D, den Vektorraum der zu ¢ gehérigen Darstellungs-
funktionen, so sei fiir f & D,

WS = flgr v g1 g2)
Es ist:

(4'1'xz)f - x1<x,f>

Nach Lemma 1 ist der von , f(g; € G;) aufgespannte Raum
endlichdimensional; daher erzeugt diec Gesamtheit der G-Trans-
formierten von Elementen aus D, einen endlichdimensionalen
Darstellungsraum U fiir G. Bleibt die Inklusion Kern o' O Kern g’
zu zeigen; wegen der Bedingung des Satzes ist Ker7 ¢’ Normal-
teiler in G. Nach einem Satz von Kolchin folgt daher die Be-
hauptung, falls fir x & Kern ¢’ die lineare Transformation
(1 — p(x)) nilpotent ist. Dies ergibt sich wegen ,(, f) = ,(~ ., f)
v & & aus der Tatsache, dafl mit einer Darstellung 9 auch die
Darstellung auf 2, unipotent ist. Da sich jede Darstellung von
G, trivial auf G fortsetzen 14Bt, erhdlt man durch Bildung der
direkten Summe zweier fortgesetzter Darstellungen eine solche
von G.

2. Ist K eine maximale kompakte reellanalytische Untergruppe

der komplexen Liegruppe & und bezeichnen E, g die zugehérigen
Algebren, dann heilit & reduziert, falls gilt:

)g="Ft+7F i) E~if=(0)
(Vergl. zu dem Folgenden auch [g].)

Man sagt auch, ¢ ist Komplexifizierung von K. Bekanntlich
ist jede halbeinfache komplexe Liegruppe reduziert. Ist G K-voll-
stindig, so werden fiir jede positivdimensionale komplexe Unter-
gruppe A von G die Punkte einer Umgebung der 1 in /7 durch
die Spuren holomorpher Funktionen auf & von der 1 getrennt;
H kann daher in keiner kompakten Untergruppe K* von G ent-
halten sein, da die einparametrigen Untergruppen von / eine
ganze Umgebung der 1 bedecken. Da in K eine konjugierte jeder

1*
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reellanalytischen kompakten Untergruppe von G enthalten ist,3
148t sich dies durch die Relation ii) ausdriicken. & ist als maxi-
male kompakte Untergruppe zusammenhingend; G ist daher in
diesem Falle genau dann reduziert, wenn G die kleinste komplexe
Untergruppe von sich ist, diec X umfaBt. Eine K-vollstindige
komplexe Liegruppe heiBe reduktiv, wenn die zugehérige Alge-
bra reduktiv? ist.
Es gilt dann der folgende

Satz 2: Jede reduktive Liegruppe G ist direktes Produkt einer
reduzierten Gruppe G* und einer komplexen Vektorgruppe V,
G =G*xV.

Beweis: Da g reduktiv ist, gilt: ¢ = S§Z, wo S halbeinfach,
Z abelsch und S und Z abgeschlossen in G sind; weiter ist $ ~Z
endlich und daher in einer maximalen kompakten Untergruppe
von Z enthalten. In Z gilt wie in G die Relation ii), und es ergibt
sich daher leicht: Z = C*” X C". Es ist insbesondere S ~Z =
SAC*™ weiter ist (SC*™) ~ C” = (1): Sei namlichx & (SC*™)
~C”, so hat x die Form x = ¢z mit: y & S und z EC*”, es
gilt also y =212 € S ~Z, damit ist x € C*” und wegen
C*” ~C"= (1) folgt x = 1, also ist G = (SC*™) X C” direkt.

Eine darstellungstheoretisch wichtige Charakterisierung der
reduzierten Gruppen liefert der

Satz 3: Ist G eine komplexe Liegruppe, dann sind die folgenden
Aussagen dguivalent :

1) G besitzt eine (abgeschlossene) holomorphe, treuwe Darstellung,
und : fede holomorphe Darstellung ist vollreduzibel.

it) G ist reduziert.
Eine reduzierte Gruppe ist als komplexe Mannigfaltigkeit holo-
morph-vollstindig.

i) — ii) Dies ergibt sich sofort aus Satz 2. (Die Beschrinkung
einer vollreduziblen Darstellung auf einen Normalteiler bleibt
vollreduzibel.)

3 [11], Theorem 6.
4 réductive bei Bourbaki.
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ii) — i) Wir haben wieder G = SC*”, S ~ C*” endlich. Fiir
die halbeinfache Gruppe S ist die Aussage i) wohlbekannt. (Einen
einfachen Beweis findet man etwa in [13], Prop. 1.) Der Beweis
wird vollstindig mit Hilfe des folgenden

Lemma 2: (Goto) Ist G eine komplexe Liegruppe mit abgeschlos-
sener holomorpher treuer Darstellung und H ein endlicher Nor-
malteiler in G, dann besitzt die Faktorgruppe G|H cbenfalls eine
abgeschlossene holomorphe trewe Darstellung.

Der Beweis hierfiir 148t sich aus [5] (Lemma 8) wortlich auf
den holomorphen Fall {ibertragen; zur Abgeschlossenheit: G ist
abgeschlossene Untergruppe der ebenfalls abgeschlossenen line-
aren Gruppe aller Matrizen der Form:

21

£
wobei die g} volle Matrixgruppen sind. Dehnt man die Abbildung
auf diese Gruppe aus, so ist sie offensichtlich eigentlich (die Ur-
bilder kompakter Mengen sind abgeschlossen und beschrinkt).
Daher ist das Bild von G abgeschlossen. Daf3 die Darstellungen
von G vollreduzibel sind, folgt sofort aus der entsprechenden Aus-
sage fiir kompakte Liegruppen. Damit ist Satz 3 bewiesen.

Satz 4: (Matsushima) fede einfachzusammenhingende komplexe
Liegruppe G besitzt eine holomorphe, treue Darstellung.

Beweis: Nach Malcev ist jeder Normalteiler in & einfachzu-
sammenhdngend. Mit dem Satz von Ado und dem auf Seite (3)
erwiahnten Satz von Kolchin, sowie Satz 1 erhilt man daher eine
Darstellung des Radikals R von G, die auf dem Nilradikal V#»
von G unipotent und treu ist, wobei man & aus V» durch Bildung
halbdirekter Produkte aufbaut. Da das Zentrum Z von N7 eine
positiv dimensionale Vektorgruppe ist, auBler es ist R = (1), kann
man eine holomorphe Darstellung von R als gegeben ansehen,
deren Kern gerade Z ist und die auf V7 unipotent ist (Induktion
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nach der Dimension von R!). Durch Bildung der direkten Summe
erhilt man aus diesen Darstellungen eine treue Darstellung von
R, die unipotent auf N ist. Da G eine globale Levizerlegung
besitzt, ergibt sich aus Satz 1 und Satz 3 die Behauptung.

Satz 5: (Goto) Ist G eine auflisbare Licgruppe, dann sind die
Jolgenden Aussagen dguivalent:

7) G besitzt eine reellanalytische trene Darstellung.

ii) Die abgeschlossene Hiille der Kommutatorgruppe G' ist ein-
Jachzusammenhingend.

iit) G ist halbdirektes Produkt einer maximalen kompakten
Untergruppe K mit einem cinfachsusammenhingenden Normal-
tetler H.

iv) Das Zentrum Z* von G' ist zusammenhingend und einfach-
susammenhdingend.

v) K~G' = (1).

Zum Beweis siche [5] Theorem 5.

3. In diesem Abschnitt soll ein notwendiges und hinreichendes
Kriterium fiir die Darstellbarkeit einer komplexen Liegruppe an-
gegeben werden. Es gilt namlich der folgende Satz:

Satz 6: Eine komplexe Licgruppe G besitzt genan dann eine holo-
morphe, treue Darstellung, wenn G K-vollstindig ist und eine
topologische Darstellung besitst.

Zum Beweis zunichst ein sehr einfaches Lemma:

Lemma 3: Ist Il abgeschlossener, einfachzusammenhingender
und auflisbarer Normalteiler der Licgruppe G, dervart dafp G|H
ein Torus T ist, dann ist G ein halbdirektes Produkt: G = T.H.

Die Aussage ist im abelschen Falle trivial und 146t sich im all-
gemeinen Fall durch vollstindige Induktion nach der Dimension
von /7 in wenigen Zeilen erbringen (sieche etwa [7] Lemma 8.1.).

Nun beweisen wir Satz 6: Sei A eine maximale reellanalytische
kompakte Untergruppe in G, dann gilt fiir die zugehérige Alge-
bra: (*) ¥ ~ 7t = (0) (siche Abschnitt 2). Weiter ist nach [4]
Lemma 7 das Radikal V der Kommutatorgruppe G’ von G ab-
geschlossen und einfachzusammenhingend.
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Auch fiir das Radikal &R und die abelsche Gruppe R[N gilt die
Relation (*). In der Tat ist zuniichst (t’ +¢ f) ~n = (0), denn n
liegt im Kern jeder vollreduziblen Darstellung von g. Sei nun
weiter @ die kanonische Projektion von £ — R//N; nach Iwasawa’
ist t*: = (Z(p(~f) Algebra einer maximalen reellanalytischen kom-
pakten Untergruppe von R[N. Ist z € I* ~7f* so existie-
ren Elemente x,y & F mit: z = a’(p (x) = do(iy). Daher gilt
dp(x—1iy) =o0,d. h. (x —iy) E (f—{—zf)mu also (x—2y) = o.
Insbesondere ist daher x = o und also auch z = Jdgp(x) = o.
Wegen der Relation (*) erhilt man R/N = C*” x C". ¢=}(C7)
ist ein abgeschlossener auflésbarer Normalteiler in £ und mit V
und C* einfachzusammenhéingend (exakte Homotopiesequenz fiir
Faserbiindel). Sei g: R — R/p~1(C") = C*™ die kanonische Ab-
bildung und 7 ein maXImaler Torus in C*”, dann liefert Lemma 3
angewandt auf p~!(77), daB in R ein Torus 7* enthalten ist, der
durch ¢ isomorph auf 7" abgebildet wird. 7% ist maximal, da 7
maximal gewdhlt war und Kern o auller (1) keine kompakten
Untergruppen enthilt. Sei A™* die kleinste komplexe Untergruppe
von R, die 7* umfaBt, dann 1aBt sich ¢ |7* nach [12] app. ein-
deutig zu einem Isomorphismus von A™* auf C*” fortsetzen. Da-
her ist K* ~ Kern o = (1). D.h. R = K*. Kern o ist halbdirekt.
Wie im Beweis von Satz 4 erhilt man eine treue holomorphe
Darstellung von Kern p, die unipotent auf /V ist; mit Satz 1 eine
solche fiir R und schliellich abermals aus Satz 1 eine holomorphe
treue Darstellung des auf kanonische Weise definierten halbdi-
rekten Produktes von S und R (S bezeichne eine maximale halb-
einfache Untergruppe von &). Lemma 2 ergibt nun die Behaup-

tung von Satz 6.

Bemerkungen: i) Eine komplexe nilpotente Liegruppe be-
sitzt genau dann eine holomorphe treue Darstellung, wenn sie
abgesehen von direkten Faktoren der Gestalt C*” einfachzusam-
menhidngend ist, denn aus [5] Lemma 13 folgt, dall ¢*™ bei der
Zerlegung von Satz 6 im Zentrum enthalten ist.

it) Die Bedingungen von Satz 6 sind unabhingig, wie der Torus
und das folgende (im wesentlichen von G. Birkhoff stammende)

% Siche [11] S. 531.
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Beispiel zeigen: G sei die nilpotente Gruppe, bestehend aus den
Matrizen

12y 10y 1xo0
G:=1{lo1z =(o1z)-<o1o oy, e C
001 60 1 001
1 on
und sei D:=1{lo 1 o) n ganz reell
001

/

Dann ist G/D zwar als Mannigfaltigkeit holomorphvollstindig,
jedoch ohne topologische Darstellung, da die Kommutatorgruppe
nicht einfachzusammenhingend ist. Gleichzeitig zeigt dies Bei-
spiel, daB nicht jedes halbdirekte Produkt von linearen Liegrup-
pen wieder eine Matrixgruppe ist.

iif) Weiterhin sei bemerkt, dafl man aus dem Beweis von Satz 6,
wenn man ihn fiir den allgemeinen Fall durchfiihrt, indem man
stets R durch G ersetzt, Satz 2 verwendet und eine Lemma 3 ent-
sprechende Aussage benutzt (der abelsche Fall folgt aus [2] Theo-
reme 1, der Rest wieder aus [7] Lemma 8.1), erhilt: Jede kom-
plexe Untergruppe einer G/ (z, () ist halbdircktes Produkt einer
reduzierten Gruppe mit einem einfachzusammenhingenden auf-
losbaren Normalteiler.® Insbesondere ist also jede (nicht notwen-
dig abgeschlossene) komplexe Liesche Untergruppe einer G/(z, C)
als Mannigfaltigkeit holomorphvollstindig.

iv) Eine komplexe Liegruppe besitzt genau dann eine holo-
morphe treue Darstellung, wenn ihr Radikal eine besitzt. (Die
entsprechende topologische Aussage folgt aus einem Satz von
Malcev [5] Theorem 7, so daf3 Satz 6 die Aussage ergibt.)

Satz 7: Besitzt die komplexe Liegruppe G eine lokaltreue holo-

morphe Darstellung, so gestattet G auch eine holomorphe treue
Darstellung.

Wegen Bemerkung iv) geniigt es, den Satz nur fiir auflgsbare
Gruppen zu beweisen. Als unverzweigte Uberlagerung einer K-
vollstindigen Mannigfaltigkeit ist G K-vollstindig. Wegen Satz 6

8 Siehe [9] Theorem 4.2.
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folgt die Aussage nun aus dem entsprechenden Satz fiir reelle
Liegruppen. Ein Beweis hierfiir ergibt sich etwa wie folgt: Sei
G* = G/D reelle Untergruppe von G/(n, C), dann ist wegen
Satz § G*' abgeschlossen und einfachzusammenhingend. Die
Komponente der 1 des Urbildes von G* in G ist G'. Damit ist G’
abgeschlossen und einfachzusammenhingend, und aus Satz
folgt, da3 G eine topologische Darstellung besitzt.

Korollar: Jede zusammenhingende komplexe Liegruppe mit dis-
kretem Zentrum besitat eine holomorphe, trewe Darstellung, da in
diesem Fall die adjungierte Darstellung lokaltreu ist.

Ebenso ergibt sich ein einfacher Beweis eines Theorems, das
unseres Wissens im komplexen Fall auf Hochschild-Mostow zu-
riickgeht ([7] Theorem 7.1, errata [9] S. 89-90):

Satz 8: Ist G eine komplexe Liegruppe und existiert zu x +y € G
eine holomorphe Darstellung ¢ von G, so daff ¢(x) == ¢(¥), dann
besitzt G eine holomorphe, trewe Darstellung.

Beweis: G ist holomorphseparabel und daher auch K-voll-
stindig, so daB die Aussage wieder aus dem entsprechenden Satz
iber reellanalytische Darstellungen auflésbarer Liegruppen folgt.
Diesen kann man nach Goto ([5] Cor. 2 p. 101) etwa folgender-
malBen beweisen: Besitzt G keine topologische Darstellung, dann

enthilt das Zentrum von G’ cine kompakte Untergruppe K£* == (1)
(Satz g), die durch jede Darstellung von & auf 1 abgebildet wird.

Formuliert man die Aussage von Satz 8 folgendermalBen: Ist
G D-separabel (Bezeichnung von Abschnitt 1), so gibt es endlich
viele Elemente aus [, die die Punkte von G trennen; — dann folgt
der Satz direkt aus Satz 7, da 1 & G eine offene relativ-kompakte
Umgebung besitzt, die von endlich vielen Darstellungsfunktionen
separiert wird.

4. Aus dem Voranstehenden ergibt sich: Jede K-vollstindige
komplexe Liegruppe G ist holomorphes Prinzipalfaserbiindel tiber
einer linearen Liegruppe mit Faser C*” X C”. Nach [16] Seite 68
und Bemerkung iii) zu Satz 6 ist & insbesondere holomorphvoll-
stindig. Diese funktionentheoretische Aussage stammt von Mat-
sushima und Morimoto (vgl. [13]) und sei als Satz formuliert:
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Satz 9: Ist G eine komplexe Liegruppe und ¥ die Algebra ciner
maximalen kompakten reellanalytischen Untergruppe, dann sind
die folgenden Aussagen dquivalent :

7) G st K-vollstindig.
i) t ~it = (o).
7ii) G ist holomoarphvollstindig.

Aus i) folgt ii) (siche Abschnitt 2). Aus ii) folgt iii), denn ist Z,
die Zusammenhangskomponente der 1 des Zentrums, dann ist 2,
abgeschlossener Normalteiler in G, und G ist holomorphes Prin-
zipalfaserbiindel {iber G/Z, mit Z als Faser. Z, gentigt ebenfalls
der Relation ii) und es ist daher Z, = C*™ x C”. Unsere Be-
hauptung folgt nun sofort aus dem oben Gesagten sowie aus dem
Satz 7. Aus iii) folgt i) trivialerweise.
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