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§ 1. Einleitung

Unter dem Dreikoérperproblem versteht man folgende Frage-
stellung: Wie bewegen sich drei Punkte mit den Massen »zy, ,,
my, die sich nach dem Newtonschen Gravitationsgesetz anziehen ?

Wenn die Lage der drei Massenpunkte in einem Inertialsystem
durch ihre rechtwinkeligen Koordinaten x,, 3,, 3, (# = 1, 2, 3)

* Diss. Technische Hochschule Miinchen 1963 in gekiirzter Fassung.
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charakterisiert werden, ihre gegenseitigen Entfernungen also
durch 7/‘!“' = 1/ (xu _xv>2 + (y,u _yv)z + (glt - zv)z (A“’ v=1,2, 3)
gegeben sind, und die Gravitationskonstante durch passende

Wahl der Einheiten gleich 1 gesetzt wird, lauten die Bewegungs-
gleichungen fiir das Dreikorperproblem:

In den Funktionen x,(?), v,(2), 2,(z) (» = 1, 2, 3), die diesen
Differentialgleichungen geniigen, haben physikalisch gesehen nur
reelle Argumente 7 einen Sinn. Vom mathematischen Standpunkt
aus ist es jedoch durchaus interessant, die Untersuchungen auf
den komplexen Bereich der unabhidngigen Verinderlichen 7 und
damit auch der Funktionen x,(2), y,(¥), z,(¢) auszudehnen, d. h.
die Losungen ins Komplexe | fortzusetzen''. In seinem Buch tiber
das Dreikérperproblem behauptet R. Vernié,! die Funktionen
x,(2), »,(2), z,() der komplexen Verinderlichen ¢ seien algebro-
morphe Funktionen. Dabei nennt R. Verni¢ ecine mehrdeutige
Funktion der komplexen Verdnderlichen z algebromorph, wenn
siec im Endlichen hochstens endlich viele algebraische Singulari-
taten und sonst keine singuliren Stellen hat. Der Punkt co kann
also Hiufungspunkt solcher singulirer Punkte sein. Endlich viel-
deutige Funktionen dieser Art wurden schon von G. Remoun-
dos? untersucht und von ihm algebroid genannt. Diejenigen
algebroiden Funktionen, die im Unendlichen hichstens eine alge-
braische Singularitit besitzen, also in der ganzen z-Ebene mit
Einschlufl des Punktes oo hochstens endlich viele algebraische
Singularititen besitzen, sind die algebraischen Funktionen.

1 R. Vernié¢, Diskussion der Sundmannschen Lésung des Dreikorperpro-
blems, Zagreb 1954.

2 G, Remoundos, C. R. Acad. Scie. Paris Bd. 136 (1903), S. 953-955;
Bull. Soe. Math. France Bd. 32 (1604) S. 44-50.
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Die Behauptung von R. Vernié, die durch die Differentialglei-
chungen des Dreikérperproblems in der komplexen #-Ebene de-
finierten Funktionen seien algebromorph, steht bereits im Wider-
spruch zu dem Ergebnis von C. L. Siegel,® wonach in einer Um-
gebung des Zeitpunktes, in dem die drei Kérper gleichzeitig zu-
sammenstofBen, Reihenentwicklungen nach Potenzen der Zeit auf-
treten, unter denen solche mit irrationalen Exponenten vorkom-
men, die Stelle somit im allgemeinen wesentlich singular ist. Im
reellen Gebiet der Zeit und der Ortskoordinaten sind die Singu-
larititen der Differentialgleichungen und der Lésungen des Drei-
korperproblems bereits untersucht worden. Sundman? behan-
delte den |, Zweierstof3*'. In diesem Falle stoBen zwei der drei
Korper etwa zur Zeit 7 = o zusammen, d. h. ihre Entfernung
(z. B. 7,) strebt gegen Null. Es wird gezeigt, dall in der Umge-
bung dieses Zeitpunktes die Koordinaten entwickelbar sind nach
Potenzen von 7.

Der ,,Dreierstol3*’, d. h. der Fall, bei dem zu einem bestimmten
Zeitpunkt, etwa fiir # = o, die dret Korper zusammenstoen,
wurde, wie bereits erwihnt, von C. L. Siegel behandelt. Die Ent-
wicklungen der Koordinaten enthalten Potenzen von #%, #* und
#, wobei g und v im allgemeinen irrationale Zahlen sind.

Wenn man als Stofl zwischen zwet bzw. drei Kérpern das Ver-
schwinden ihres bzw. ihrer gegenseitigen Abstinde definiert, kon-
nen im komplexen Bereich zwei Kérper zusammenstof3en, ohne
daf3 ihre Koordinaten zusammenfallen. Im reellen Bereich folgt
aus 7y, = 0, dal} xy = x,, ¥; = ¥y, 2 = 2, Ist. Im Komplexen
gilt dies aber nicht. Daher sind die Methoden von Sundman zur
Untersuchung eines ,,Stofles'’ in das Komplexe nicht {ibertrag-
bar. Denn Sundman verwendet bei seinen Untersuchungen we-
sentlich die Tatsache, dal aus % -+ 42 4+ ¢2 = o notwendig
@ =106 =c=o0 folgt.

§ 2. Untersuchungen iitber Stéfle erster und zweiter Art

Wir wollen im folgenden einen Stof3, bei dem die betreffenden
Massenpunkte zusammenfallen, also gleiche Koordinaten haben,

3 C. L. Siegel, Der Dreiersto, Ann. of Mathem. Ser. 2, Bd. 42 (1941),

S.127-168.
*K.F. Sundman, Acta Mathematica, Bd. 36 (1913), S. 104-1709.
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einen ,,Stof} erster Art", dagegen einen solchen, wobei die Ent-
fernung der beiden Massenpunkte Null wird, ohne dafl gleich-
zeitig alle entsprechenden Koordinaten der Punkte einander
gleich sind, einen ,,Stof zweiter Art'‘ nennen. Die StéBe letzterer
Art sind, wie schon erwihnt, in Punkten mit reellen Koordinaten
unmoglich.

Fir die Zeit #, des Stofles kann man immer # = o annchmen,
indem man #—#, statt # als unabhingige Verinderliche wihlt,
wodurch sich die Differentialgleichungen des Problems nicht dn-
dern. Eine ziemlich weitgehende Untersuchung beider Arten von
StoBen stammt von T. Uno.% Er betrachtet zuerst den einfachen
»ZweierstoB', d. h. er nimmt an, der Abstand 7y, der beiden
Massenpunkte 7z, und #z, soll fiir # = o verschwinden, wihrend
713 und 7,5 von Null verschieden sein sollen. Zur Zeit # = o be-
finden sich somit die beiden Massen sz, und 72, auf einer isotropen
Geraden (Minimalgeraden). Im Sonderfall kénnen die Koordina-
ten von zz; und 2, zusammenfallen. Dies ist dann der ,,reelle’
Zweiersto als Spezialfall des , komplexen' Zweierstofles. Fir
diese Untersuchungen fithrt Uno dhnlich wie Sundman die schon
von C. G. J. Jacobi beniitzten Koordinaten ein, nidmlich die
Koordinaten z, v, z der Masse 2, beziiglich der Masse »2; und
die Koordinaten &, 7, { von =, in bezug auf den Schwerpunkt
der Massen 2, und #z,.

r sei der Vektor (x, ¥, 2). Dann hat man zwei Fille zu unter-

scheiden. Zur StoBzeit # = o ist das vektorielle Produkt [r —[(%
ungleich Null oder gleich Null, Der erste Fall ist im Reellen un-
moglich; fiir die Jacobischen Koordinaten existieren in einer Um-
gebung von # = o Reihenentwicklungen nach Potenzen von £/,
Der zweite Fall ist auch im Reellen moglich; hier gibt es Reihen-

entwicklungen nach Potenzen von £/ entsprechend dem Ergebnis

von Sundman. Daf} die oben genannte Bedingung }im [t %] =0
bei Sundman erfiillt ist, soll im nichsten Kapitel explizit ge-

zeigt werden, weil Sundman darauf nicht eingeht.
T. Uno untersucht noch den Fall, dafl zwei Abstinde, etwa 74,
und 75 flir £ = o verschwinden, wihrend der dritte Abstand 7,

5 T.Uno, Annali die Matematica, Bd. 14 (1936), S. 111-137.
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zu diesem Zeitpunkt von Null verschieden ist. Ein solcher Stof ist
von der zweiten Art, also nur im Komplexen méglich. Die Ge-
raden 7z 7, und 7, 4 haben die Richtungsfaktoren +-7 und — 7.
Uno setzt voraus, daB3 73, und 75 wie # verschwinden, d. h. in
einer Umgebung von # = o von der Gestalt #*[¢ + /(#)] mit f(0) =
= o sind und zeigt dann, daB in diesem Fall fiir die Koordinaten
der Massenpunkte Reihenentwicklungen nach Potenzen von £
existieren. Ob im allgemeinen bei dieser StoBart noch andere
Lsungen vorhanden sind, wird von ihm nicht untersucht. Das
Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Untersuchung des komplexen
,,DreierstoBes‘‘ zweiter Art. Es sollen also fiir # = o alle drei Ab-
stinde 74, 713, 793 verschwinden, ohne daf3 die Koordinaten der
drei Massenpunkte #z,, m,, my zusammenfallen. Dies ist nur
moglich, wenn sich zur Zeit # = o die drei Massen auf einer iso-
tropen Geraden befinden, denn die Gerade 7, 7, miiBte bei einer
Dreieckskonfiguration gleichzeitig die Richtungsfaktoren 47 und
—¢ haben. D. Belorizky® hat fiir diesen Fall als Lésungen
Reihen nach #/ und #/* log # behauptet, aber weder die formale
Entwicklung dieser Reihen gezeigt, noch ihre Konvergenz be-
wiesen. Diese Liicke soll durch die vorliegende Arbeit geschlossen
werden. Als Ergebnis erhdlt man tatsichlich solche Reihenent-
wicklungen. Unter gewissen Bedingungen ergeben sich regulire
Funktionen in £ fiir die Koordinaten der drei Massen 2, #,,

.

§ 3. Berechnung der Flichengeschwindigkeit % [r %] zur Zeit
t =0 fiir die Ergebnisse von K. F. Sundman

Wie bereits erwihnt, beniitzt K. F. Sundman die Jacobischen
Koordinaten (vgl. § 2). Er fithrt dabei folgende Bezeichnungen
aiene e £ e lirn 2 — a2t i 2 = ape g =
ein: lim 2 = @; lim < = z; lim = = y; dabei ist 7 = |*| und
% 4+ % + y?=1. Dann erhilt er folgende Reihenentwicklungen:
e ml+mz(p . ’y_ml+mz uz+...; Z———mljm2‘lp'1¢2+...

Die Zeit ¢ ist durch den Parameter # in Form einer Potenzreihe aus-

¢ D.Belorizky, Comptes Rend. Paris, Bd. 208 (1939, S. 558-560, 966-969.
2 Miinchen Ak. SB. 1964
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my +- 1y + 2

3
13 . 3 B — ll
gedriickt: £ = +..., somit 2z = ]/m TR (S

also x —]/ (my +mg) £l [2]; y = l/_ (my+ mg) £+ [4];
gz = I/—(m1 + mg) vl [£]. Der Ausdruck [#] bedeutet, daB

die nicht angeschriebenen Reihenglieder mindestens ¢ als Fak-
tor enthalten.

Durch Differenzieren nach ¢ erhilt man die zur Berechnung
der Flachengeschwindigkeit % [r%] notwendigen Ableitungen
%, 9, &t '

3
i= l/% (my +my) pt ™+ ay +—;— ayth 4. ..

3

3 7 4 > 1

¥ =l/mxt R ULE
3

S I/ % (my +my) w4 ¢, —i—i;'- efh 4. ..

N e
daher xy—zy = l/ % (my +my) (pby— yag) £ ... und zwei

analoge Ausdriicke fiir die beiden anderen Komponenten. Somit
lim [ri] = o.

{—o

Damit ist gezeigt, daB die fiir das Zustandekommen eines
reellen ZweierstoB3es nach T. Uno notwendige Voraussetzung bei
K. F. Sundman erfiillt ist.

§ 4. Untersuchung der Differentialgleichungen
des Dreikérperproblems auf Losungen mit algebraischen
Singularitiiten

Wir wollen voraussetzen, es gibe fiir die drei Falle von § 2 in
einer Umgebung von ¢ = o Lésungen des Problems, die nach
Potenzen von 7" = #* fortschreiten und fiir welche die Entwick-
lung der betreffenden gegenseitigen Entfernungen, die fiir £ = o
verschwinden, mit der ersten Potenz von 7 beginnen, und unter-
suchen, welche Werte von u unter diesen Voraussetzungen in
Frage kommen. Wir fithren zu diesem Zweck relative Koordina-
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ten in bezug auf den Massenpunkt 7, ein. Dadurch reduziert
sich das System von neun Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung auf ein System von sechs Differentialgleichungen zweiter
Ordnung. Auf diese Weise erhalten wir folgendes System von
Differentialgleichungen fiir die Bewegung der beiden Massen-
punkte 72, und 25 beztiglich des Massenpunktes 7z;, wenn x,, ¥,,
Zg, X3, ¥3, 23 die rechtwinkeligen Koordinaten der Massenpunkte
my bzw. mg bezliglich des ,,Ursprungs'’ #2, sind:

< _—”le2+7723(x3_x2>, b —7”1}’2_*_7”3(}’3 }’2) __7”122 ! 115 (23—2,) |
—r — = 3 T
e o 73 L) RS
P _—m1x3+7712(x2—x3)_ J’ _ T Y, ; 73 (y2—Ys) . —7”123_1_”12(22—33),
. = y 3= 1 :
e i3 73 . 73 7 735 733

Fiir die gegenseitigen Entfernungen 7y, 713, 725 erhilt man jetzt:
ra=Vatsta r=VA+y+4;
ros = V(xs— 20)2+ (3 — y2)* + (s — 22)%.

©)

Die Anfangsbedingungen fiir die Lésungen des Systems (1) seien:

lm x, = 4; lim y, = B; 11m22~C llmxa—A hmya—B

=0

lim z; = C".

{—+o

Die Substitution 7" = #* liefert:

d) _ 40 -t

dt daT ’

2O = | S 4 (- A e -
e IR PR EA

Mit Hilfe dieser Beziehungen gehen die Differentialgleichungen
nach Multiplikation mit 7%/« {iber in:

L

d . oy
2 17‘2 T2 +( )Td};‘ = T2/u [ 7’11}’ =k 7"3()7'%3 ¥a) :

— 72y ’—7721,12 + My (x5 — 2p)

73 73

)

2"
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dzz} = 7%u {——mlz2 - 7713(23—22 };

H
7%

T dxy — T2/ [— iy Xy + mz(xz—xa)
T

d}’nl — 7% {“”‘1}’3 o4 7ty }’: ys)l
23

7y 73

Va dza| = T2 {—mlz3 + 1y (29 — 24 I

Mit Hilfe der Substitution 7% = p; 72 22 4 7.9% _ 7.9,

geht dieses System von Differentialgleichungen zweiter Ordnung
tiber in ein System von Differentialgleichungen erster Ordnung.
Fiir die x-Koordinaten der beiden Massenpunkte 2, und
lauten diese:

ﬂl = po; _’_7‘._‘_2’15_2 — ipz‘*‘% T2/u {_”113—’2 + 7n3(x-, —xz)

ar " )
d d, —
T d/";‘ = pg; 7 d?]s _ﬁp + T2//‘ I mlxa & mS(:Zis Z3) .

In den drei genannten Fillen hat man:

1) #19 =0, #3537 O, 793 F= 0 fiir £ = 0. Dann muf3 42 - B2 - (2=
= o, wobei fiir den StoBl zweiter Art A4, B, C nicht gleich-
zeitig Null sind. Fiir den Abstand 7y, gilt der Ansatz: »;, =
= 01, T [1+f(T)}, wobei £(7) in einer Umgebung von 7 =
= o0 in 7 regulir mit f(0) = o ist. Entsprechend ist dann
718 = Rig[1 +g(T)], 723 = Ros[1 +4(7)]. Dabei sind gy, Ry,
Rys von Null verschiedene Konstante. g(7°) und £(7") sind in
einer Umgebung von 7" = o regulir mit g(0) = o, /(o) = o.

2) 1 =0, 713 = 0, #93==0 fiir # = 0. Dann muB A2+ B2 4 2=
= A'? J- B'2 4+ (C'? = o, wobei fiir den Stof zweiter Art 4, B, C
nicht gleichzeitig Null und ebenso 4’, B’, ' nicht gleichzeitig
Null sind. Fur die Abstinde 7, und 793 gelten die Ansitze:
712 =01 T [1 + (D)), 713 =037 [1 +g(T)}, wobei f(7) und
g(7)in einer Umgebung von 7" = o in 7 regulir mit f(0) = g(0)
= o sind. Entsprechend ist dann: 7y = Rag[1 -+ £(7)}, wobei
%(T) in einer Umgebung von 7" = o reguldr mit %(0) = o ist.
012, 013, Ry3 sind von Null verschiedene Konstante.
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3) 719 = 7353 = 793 = O fiir # = 0. Dann muB3 42 + B2 4 (2 =
=A%+ B2+ (C?=0,A-AP+(B-B2 4 (C-C2 =o,
wobei fiir den StoB zweiter Art 4, B, C nicht gleichzeitig Null und
auch 4’, B’, ¢’ nicht gleichzeitig Null sind. Weiterhin darf fiir
diese StoBart nicht 4 = A', B= B', C = (' gleichzeitig sein. Fiir
die gegenseitigen Entfernungen 7y, 733, 73 gelten die Ansitze:
712 =012 T[1+ /(D)) 713= 013 T[1 +8(7)], 725 = 003 T[1 +A(T)],
wobei f(T), g(T), 2(T) in einer Umgebung von 7" == o regulir in
7 mit f(0) = g(o) = /(o) = o sind. g5, 013, 093 sind dabei von
Null verschiedene Konstante.

Nun soll einer der drei Fille 1), 2), 3) eintreten. Dann sind alle
rechten Seiten der Differentialgleichungen des Dreikérperpro-
blems nur dann regulire Funktionen in 7, wenn in 7%/#=3 der

Exponent i— 3 eine positive ganze Zahl oder Null ist, d. h. die

Bedmgung ——3 m erfiillt ist, wobei # eine ganze positive
Zahl oder Null ist. Dies bedeutet u < <—— Diese Bedingung ist

notwendig fiir die Existenz in 7° regularer Lésungen.

§ 5. Bestimmung der Exponenten u aus dem Energiesatz

Um Niheres fiir die in Betracht kommenden Werte u zu er-
fahren, gehen wir nach Uno mit dem Ansatz » = c#*[1 4 /()]
in die allgemeine Differentialgleichung des Dreikérperproblems
und betrachten den Energiesatz. Bei allen folgenden Untersu-
chungen bedeutet ¢ eine in einer Umgebung von ¢ = o regulére
Funktion in # mit ¢(0) = o. Uno erhielt fiir die beiden ersten

Fille p =%und )7 =%. Wir behandeln daher gleich den dritten
Fall. Es ist:

lim », = llm 713 = hm 795 = O.

L~~o0
Die Anfangsbedingungen seien:
A!1m x, = Ay; llmy1 = By; 11m 2y = (Y3

lim x, = 4,; 11m Vo = By; 11m 2y = Cy;

{—+o0

lim xg = Ag; llmy3 = By; 11m g3 = Cj.

{—o0
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Die neun Konstanten 4,, B,, C, (v = 1, 2, 3) miissen folgenden
Bedingungen geniigen:

(Ay—ApP* + (By— B? + (o —CY? =03

(Ag— Ap? +(Bs— By)? +(C3— (PP =05

(Ag—Ag)* + (Bs— By)? + (G — () = o.
Ferner ist

As— Ay = k(dy—Ay); By— By = k(By— By);
C3—Cr = £(C,— ),

weil die Massenpunkte auf einer Geraden liegen.

Fir die drei zur Zeit £ = o verschwindenden Abstinde 7y, 745,
793 macht man die Ansitze:

712 = 012[1 + ()] 713 = 0131 + (#2573 = 0aa[1 +A ()] 2
mit f(0) = g(0) = %(0) = o.

Fiir die x-Koordinaten der drei Massenpunkte erhilt man da-
mit folgendes Differentialgleichungssystem:

dyy . 7y (Ap— Ay + €y,) my(Ag— Ay + €13) |

drt "~ ol 230 + oy 134 ’
a3, = 72y (Ay — Ay — &yy) + my(Ag— Ay + &) |
ar 0}, 234 03 23 ‘
d%x 71y (Ay— Ay — £13) my(Ay— Ay —€53) |
= ;i‘a 132 = S5 Z”J T €12(0) = £15(0) =¢93(0) =0

Diese Differentialgleichungen werden je einmal integriert. Damit
erhilt man fir die Geschwindigkeiten der drei Massenpunkte:

dx, 1 [7)1.,(A2—/11) ma(Ay—Ay) | - ] a1
= =2 gl Ky
a1 1—3u eh T ok o A
dx, 1 [’711(A1 A,) my(As— A,) ] —3p41
-~ = AN Ky
dt 1—3u oh - 03 e R
dxy 1 [ml(Al—As) my(Ag—Ajy) _] 81
= - Eqf 087 K.
dt — 1—-3u o T 4 B T4

Dabei sind KX, K,, K Integrationskonstanten.
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Der Energiesatz der Mechanik
dx;y\2 dy,\2 dz,\2 dy, \2 dz,
(@) + (G )+ () 1l G+ (3 (5

dxg\2 d dz. 2971, 1y 22, m. 2y
_*_7”3{(_153_) +( }’3) +( 3) s 17 iflfs 5 2 3+2/L

dt 712 713 723

liefert den Exponenten u. Fuir die Quadratsummen der Geschwin-
digkeiten erhilt man:

() + [+ = oo,
(a) + () @) ==
(dx3)+(d)'3) (zi) 1—3,u)2 [B3+&] 7+,

also fiir die Energiegleichung

[Ky+&,] £20F1,

_(T—JW (”211?1 -+ 7722K2 - ma[(_' + é) St

_ (z2mm, 2 10924 2 my 772y ) 3
= A
_ ( Q12 + 013 + Q23 +
mit £(0) = ¢'(0) = o.
Nach Multiplikation dieser Gleichung mit ##7! ergibt sich:

(I__Lw-)z" (my By + my Ky + myKy+ &) =
_ (zmlm2 + ..mlma 22 mzma 48 )2;1 -1

Notwendige Bedingung fiir die Existenz dieser Gleichung ist das
Verschwinden des Exponenten auf der rechten Seite, d. h.
2pu—1 = o, daher u =%.

Man erkennt, daf3 sich im Fall 3) derselbe Exponent u ergibt,
wie im Fall 1). Im Fall 1) liegen von den drei Massenpunkten
my, my, my zwei auf einer Minimalgeraden, wihrend sich der
dritte Massenpunkt auferhalb dieser befindet und zur Zeit # = o
nicht verschwindende Abstinde von den beiden anderen auf-
weist. Je nach der Wahl der Anfangsbedingungen fiir den dritten
Massenpunkt wird sich dieser mehr oder weniger entfernt von der
durch die Lage der beiden anderen Massenpunkte bestimmten
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Minimalgeraden befinden. Man kommt so zur Vermutung, dal3
sich aus Stetigkeitsgriinden in dem Spezialfall, bei dem der dritte
Massenpunkt sich als Grenzlage auf der Minimalgeraden be-
findet, im wesentlichen die gleichen Verhiltnisse ergeben werden
wie im allgemeinen Fall. Diese Vermutung wurde durch die
Rechnung als richtig erwiesen.

Im Fall 2) erhielt Uno den Exponenten u =%, der also von den

beiden anderen Fillen verschieden ist. Hier liegen auch die geo-
metrischen Verhiltnisse anders. Der Fall 1) kann auf den Fall 2)
nicht spezialisiert werden durch stetige Verinderung der Lage
des Massenpunktes 723, wenn man vermeiden will, daf3 #4 dabei
die zweite durch 2, gehende isotrope Gerade trifft. Man kommt
daher schon aus geometrischen Uberlegungen zur Vermutung,
daB sich der Fall 2) von den beiden Fillen 1) und 3) wesentlich ver-
schieden verhalten wird. Auch diese Annahme wird durch die
Rechnung bestitigt.

Anmerkung: In § 5 wurde fiir die gegenseitigen Entfernun-
gen, die fiir # = o verschwinden, der Ansatz » = ¢#*[1 4 f(")]
gemacht. Nach Sundman (§ 3) ergibt sich fiir den Abstand 7,
die Reihenentwicklung:

Pyp |/i (my + my) Eh4-dyt+dyth+.....
Daher wird jetzt der Ansatz versucht:
r=cB1+f()], x=4,4+2 a,; P8
j=2

Mit diesem Ansatz gehen wir in das allgemeine Differential-
gleichungssystem ein. Im Fall 1) erhilt man fir die erste Glei-
chung:

© e )+ Sy —ap
2 ju(ju—1) a ;v = ABA[1 + FI] + £ ().

j=2

F () ist in einer Umgebung von ¢ = o eine regulidre Funktion
von ##. Fiir den Stof3 erster Art, d. h. 4,— A4, = o erhilt man
durch Vergleich der niedrigsten Potenz die Gleichung fiir u:
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2u—2 = —4u also p =%. Umgekehrt folgt flir u =% not-
wendig A4; = A, und analog B, = B,, (; = C,.
Fir p = % ist demnach nur ein Stof erster Art méglich.

§ 6. Untersuchung des Dreierstofles zweiter Art

Wie in § 2 erwihnt wurde, soll der Fall 3) ausfithrlich erértert
werden, nachdem die beiden anderen schon in der Arbeit von
Uno behandelt wurden. Wir haben also gemilB § 5 zu unter-
suchen, ob tatsichlich konvergente Reihenentwicklungen nach
Potenzen von 7 == £+ fiir die Losungen vorhanden sind.

Es seien alle drei Abstinde 7y, = 7y5 = 753 = 0 flir # = 0.
Dabei werde angenommen, daB3 es sich nicht um einen Dreier-
stof erster Art zwischen den drei Massen mz,, m,, 75 handelt,
sondern um einen solchen zweiter Art. Die entsprechenden Ko-
ordinaten der drei Massenpunkte sollen also nicht zusammen-

fallen.
Fiir die weiteren Untersuchungen wollen wir wieder relative

Koordinaten einfiihren:
mq habe die Koordinaten (0; 0; 0),
nty habe die Koordinaten (x,; ¥,; 2,),
mg habe die Koordinaten (x5; v5; 25).

Zur Zeit ¢ = o findet der Dreierstol3 zweiter Art statt. Die Ko-
ordinaten sind dann: mz; (0; 0; 0), my(A; B; C), ma(A'; B'; 7).
Fir die Konstanten 4, B, C, A’, B’, C' gelten die Bedingungen:
A2 B4+ (C2 =0, A'?J-B24('%=o, o
‘ 1
(A—AP+(B-B2+(C—-C")? = o,
woraus A4’ + BB + CC' = o folgt.

Die drei Massenpunkte liegen zur Zeit # = o auf einer isotropen

Geraden. Dabher gilt fiir die Konstanten 4, B, C, A, B', C":
A'=%A; B =#iB; C'=F%C; wobei £==0, 1.

Nun fithren wir folgende Koordinatentransformation aus:
g=dA + %y yo=B +P sn=0C +35;
¥y =A'+ %y y3=B' 475 z=C+25.
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Die Differentialgleichungen (1) des Dreikérperproblems aus § 4
gehen damit tiber in:

BE,  —m(A+E) | my(d —A + F—Fy)

dar 7 T 73

Ay, _ — (B +7) s my(B'— B + y3—7)
ar 73 73

4%z, _ —my (C + z,) + g (C'— C + 23— Z,)
ar = 5 (2)
d* g — —my (A" + %) + my(A— A" + &, — )
de? 73 73

22y - — (B +7s) + my (B —B' - F,—5¥,)
dr? 7 7

d?Z, — m (C'+Z,) 1y, (C—C' + Z,—Z,)

= + 2 3

a1z 7 73

Die Abstande 7y,, 713, 753 nehmen, ausgedriickt durch #,, 7,, 2,
%g, V3, 25 folgende Form an:

79 = V2 (AZy + By +C3y) + #o+55+725,
733 = Vz(Alfa -+ B' 73 +6‘123)+5‘§+ +23: )
7as = V 2[(d'—A) (Fy—7y) + (B'— B) (73— 75) + (C'— C) (By—za)] +S (r3— .

Hierbei ist S (£3—%,)% eine Abkiirzung fiir (#;—%,)% +
+ (F3—72)% + (3 —F)™

Wir suchen fiir das Differentialgleichungssystem (2) Losungen
mit folgenden Anfangsbedingungen:

#,(0) = 7,(0) = 7,(0) = #3(0) = 73(0) = z3(0) =0 (4)

Fir die fur kleine Werte von # ,,fuhrenden’* Glieder in den Rei-

henentwicklungen von #,, ¥,, 2,, %5, ¥3, 23 machen wir gemal
§ 5 den Ansatz:

Tg= 024 . ... Py =Tyt . ... Zp= 0yt ...
Fy =gt . ... Jg=Tgt . ... Fa= 0yt ...

und substituieren 22 = 7. Damit wird aus (2):

— 03 = my (A4 0,7)
47 T T AT+ BT+ Co, D) + e Bt o)+

(5)
— Ty - my (B4 1,7T)

47% Yo7 (dey+ Byt Cop) + T2 @it i+ 03) + ..
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Entsprechende Ausdriicke erhilt man aus den anderen Gleichun-
gen. Damit die Singularitit aus den Gleichungen verschwinde,
versuchen wir filir gy, 75, 0y, 03, T3, 05 Werte zu finden, die fol-
genden Bedingungen geniigen:

AQ2 +BT2 +C02 =0
Aoy + Bty +C'o3=0 (6)
Agy + Bty +Cay +(A'0y + B'ry 4+ Clay) = o

Die dritte Bedingung ist durch die beiden ersten Bedingungen
wegen (1) bereits erfiillt. Lassen sich fiir gy, 7,, 05, 05, 75, 03 Werte
finden, die der Forderung (6) geniigen, dann ist dieser Ansatz
gerechtfertigt. Damit werden die Gleichungen () ,,Bestimmungs-
gleichungen* flr g,, 75, 0y, 03, T3, 03:

—_492_ _ —~ml(/i?;- 7) + 7713[(93“‘@2);;?:' (A4'—A)] 4.
:::_e — —mx(li?g- wl) 7”3[(73“72);:3:‘ BT o
—462 . —ml(CR-gF 9 7) | (0= Gz)RTger (G0 o, .
—Tea _ —ml(A];;resT) + 7"2[(92_93);23;*' (A=dl ..,
—Trs _ —ml(l);e;- wl) 4 mz[(rz-ra);gj— B=AN
:Zi: —ml(Cj’?;- %) 4 mz[(az—aa)RTgs—!- (CCl

In diesen Gleichungen vergleichen wir die konstanten Glieder und

erhalten:
— 0, —my ms(,é——l) . B —ml mg(£—1) |,
2 = TR T R,
—0, —ml mg(k—1) |,
4 = { Rgs ’

<7)
. ——ml 7)_12(1— ),. — B {—ml ma(1—4) |,
e -y Rk
—03 _ v —ml my(1—4)

4 ¢ { TRy
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Hierin sind: R, = Vol +72 +0%; Ry= V@ +12 + o3
Roy = V(Qz_93)2 + (ra—13)? + (02— 03)2'

Aus den Gleichungen (7) folgt:

oder:
. — A4, — B = il
09 = Aay; t3= Bagy; 0y = Cay; g3 = A'ay; 13 = B'ay; 05 =C'a,.

Die Faktoren a,, @, kénnen erst angegeben werden, wenn die
nichsten Glieder der Koordinaten gegeben sind.

§ 7. Algebraische Losungen fiir den Dreierstofl zweiter Art

Es soll nun untersucht werden, ob und unter welchen Bedin-
gungen in 7 regulire Losungen der Differentialgleichungen (2)
aus dem vorigen § mit den Anfangsbedingungen (4) moglich sind.
Fiir die weiteren Untersuchungen wird an Stelle der Verinder-
lichen Z eine neue Verdnderliche w eingefiihrt. In § 6 (3) treten
die Linearkombinationen 4%, + By, + Cz, und A'x; + B'y,
-+ (' z3 auf. Diese Linearkombinationen werden als neue Verin-
derliche w,, w; verwendet. Fiir @, und %@, suchen wir Loésungen
mit Nullstellen zweiter Ordnung bei 7 = o (s. u.)

Wy = Axy + BPy+ Czy, Wy = A'ig+ B 5,4 C'z5.
Mit § 6 (2) erhalten wir fiir @, und @, die Differentialgleichungen:

— — By = — — =
dw, _ —mW, + ma( k —wz) . dPwy  —mywy + 1y (£ W,y — wW,)
dsr 7% 73 ’ de 71

i,

Die Ausdriicke § 6 (3) miissen nun durch #,, F,, @,, %5, 73, @
dargestellt werden:
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. 2D — 83,
JdCA— ) —(Fr—Sn)g] — Aabw.lrnﬁv L) g — Fxr—="2) y— ;0 (1—7)] Aail,sw.v 2 ¢
) —
JCL—20) pr— Fr—22) g1 — A al.gl; + [CL€—=tO)g + (Fxr —t2) ] Amal & v z JANS lali o (1—7)z
70D Cay — - - =
(D) + (2= 1] [~ h) F =0 7 — (2~ 7] — () fo—g)a—ne=
3. ¢ — = =
(L) g + Cx—*2) p'] Aﬁm s T,EI%T d(CA—24) s p—(4="1) C2—"x)g E+%ml§%l+ A@ VQ ne=
(N .
[((4—*£)g + Cx—"2)p] (2~ )2
F) < lh p— =
(4—"4) Cr—*r)gpe + Aalltv + 6 +:) C4—"4)+ G2 +ap) e GTS.T A@ nmv G-
o) Y A =
e hg—Cr—mp—m—a] | DD+ st (2] G —De=
(=t ) =+ =)+ P =)~ (L) o=
¢ (1) — mﬁk
(C4.g + %z, p)tme—im 4 (4, —*x g)—z 0z =
< 2 — mwk.

CChg +iryYec—in+ 4y —rg) —tmT

[
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Das zu lésende Differentialgleichungssystem lautet:

d*xy  —my(A+ &) + mg(A'—A + ¥3—17,)
dee 73 i

272 = —my (B + ) + my(B'—B + ¥3=7,)
dz 73y 75

2wy, — 2, W, + Mg ("'%a'—ﬁz)
dr 71 78y

d*%y _ —my (A + ) + my(A—A" 4 Zy—Z,)
drt 13 73

d*y, — —my (B + ¥s) + my(B—B' + ¥.—5s)
de 7is 73y
d¥wy _ — + 2y (A Wy — T0y)
e i 73

Um #%,, 7,, Wy, #,, 75, Wy zu erhalten, machen wir folgenden
Ansatz:

Fo=T (Aay+Xy), 7,=T(Bay+Y,), wy=ayT*+T3(a;4 W),
Zy=T(A'ag+X3), 7,=T (B ag+Yy), W= cgT2+ T30+ Wy).

Die dabei auftretenden Funktionen X,, V,, W,, X;, Vs, W, sind
so zu bestimmen, dalB3

X3(0) = Y5(0) = Wy(0) = X3(0) = Y3(0) = Wy(0) =0 (1)
ist. Der Ansatz
W, = g 1% 4+ T30y + W),
Ea == 0(6 T2 + Ta(oti + Wa)
soll mit 72 beginnen, damit 77,, 755 und 73, in 7 = o eine Null-

stelle zweiter Ordnung haben.
Fur die Ableitungen nach ¢ erhilt man dann:

dfg . qu . Aao XZ dXZ

= 2T{Aa0+X2+T a7 27 + 27 dT

2

dd;‘rzz . 4T"[Tz z‘i;’;;z 4 T=2 dXz XZ—AJOI und entsprechend
a5,

dyo
o = TR+ T = Y Ba
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‘%ﬁ: 4T|T2‘fi;’?+5TdW2 +3W2+3<71}
= | PR TG~ K A
—=l+ ol

Diese Ausdriicke werden in die Differentialgleichungen § 6 (2)
eingesetzt. Dann entsteht ein System von Differentialgleichungen
fiir die Funktionen X,(7), Y (T), W,o(T), X;(T), Y,(T),
Wy(T), die in einer Umgebung von 7" = o regulir in 7" sein
sollen:

—my(A+ Aay T+ TX,)

ITdez+ dXz_XZ Aa0}=

47‘3 dar? 7%
4 el A e T AT 4 TXy=T Xy
7% d (2)
o A2, W, , _ — 1y (g T2 + oty T3+ T3 W)
TGV 45T GF + 3+ 30
+77za[(“7"'—a0)7'2+( —a)T“—I—("!—lV)T:’]
7is

Ganz entsprechende Differentialgleichungen ergeben sich fiir V5,
X3, V3, W,.

Ferner ergibt sich in den neuen Verinderlichen:

9 2(0g + 1 T+ W,T) (C* + C2ay T — ATX,— BTY,)
Vi = 7“2{ c?
4 T2 oy + o, T+ T2 — (BX,—AY,)? l
c?

’2, = Tzl 200 + &l T+ W, T) (C + CaT— A'TX,— B'TY,)
13 = o

T+ o T+ TWy)E — (B X,—A'Y,)?
+ Cl"
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R L L
+C:(kay—a) T — T(AX;+ BYy) + T(AX,+ BY)y)]
Pl a) sl e) 7 (-]

—[B(Xy— X — AV, Y|

Ordnet man diese Ausdriicke nach steigenden Potenzen in den
Veranderlichen, so erhilt man:

iy = T2 2[ag+ T(agog + o)l 4. . ..

s = T2 2[oag+ (a0 + )] =+« -

gfﬂmw%_%ybﬂmnﬂﬂ—w@%—w
(e 6o

Diese Ausdriicke setzen wir in das Differentialgleichungssystem
(2) ein und erhalten:

—my(A+Ada, T + TX,)
Valewo+7 (@ + o)+ .5

L (o @K, dx
T‘Tz w7 T XZ“A“°}=

+ my(A'—A +A'a,T—Aay T+ TX,—TX,
V 2 (%5 — ) (h—1) + Z[(%— ) (R —ao) + () (b= )]} F o

—mlagt+ou 7 +TW,)
V2log +7(apog +og)] +.... %

Mg (—-—oc(,) -+ (—-—o'l)T—{— T(lV’—WZ)
VA e ¢ (=) a0 + (G m) B T

1‘ gle

: +5T G +3Wa+ 30| =

Entsprechende Differentialgleichungen erhélt man fur ¥,, Xj,
Y, ;. Die rechten Seiten dieser Differentialgleichungen werden
in Reihen entwickelt. Die Glieder zweiter und héherer Ordnung
sollen dabei nicht mehr angeschrieben werden.
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Dann geht das Differentialgleichungssystem iiber in:

a* X, adxX,
plae N AT P 1}&3 (1 —|-a0T)[1— (ao—i—%)—{— ..... J
0

47y A J[(,é—l+T(kag-ao)][1-gr(""’7"”"+°‘§"é“‘)+ ..... ]

= Vz(ik‘;-—ao) (A—1) A—1 ap— ko
4 A — mg(k—1) i M oy
{Vz% +V2(ﬁ:§‘—ao) (1)’ i {1/2%3 (a0—|—3 “o) (3
Mg s 3( ,éal) g .
V) =) (i TR C )]l

T2dW2+5TdW2+3W +3 = 471(0+°‘1T)[1”‘“T(“o+ )+ ]

T Ve
gl el i)
S i e @

My [oc; ST (oc,; . )A’a,’,—ao]
= 7 % AaT3lT %)
V?.(-%f——(lo)(/e—l)d ~ £ A—1

}

Wenn die Differentialgleichungen in 7 regulire Lésungen haben
sollen, die den Anfangsbedingungen (1) geniigen, d. h. Lésungen
der Form

Xx'= Z a;, Tv; Yx’ = Z bivTV; Wx’ == Z inTv; (2. =2, 3)1 (5)
y=1 ve=1 v=1

miissen die konstanten Glieder auf beiden Seiten der Differential-
gleichungen ibereinstimmen. Das liefert die Beziehungen:

d0=

(©)

' my my(k—1)

1,/‘5 a;a N V;(—o;“;— s O‘o) (’é—_T)a

2y my(B—1)
. T
Va2 kY, 2 (% —ag) (b—1)° |

'
ay =

3 Minchen Ak. SB. 1964
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R EP Y ~ I

Vau® Yo (B ) (h—1)’ 6)
o(; _ 4 7711“? 7y -'——OLO) £ ]

Yz Vz(—-h-—oco) (k—1)"

Wenn wir die Ansitze (5) in die Differentialgleichungen einset-
zen, verschwinden auf den linken Seiten die in 7 linearen Glieder.
Deshalb miissen, damit in 7 reguldre Lésungen X,, V,, X;, Vs
vorhanden sind, notwendig die linearen Glieder auf den rech-
ten Seiten der Differentialgleichungen verschwinden. Diese Be-
dingung liefert folgende zwei Gleichungen:

71y 7714

= ——=la,+ ﬂ' -
1/2%3( 0 %) V2 (% —ag) (4—1)°

)
— kg

s |bai—ao+ 36— 2=

72y 72y

17~—(°+3 ) Vz(_o—a)(/é—

lzal

V%—%+3@—g%

Aus diesen beiden Gleichungen suchen wir eine einfachere Be-
ziehung herzuleiten, welche notwendig zwischen den Konstanten
o und o bestehen muB3, damit in 7 regulire Losungen existieren.

Die beiden Gleichungen (7) sind beziglich der Massen Iden-
titditen. Wenn in 7 reguldre Losungen des Differentialgleichungs-
systems bestehen sollen, mufB3 eine Bezichung, die sich aus dem
Verschwinden des Koeffizienten von 72, aus der ersten Gleichung
ergibt, auch die Koeffizienten der anderen Massen zum Ver-
schwinden bringen.

Es ergibt sich aus der ersten Gleichung @y = —3 %—. Diese
Beziehung wird in die Gleichungen (6) eingesetzt. Dabei erhal-

ten wir:

o
n mig(k—1) . ”y 7ty a i 1)

Vel T Ve’ VP V(G

Daraus folgt:

i 8)
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Damit berechnen wir die Ausdriicke (6). Wir erhalten dabei:
%= e | ]
%= T R taty) ©
oy = 31}‘% :'—'ml 4 @7‘_”_31—)—2] ,
5 == e |3y

Die beiden Massen m, und e, der Gleichungen (7) haben den
gleichen Koeffizienten. Mit (8) und (9) ergibt sich:

’
1—ARay

kag—ay+ 3(k—1) 2

= 0.
)

Wir berechnen nun den Koeffizienten von #z, in der zweiten Glei-
chung von (7). Es folgt:

a(', +3 % = 0
Mit (6) sind damit die beiden Gleichungen (7) identisch erfiillt.

Gleichung (8) ist daher notwendige Bedingung fiir das Vorhan-

densein regulirer Losungen in 7.
Wenn wir fir die Losungen X,, V,, Z,, X3, V3, Z; statt (5)
zur Vereinfachung der Schreibweise den Ansatz machen:

X2=Zava; Y2=varv; Z2=ZCVTV;
vy=1 y=1 v=1
Xo=YadT"; Yyo= 36T Zy= 3 7T,
y=1 p=1 v=1

folgt wegen @, = A%y + By, +Cz = T(AX, +BY, +CZy)
=72%da,+Bb +Cc)+

Ty = T2(A' d,+ B, +C&) 4. = T2+

und

Ly = Alzl +Bé1+651
«) = A'a, +B'b +C'cy.
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Die zunichst willkiirlichen 6 Konstanten aq, 6, ¢;, ay, &;, ¢,
miissen also, damit in 7 regulire Lésungen moglich sind, wegen
(8) die Bedingungen erfiillen:

A'di + B'o, 4 C' ¢y = k2(Aay + By + Cey) oder
Aay+ Bby+Ccy = A'ay + B'by + C' ¢y (10)

§ 8. Reihenentwicklungen samt Konvergenzbeweis

Es seien die fir die Existenz in 7 regulirer Lésungen notwen-
digen Bedingungen aus dem vorigen § erfiillt. Die Differential-
gleichungen lauten:

ad? X, dX,

) d]‘zz +Td—7:_'X2=P2x(X2: Y2’ WZJXS) Y31W3’T)
a2y, av.

2 f TV, = Py (Xy, Vo, Wa, Xy, YV, W, T) ®)
d* I, dw,

2L ST £ 3 Wy = 0,7+ Pay (Xy, Yy, Wy, Xy, ¥y, Wy, T)

und drei analoge Gleichungen mit dem Zeiger 3. Die in den Glei-
chungen (1) auftretenden Funktionen P,,, Py, Py, Ps,, P,
Py, stellen reguldre Funktionen dar, die mit den Verdnderlichen
verschwinden und keine Terme von niedrigerer als zweiter Ord-
nung enthalten.

Diese Gleichungen werden £-mal nach 7" differenziert und dann
wird 7 = o gesctzt. Auf den linken Seiten entstehen dann die

k-ten Ableitungen, multipliziert mit folgenden Faktoren:
1) k(A—1) +k—1, 2)klk—1)+k—1, 3)E(l—1)+5-4+3

und dieselben bei den iibrigen Gleichungen.

Auf der rechten Seite stehen vor dem Differenzieren Potenzen
in den Veridnderlichen von mindestens zweiter Ordnung. (Die
Koeffizienten w, und w; der in 7 lincaren Glieder in den Diffe-
rentialgleichungen fir ¥, und W, kénnen als bekannt angenom-
men werden, da sie sich aus «,, d. h. @, a;, é,, b, ¢;, ¢y, £ aus-
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driicken lassen.) Beim 4-fachen Differenzieren und darauffolgen-
den Nullsetzen von 7 entstehen daher héchstens die (4— 1)-ten
Ableitungen. Daher lassen sich die £-ten Ableitungen durch die
(£ — 1)-ten Ableitungen ausdriicken, wenn die Koeffizienten der
£-ten Ableitungen von Null verschieden sind.

Die Koeffizienten sind Null, fur

1),2): k(k—1)+4,—1 =0, d. h. firk = 41.

Die ersten Ableitungen von X,, V,, X,, ¥; lassen sich somit nicht
ausrechnen; sie sind willkiirlich. Das sind aber gerade die will-
kiirlichen Koeffizienten @y, ay, é;, &;.

3): Ah—1) 45k +3=0; & ={:;}, d. h. filr kein positives .

Somit lassen sich alle 4-ten Ableitungen durch die (£—1)-ten
Ableitungen ausdriicken, und die formale Entwicklung der Ko-
ordinaten dev Massenpunkte nackh Potenzen von T ist als moglich
erwiesen.

Unsere nichste Aufgabe besteht darin, die Konvergenz dieser
Reihen nachzuweisen.

Wir fiihren folgende Koordinationstransformation durch:

X2=TA;2§ Y2=T1}2; W2=TH~/2§
Xy=TX;; YVy=7TVY,; Wy=TW,.

Diese Ansitze werden in (1) ecingesetzt. Dann entstehen fiir

A;z, };2, H72, A;3, );3, 1'173 folgende Differentialgleichungen:

a2 X, adX, .5
Ty 13757 =T Py,
2V, dY, =
e 37 7 = TP, (2)
24y T‘”;/“ + 817y = wy + TPy,

und drei analoge Gleichungen mit dem Zeiger 3.
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152x, };2y, ﬁ2w’ P~3x, 153y, ﬁ3w stellen reguldre Funktionen dar.
Die Koeffizienten der £-ten Ableitungen sind:

1) B2 42k, 2) K242k 3) A2H6E+8

und ebenso bei den drei tibrigen Gleichungen.

Es sei M, der grofite Absolutwert, den Py, annimmt, wenn

|17 < a, I/{’z|<é2» |I~"2‘<52r |W2|<d2’
|A;3|<és» |?3|<53, |I/I73|<a’3,
M, das Maximum von |}~’3x[, M,, von |152y[ usw.

M sei die groBte der Zahlen My, My, My, M., My, M,
4 die kleinste der Zahlen b,, b3, ¢y, ¢35, ds, d5.

w?

Es gilt
ﬁz _ f gt + q~+ r~i~ s+t +~ w0 By N\ TP XTI X e
T oparanu\oT?0X20VI 00X 0V 012 ],  Pletrisizlulol

Die Abschitzung von Cauchy fiir mechrere Veranderliche
(Picard, Traité d’Analyse II, 3. Auflage S.277) liefert die Un-
gleichung:

M
ap&q+r+:+l + et

1
pgrstuvw p!g!r!:lt!ﬂ!ﬂl

A

ap-{-q+r+.r-l-l i—u—l—u]")'zx
oT? o Xg oY ol 0 X oy n az’f?:)o

Nun sei

o)
M
OF= & A

2iqsr 8t u,0

TP X3V, Wy X4 VW3 ;

somit ist

ap+q+r+:+t+u+uQ
oT?ox0Y, oW oxt oy awg)o

aﬁ+!+’+-\’+l+u+0P

oT?oX{oVy oW o Xt oV oIy

b

0

wobei P fiir Py, Py, Py, Py, Py, Py, geschrieben wurde. Es
ist

M

S ) e )
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Wir untersuchen nun folgendes Differentialgleichungssystem:

dly

TdT

=7Q ?=1,2,3,4,5,6),

wobei in Q die Verinderlichen X, ¥y, W, X,, Y3, W, durch 7
zu ersetzen sind.

Aus Symmetriegriindenfolgt Vi =V, =V, =V, = V; = V.
Damit kann das System ersetzt werden durch

v ™
T =Ty

Diese Gleichung wird 4£-mal nach 7 differenziert und dann wird

T = o gesetzt. Auf der linken Seite ergibt sich der Ausdruck:
%

£ %' Insbesondere sieht man, daBl V(o) willkiirlich ist, wenn

% = o gesetzt wird. Nun ist:

k< k® 4 2£; k< A* 6% +38

Die Ableitungen auf der rechten Seite sind héchstens von der
Ordnung £—1 und dem Betrage nach gréBer als die entsprechen-

den Ableitungen des Differentialgleichungssystems (2), da die

ap+q+r+:+t+u+aQ'
mn

. a* "
Ferme ——- aus den Ausdriicken
ar ar?ovieviavioviovrevy
. . 3 . (3%
der gleichen Weise erhalten werden, wie die Terme j;_i aus

gt gt rt+ s+t 4wt v P
TP 90XV, oW 0K oV  oIVY "

Die Reihe fiir V' stellt deshalb eine Majorante fiir die Reihe der X
dar.

Wir miissen noch beweisen, da3 die Majorante konvergiert. Es
ist
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Die rechte Seite ist eine holomorphe Funktion in 7" und V fiir
| 7| << @, |V|<Cé. Daher gibt es nach dem Existenzsatz fiir
Differentialgleichungen eine in | 7'| <C @ regulire Losung V(7),
die sich dort in eine konvergente Potenzreihe entwickeln 1i6t. Die
Konvergenz der formalen Loésung der urspriinglichen Differen-
tialgleichung (1) ist damit nachgewiesen.

FirAd'a;, + B'6, + C'¢; = k2(Aa, + Bb; + Cey) lauten da-

her die Losungen:

x¥p=A +Aayth +ayt +atlr ...
vo =B + Bayt'lt &bt +b,0'h 4. ..
29 =C FCapt'h 4-cyt +c8'h ...
vam A"+ A'dth vt alth ®
vy =B+ Bayfl4 bt +b,8' ...
23 == C' + C'agt'h +cit +c4fth +. ..

A, B, k, ay, by, ¢y, ay, 8}, sind dabei willkiirliche Konstante.

§ 9. Logarithmische Lisungen

Nun wollen wir untersuchen, was geschicht, wenn die Bedin-
gung (10) aus § 7 nicht erfiillt ist.

Die Differentialgleichungen lauten:

ad* X, dX,
72 77:22- + Tf(—l,-yz—X2 = ZZT+P2x

a2y, avy,
Pt T =Y, = T+ Py, (1)
72 421V aw,

77 T3 7 +3We = 0, T+ Py,

und drei analoge Gleichungen mit dem Zeiger 3, wobei 7,,, P, ,
Ly, Py, Py, Py, vegulire Funktionender X, V,, W, (v =2,3)
und 7 sind, die mit den Verinderlichen verschwinden und keine
Terme niedrigerer als zweiter Ordnung besitzen,
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Dabeli ist

#y =24y, ty =128y, Wy =29,

g =247, =28y, wy,=24¢,

wobei y, y', 6, 0" aus § 7 (3) und (4) zu entnehmen sind.

Das Differentialgleichungssystem (1) wird auf ein System
1. Ordnung umgeschriecben. Dazu fithren wir folgende Sub-
stitution durch:

dX dpy oo d°X, ax,

r =t T =TT +T—7
av, AW, _ y

TTY,—‘ = {a, df = 73 USW.

Wir erhalten damit:

ax, ., . ap, __
Td7~g’ = pa; a7 X +/2T+P2x’
dv, 4,
T =0 T3 =YVetul 4Py
TN =y T = —3Wy—aryFo, T+ Py,

und sechs analoge Gleichungen mit dem Zeiger 3.
Wir setzen: Xy ++ppa=1ny; Xp—pa=1s; Yo+ ¢2=7s;
Vo— gz =mna; Wotra=1s; I/V2+;7'2=’76
und erhalten:

4 3 d’)o

— 7 = Mm% T+ Py 7 = — M — % T— Py}

d 1y dy P,
TdT'—n3+¢2T+P3§ T({T‘=—774_L27— 35
T“;—’/Ta‘ = =31+ 0, T+ Ps; %"7]-'3 = _77G+1(U’T+ Ps;  usw.

Die Ausdriicke 2. .. Py entstehen aus 2, , P, ... dadurch, daB
X, durch #, - 7, ersetzt wird usw.
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Die charakteristische Gleichung dieses Systems lautet:

1—4
—1—A

Sie hat die Losungen:

A = —3 (zweifach); A= -1 (vierfach); A= —1 (sechsfach).
Die nichtregularen Lésungen des Systems sind in Form von
regularen Funktionen der beiden Verinderlichen #z = 7" und

v = T In 7 darstellbar.

Da
A =42 tm,
T _ 204, P0) B0

geht das System iiber in:

D et o s
2) Wil 4y O O g7 P,
» wh o "”“+u = mhaT+P
b St aaron
5 o +u%%5- ~ =3t al+h
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ang 9n, 9 B :
6) wo st tug = —-?76+3vw27‘+—3—P5

usw.

Diese Differentialgleichungen werden z-mal nach # und -
mal nach v differenziert und dann z = v = o gesetzt. Dabei er-
hilt man auf den linken Seiten:

3"+'"’I7,' gntm 7;

dut du™ gl ggm+l

(n 4+ m—1)

(i=1,2,...12)

Da die P; als niedrigste Terme solche zweiter Ordnung enthalten,
entstehen beim z-maligen Differenzieren nach # und m-maligen
Differenzieren nach » héchstens Ableitungen von der Ordnung
# +p — 1. Daher kénnen alle Ableitungen sukzessive aus sol-
chen niedrigerer Ordnung gewonnen werden. Die formale Ent-
wicklung ist damit gerechtfertigt. Insbesondere erhilt man:

1) #=1, m = o0:
om %3 Loy dm (ﬂl + 2
du |q v [y du |y ks

Hieraus folgt: (%)O ist willkrlich, (;Z‘ )O= 0;

2) =0, m=1:

an\ . ﬂ._,_ . I KL
(av )0 = ( . )0, das ergibt: (au )0— 0.
n=1, m =
e\ (9m) __ 3772) %
2(0" )o% (57/ )oﬂ s (5” o 2
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6) n=1, m=o0:
z)'ln) 3')6) 1
2(81/ 0+(87/ 0_?(02

31;6_) . . D[ 9mg) 1
(ay ,= O3 hieraus folgt: {— )0— - @2-

Ebenso errechnen sich die Differentialquotienten erster Ordnung

fir die anderen Reihen.
Man erhilt daher:

Xo=aT+27TInT+...=6T +A4AyTInT+...
Vo =6T+2TWT+... =67+ ByT
W2=%w2T+ =%(52T+...

usw.

Hieraus ergibt sich:

xg = A+ AagT +a; 72 +Ay 72 InT+. ..
vy =B+ Bayl +6,T*+By7*InT + ...
Wy = (Aay + Bby + Cc) T? —}—a1T3+—;—(5T4+...
Czg=wy— Axy— By, = C* + C?*ay7 + Cey T?

+ C:y72InT +...
2o, =C+CaylT +c7*+Cy72InT.

Somit erhilt man fiir die Lésungen des Differentialgleichungs-
systems (1) aus § 4:
xg=A+AayT+aT*+AyT?> In7T +...
yvo=B+BayIT +6,T*+By72InT+ ...
29 =C +CagT +c, 7>+ Cy7T% In7T + ...
xg=A +A'ayT+ a7+ A'yT*InT ...
yy=B +Bayl +6,T*+ By T?*InT+...
23 =C +CayT+c,T2+C'y' T InT+. ..

T=¢% (2
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Daf diese Entwicklungen nach 7 und 7" In 7 konvergieren, folgt
aus cinem Satz von J. Horn im Journal fiir Mathematik Bd. 116
(1896), S. 292—306, Bd. 117 (1897), S. 104-128 und S. 254-266.

§ 10. Berechnung der Iliachengeschwindigkeit

Es soll die Flichengeschwindigkeit der drei Massenpunkte
bezliglich des Schwerpunktes ermittelt werden.

round rg seien die vom Punkt 7y nach myund me5, ¥, (v = 1,2,3)
die vom Schwerpunkt der drei Massenpunkte nach den Punkten
m, gezogenen Vektoren.

Fiir den Gesamtdrehimpuls erhdlt man:

J = m [fllrl] + 7y [’_32%2] + 7m5[F575]
Es ist
=1 41
Ea = fl + t3

Fiir den Schwerpunkt gilt: 7, ¥ + w2, ¥y + #2353 = 0.
Hieraus ergibt sich die Gleichung:

(my + my + m2g) ¥y - gy + 5t = O.

Durch rechtsseitige vektorielle Multiplikation mit ¥, erhilt man
daraus:

(my =+ my - my) [318,] + mg[ra¥y] + m25[r3 1] = o.

Fiir 1,, ¥; werden die obigen Ausdriicke in die Gleichung fiir den
Gesamtdrehimpuls eingesetzt:

J = my[1y, %l] + iy [Ty + 1y, Lrl + &) + gty 13, %1 + B3]
= (my + my + my) [F1F1] + 5[0 1] + mg[v51]
+ wy ([5; ¥p) + [v2¥a]) -+ 25 [F1 B3] + 725 [v315]
= my[vy ¥y b mg[¥yts] + ma[vya] + 725[rsis]
My Ty 4 157,

oder wegen ¥y = — T < 7 o iy



46 Helmut Selder

1 . . . o
J =— e ey (g g1y, my ¥y 105 03] 9725 (15 ¥a] 724 5 15]

1 . . . .
= oy F ot {myma[vy o] +omy g [v5t5] +mymg[ry—rg, ta—15]}.

Wegen r, = (g, ¥, 25) und rg = (3, ¥3, 23) erhilt man fir die
z-Komponente von [r,£,] sowohl aus den Gleichungen (3) von
§ 8 als auch aus den Gleichungen (2) von § 9:

XpYa—Yady = (A-+Aagth+.. ) FBagt%+b+...)
— (B+Bagthe+-.. ) (FAagt e +ay+...)
= Ab— Ba,,

daher fiir die z-Komponente des Gesamtdrehimpulses

S = '——{7”17;12<Ab — Ba) +mymy(A'b — B'ay)

72y g+ 17y

+mymy[(A—A") (by—6,) — (B—B) (ay—a))]}
und durch zyklische Vertauschung

J. = m {mymy(Bey— Cby) + mymy(B'c;—C'8))
+ mymy[(B—B') (e—c;) — (C~C") (6,—6)]},
= m {mymy(Cay— A cy) + mymy(Clay— A'c,
+ myms[(C—C") (@ —ay) — (A—A") (e — )]}
Statt A’, B’ werden £4 und 4B eingefiihrt. Man erhilt dann:
Jo = oy mama(Bey— Cby) + mymyb(Bey— Chy)

my - g+ 12y
+ mymg(1 — &) [B(ey—ep) — C(6y— )]},
J, = m; {mymy(Ca,— Acy) +mymak(Ca;— Ac)
+ mymy(1 — &) [C(ay—ay) — A (e~ )]},
I = m {mymy(Aby— Bay) + mymzk(Ab— Bay)

+ g mg(1— B)[A by~ 8)) — Blay—a})]}.
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Willkiirlich sind im Fall von § 9: 4, B, %, ay, &}, ¢;, ay, b1, ¢;.
Als Anfangsbedingungen seien gewihlt: C = o, daher B =7 4;

6 =1¢; =0, kreell &= o, 1;

by reell; @y = idy mit 4, #= —by; A reell, 4, reell

b, reell; a, = id, mit 4, = — b}; a, reell
Damit wird /, = /, = o,

A . ’ N
Jo = o ey + @) + muma k(6 + &)

+ mgmg(1— E)[by— &) + & — a;]}.

Dieser Ausdruck fiir /, ist fur reelle Massen 2, , 725, 724 reell und
nicht identisch Null. Ferner ist auch

k2(Aay+Bb+Ce))—(A'a;+ B o+ C'c)) =
= i Ak [k(a+b) — (G +6))]
nicht identisch Null.
Im speziellen Fall von § 8 mit A'a; + B'6, +-C'c; =
— #2(da, 4 Bb,4Cey) ergibt sich fir C= (' =o0, B =14,
21 =)o, —10¢

a, +ib = k(ay +iby);

Setzt man daher wieder fiir &, reell, &) reell, £ reell, a; = id;,
so mulf3

a, = i[k(d; + &) —b6]] = i4,, wobei

@ = k(dy +61)— by,
sein.

Es 148t sich auch im algebraisch singuldren Fall eine — bei ge-

eigneten Anfangsbedingungen — reelle Flichengeschwindigkeit
erreichen, die nicht identisch Null ist, denn

A

], = R {mymy(by 4 ay) + mymgk?(ay+by)

+ mymy(1 —R)[by— by + &y + 61— £(a + 8]}
{my (my -+ B2mg) (a1 + by) +momg(1 — £? (@1 +61} 5

T oyt gt 1y

J. = il B {myOng + B2mg) + mymg(1 — £)%}.

my 4 iyt 22y
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Damit ist gezeigt, da der Fall des betrachteten Dreierstofies
zweiter Art nicht im Widerspruch steht mit einem reellen von
Null verschiedenen resultierenden Drehimpuls.

Sundman hat im Gegensatz dazu gezeigt, dafl im Reellen fiir
den Fall, daB nicht alle Komponenten des resultierenden Dreh-
impulses Null sind, fiir endliche Werte der Zeit # nur Zwelersts83e
auftreten koénnen, und daB die zugehdrigen Singularititen
algebraisch sind (Entwicklung nach #%). Setzt man also die
Differentialgleichungen ins Komplexe fort, so verhindert die
eben genannte Bedingung nicht die Existenz von DreierstéBen
(zweiter Art) und zugehoérigen logarithmischen Singularititen.
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