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§ 1. Einleitung 

Unter dem Dreikörperproblem versteht man folgende Frage- 

stellung: Wie bewegen sich drei Punkte mit den Massen m1, m2, 
m3, die sich nach dem Newtonschen Gravitationsgesetz anziehen ? 

Wenn die Lage der drei Massenpunkte in einem Inertialsystem 

durch ihre rechtwinkeligen Koordinaten xv, yr, zv (y = 1,2, 3) 

* Diss. Technische Hochschule München 1963 in gekürzter Fassung. 
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14 Helmut Solder 

charakterisiert werden, ihre gegenseitigen Entfernungen also 

durch = /(*„ - xv)
2 + (yß -y,,)2 + (z„ - z,)* (ß, v = 1, 2, 3) 

gegeben sind, und die Gravitationskonstante durch passende 

Wahl der Einheiten gleich 1 gesetzt wird, lauten die Bewegungs- 

gleichungen für das Dreikörperproblem: 

»h(xt—x 1) I w3(-r8—*t). .7 »h(y2—yi) , »«3(.Va—j'i) . - _w*,(£*—£1) 0j) "i/|--3v~3 -1/■ 
~3 ~ ..3 ) _Zi ' 12 '13 ; *, 

**) . 7 _»h(yi—yù , »»aO'ï-Ta). - _»*i(2i—2ä) , ”*3(^3—z2) 
rjs 4, ’ y2 r*3 

+ 4, ’ "2 4, ^ 4, 

.7 ^1(41-43) , w^O'a-J'a). •• *3) , >«2(22-23) 
“Wi + 3 » JV= 3 + 4S > *3= ^ ^ 4»  r:'„ 4i 

In den Funktionen :r,,(7), _yv(^), 4(7) (v = x, 2, 3), die diesen 

Differentialgleichungen genügen, haben physikalisch gesehen nur 

reelle Argumente deinen Sinn. Vom mathematischen Standpunkt 

aus ist es jedoch durchaus interessant, die Untersuchungen auf 

den komplexen Bereich der unabhängigen Veränderlichen t und 

damit auch der Funktionen x„(f), yr(f), zv(t) auszudehnen, d. h. 

die Lösungen ins Komplexe „fortzusetzen“. In seinem Buch über 

das Dreikörperproblem behauptet R. Vernie,1 die Funktionen 

xv(t), yv(t), zv(f) der komplexen Veränderlichen t seien algebi'o- 

morphe Funktionen. Dabei nennt R. Vernie eine mehrdeutige 

Funktion der komplexen Veränderlichen z algebromorph, wenn 

sie im Endlichen höchstens endlich viele algebraische Singulari- 

täten und sonst keine singulären Stellen hat. Der Punkt 00 kann 

also Fläufungspunkt solcher singulärer Punkte sein. Endlich viel- 

deutige Funktionen dieser Art wurden schon von G. Remoun- 

dos2 untersucht und von ihm algebroid genannt. Diejenigen 

algebroiden Funktionen, die im Unendlichen höchstens eine alge- 

braische Singularität besitzen, also in der ganzen .sr-Ebene mit 

Einschluß des Punktes 00 höchstens endlich viele algebraische 

Singularitäten besitzen, sind die algebraischen Funktionen. 

1 R. Vernid, Diskussion der Sundmannschen Lösung des Dreikörperpro- 
blems, Zagreb 1954. 

2 G. Remoundos, C. R. Acad. Scie. Paris Bd. 136 (1903), S. 953-955; 
Bull. Soc. Math. France Bd. 32 (1904) S. 44-5°- 
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Die Behauptung von R. Vernie, die durch die Differentialglei- 

chungen des Dreikörperproblems in der komplexen ^-Ebene de- 

finierten Funktionen seien algebromorph, steht bereits im Wider- 

spruch zu dem Ergebnis von C. L. Siegel,3 wonach in einer Um- 

gebung des Zeitpunktes, in dem die drei Körper gleichzeitig Zu- 

sammenstößen, Reihenentwicklungen nach Potenzen der Zeit auf- 

treten, unter denen solche mit irrationalen Exponenten Vorkom- 

men, die Stelle somit im allgemeinen wesentlich singulär ist. Im 

reellen Gebiet der Zeit und der Ortskoordinaten sind die Singu- 

laritäten der Differentialgleichungen und der Lösungen des Drei- 

körperproblems bereits untersucht worden. Sund man4 behan- 

delte den „Zweierstoß“. In diesem Falle stoßen zwei der drei 

Körper etwa zur Zeit t = o zusammen, d. h. ihre Entfernung 

(z. B. r12) strebt gegen Null. Es wird gezeigt, daß in der Umge- 

bung dieses Zeitpunktes die Koordinaten entwickelbar sind nach 

Potenzen von /A 

Der „Dreierstoß“, d. h. der Fall, bei dem zu einem bestimmten 

Zeitpunkt, etwa für t = o, die drei Körper Zusammenstößen, 

wurde, wie bereits erwähnt, von C. L. Siegel behandelt. Die Ent- 

wicklungen der Koordinaten enthalten Potenzen von t^3, t'1 und 

f, wobei /X und v im allgemeinen irrationale Zahlen sind. 

Wenn man als Stoß zwischen zwei bzw. drei Körpern das Ver- 

schwinden ihres bzw. ihrer gegenseitigen Abstände definiert, kön- 

nen im komplexen Bereich zwei Körper Zusammenstößen, ohne 

daß ihre Koordinaten zusammenfallen. Im reellen Bereich folgt 

aus r12 = o, daß xx = x2, y1 = y2, z± = z2 ist. Im Komplexen 

gilt dies aber nicht. Daher sind die Methoden von Sundman zur 

Untersuchung eines „Stoßes“ in das Komplexe nicht übertrag- 

bar. Denn Sundman verwendet bei seinen Untersuchungen we- 

sentlich die Tatsache, daß aus a? -\-b2, c2 = o notwendig 

a = b — c — o folgt. 

§ 2. Untersuchungen über Stöße erster und zweiter Art 

Wir wollen im folgenden einen Stoß, bei dem die betreffenden 

Massenpunkte zusammenfallen, also gleiche Koordinaten haben, 

3 C. L. Siegel, Der Dreierstoß, Ann. of Mathem. Ser. 2, Bd. 42 (1941), 
S. 127-168. 

4 K. F. Sundman, Acta Mathematica, Bd. 36 (1913), S. 104-179. 
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einen „Stoß erster Art“, dagegen einen solchen, wobei die Ent- 
fernung der beiden Massenpunkte Null wird, ohne daß gleich- 
zeitig alle entsprechenden Koordinaten der Punkte einander 
gleich sind, einen „Stoß zweiter Art“ nennen. Die Stöße letzterer 
Art sind, wie schon erwähnt, in Punkten mit reellen Koordinaten 
unmöglich. 

Für die Zeit t0 des Stoßes kann man immer t — o annehmen, 
indem man t—10 statt t als unabhängige Veränderliche wählt, 
wodurch sich die Differentialgleichungen des Problems nicht än- 
dern. Eine ziemlich weitgehende Untersuchung beider Arten von 
Stößen stammt von T. Uno.5 Er betrachtet zuerst den einfachen 
„Zweierstoß“, d. h. er nimmt an, der Abstand rX2 der beiden 
Massenpunkte mx und m2 soll für t — O verschwinden, während 
rX3 und r23 von Null verschieden sein sollen. Zur Zeit t = o be- 
finden sich somit die beiden Massen m1 und m2 auf einer isotropen 
Geraden (Minimalgeraden). Im Sonderfall können die Koordina- 
ten von mx und m2 zusammenfallen. Dies ist dann der „reelle“ 
Zweierstoß als Spezialfall des „komplexen“ Zweierstoßes. Für 
diese Untersuchungen führt Uno ähnlich wie Sundman die schon 
von C. G. J. Jacobi benützten Koordinaten ein, nämlich die 
Koordinaten x, y, z der Masse m2 bezüglich der Masse mx und 
die Koordinaten |, rj, f von m3 in bezug auf den Schwerpunkt 
der Massen mx und m2. 

r sei der Vektor (x, y, z). Dann hat man zwei Fälle zu unter- 

scheiden. Zur Stoßzeit t — o ist das vektorielle Produkt 

ungleich Null oder gleich Null. Der erste Fall ist im Reellen un- 
möglich; für die Jacobischen Koordinaten existieren in einer Um- 
gebung von t — o Reihenentwicklungen nach Potenzen von t1'. 
Der zweite Fall ist auch im Reellen möglich; hier gibt es Reihen- 
entwicklungen nach Potenzen von if1'3 entsprechend dem Ergebnis 

von Sundman. Daß die oben genannte Bedingung lim j^r = i 

bei Sundman erfüllt ist, soll im nächsten Kapitel explizit ge- 
zeigt werden, weil Sundman darauf nicht eingeht. 

T. Uno untersucht noch den Fall, daß zwei Abstände, etwa r12 

und rX3 für t = o verschwinden, während der dritte Abstand r23 

5 T. Uno, Annali die Matematica, Bd. 14 (1936), S. 111-137. 
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zu diesem Zeitpunkt von Null verschieden ist. Ein solcher Stoß ist 
von der zweiten Art, also nur im Komplexen möglich. Die Ge- 
raden und w3 haben die Richtungsfaktoren -f- i und — i. 
Uno setzt voraus, daß r12 und r13 wie verschwinden, d. h. in 
einer Umgebung von t = o von der Gestalt t1 [c mit f(p) = 
= o sind und zeigt dann, daß in diesem Fall für die Koordinaten 
der Massenpunkte Reihenentwicklungen nach Potenzen von 
existieren. Ob im allgemeinen bei dieser Stoßart noch andere 
Lösungen vorhanden sind, wird von ihm nicht untersucht. Das 
Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Untersuchung des komplexen 
„Dreierstoßes“ zweiter Art. Es sollen also für t = o alle drei Ab- 
stände r12, r13, ^ verschwinden, ohne daß die Koordinaten der 
drei Massenpunkte mr, zusammenfallen. Dies ist nur 
möglich, wenn sich zur Zeit t = o die drei Massen auf einer iso- 
tropen Geraden befinden, denn die Gerade m,2 müßte bei einer 
Dreieckskonfiguration gleichzeitig die Richtungsfaktoren -j- i und 
— i haben. D. Belorizky6 hat für diesen Fall als Lösungen 
Reihen nach if1'2 und t1^ log t behauptet, aber weder die formale 
Entwicklung dieser Reihen gezeigt, noch ihre Konvergenz be- 
wiesen. Diese Lücke soll durch die vorliegende Arbeit geschlossen 
werden. Als Ergebnis erhält man tatsächlich solche Reihenent- 
wicklungen. Unter gewissen Bedingungen ergeben sich reguläre 
Funktionen in tfür die Koordinaten der drei Massen m%, 
mz. 

§ 3. Berechnung der Flächengeschwindigkeit zur ZU1 

t = 0 für die Ergebnisse von K. F. Sundman 

Wie bereits erwähnt, benützt K. F. Sundman die Jacobischen 
Koordinaten (vgl. § 2). Er führt dabei folgende Bezeichnungen 

ein: lim — = <p\ lim — = %; lim — = y>-, dabei ist r = |r| und 
o r ■ ' /—o r o r 

<p2 d- X2 ~h W2 ~ !• Dann erhält er folgende Reihenentwicklungen: 
vix + ?n2 o , x = —   (p-ui + . ■ ;y= 

2 o I * 

-+•••; -y>-u2 +... 

Die Zeit t ist durch den Parameter« in Form einer Potenzreihe aus- 

0 D. Belorizky, Comptes Rend. Paris, Bd. 208 (1939, S. 558-560, 966-969. 
2 München Ak. SB. 1964 



i8 Helmut Selder 

gedrückt : t = u* +..., somit u = ]/ ^ + nu (/'* +■■■), 

also * =]/•— (*i + ^2) q?//s+ |>] ; J = |/^Y (m1+m2)xt'l3+[t] ; 

^ = J/ -7(7«! + 7«2) + Der Ausdruck \t\ bedeutet, daß 

die nicht angeschriebenen Reihenglieder mindestens t als Fak- 

tor enthalten. 

Durch Differenzieren nach t erhält man die zur Berechnung 

der Flächengeschwindigkeit notwendigen Ableitungen 

x, ÿ, z: 

* = j/y (mi + m2) cpt~1/3 + a0 -F-ja^t'1' + . . . 

z = j/y (*h + »h) %r,/s 4- +y <MV* + • • • 

2 = j/y K+ 7«a) tpr1'1 + c0 +y cxt'h + . . . 

daher xÿ — xy = J/^ — -j- w2) (ç>Æ0 — xao) t'1' + • • • und zwei 

analoge Ausdrücke für die beiden anderen Komponenten. Somit 

lim [rr] = o. 
t-+ o 

Damit ist gezeigt, daß die für das Zustandekommen eines 

reellen Zweierstoßes nach T. Uno notwendige Voraussetzung bei 

K. F. Sundman erfüllt ist. 

§ 4. Untersuchung der Differentialgleichungen 

des Dreikörperproblems auf Lösungen mit algebraischen 

Singularitäten 

Wir wollen voraussetzen, es gäbe für die drei Fälle von § 2 in 

einer Umgebung von t = o Lösungen des Problems, die nach 

Potenzen von T = tß fortschreiten und für welche die Entwick- 

lung der betreffenden gegenseitigen Entfernungen, die für t = o 

verschwinden, mit der ersten Potenz von T beginnen, und unter- 

suchen, welche Werte von /.i unter diesen Voraussetzungen in 

Frage kommen. Wir führen zu diesem Zweck relative Koordina- 



Über singuläre Stellen in den Differentialgleichungen 
19 

ten in bezug auf den Massenpunkt mx ein. Dadurch reduziert 
sich das System von neun Differentialgleichungen zweiter Ord- 
nung auf ein System von sechs Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung. Auf diese Weise erhalten wir folgendes System von 
Differentialgleichungen für die Bewegung der beiden Massen- 
punkte und m3 bezüglich des Massenpunktes mv wenn x2, y2, 
z2, 

x3> V3> z3 die rechtwinkeligen Koordinaten der Massenpunkte 
bzw. m3 bezüglich des „Ursprungs“ mx sind: 

x, 
_—mlxitm3{xz—xï) •• — mxy2 , (y3—y2). z — m1zï , m3{z3—z2) _ 

! rs m „3 > 72— „3 r 3 , z3— 3 —t- » , 
'12 '23 '12 '23 '12 '23 

Xo=- 3 + 
”h(x 2- *a). —”hya , '«2D2-/3). _ -m,z, 

> 73—Zä I Zs > 23 
1^3 » ^2(^2 ^3) # * —3 

(O 

Für die gegenseitigen Entfernungen rX2, r13, r23 erhält man jetzt: 

r12 = V %2 d" y2 4* ) rl3 = 1^3 d- 'S3 > 

, (2) 
r23 = /(^3-^2)2+(y3-j2)2+(^3-^2)

2- 

Die Anfangsbedingungen für die Lösungen des Systems (1) seien: 

lim x2 = A ; lim y2 = B; lim zz = C\ lim x3 = A'; lim y„ — B' ; 
t —+ o t —► o t —* o t—*0 / —► C> 

lim z3= C. 
t— o 3 

Die Substitution T — t* liefert: 

d{ ) 
dt ß ÉL 

dT r T 
.1- 

^ . 

^2( ) 
dß 

T~— ) 
1 i‘ dT T1' 

T* -±äLL 
1 ,l dT 

n = 

Mit Hilfe dieser Beziehungen gehen die Differentialgleichungen 
nach Multiplikation mit T2^ über in : 

/u2|7'Æ+(i--i) T-^J = r2/,{wy.+ 

,,2 t'Ti d2y2 1 / l\ -y I   7’2/„ I ml7s | trhiya A) I . 
/f K -r// + 

2* 
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/•’I (-i)7'# | = 
J'Z/f, I ml Z2 I ma (Z3 g2 

/**! 7!S 

/‘■I7’ 

M-i)7' 

"'■’H'-v)7’ 

^3 
dT 

dya 
dT 

_ y-2/^ [ — >«1 *3 t m2(x2 — X3) 
I I 

_ V~m\ya _|_ »hiyz— Ja)! . 
I 713 raa 

Om- + (-7) r-zrl ° ^ 10%*- + -V'' I ■ 

Mit Hilfe der Substitution 7"-^r — p\ T2 + 7"= 7" 
dT r dT2 ' dT d 7 

geht dieses System von Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
über in ein System von Differentialgleichungen erster Ordnung. 
Für die ar-Koordinaten der beiden Massenpunkte w2 und m3 

lauten diese: 

rrt dx 2   , dp 2 
T~r^=pi, T- £ 

dT dT J^2 + y 
T2U \ — m,x,. m3(x3—x2) 

7#=A; 7# -A + -T7'
2/

" [X rö nl 

n\ 

-^3 
>-3 M3 

'23 
— ar3) 

r3 '23 

In den drei genannten Fällen hat man: 

0 O2 = °> 03 4= °> O3 =t= 0 für t = o. Dann mußA2-j-B2-j-C2= 
= o, wobei für den Stoß zweiter Art A, B, C nicht gleich- 
zeitig Null sind. Für den Abstand r12 gilt der Ansatz: r12 = 
= Q12 T [1 +/(7')], wobei f(T) in einer Umgebung von T = 
= o in T regulär mit /(o) = o ist. Entsprechend ist dann 

Os = -^1311 +g(T)], r23 = 7?23[I +k(T)]. Dabei sind Q12, 7?13, 
7?23 von Null verschiedene Konstante. g(T) und h{!") sind in 
einer Umgebung von T — o regulär mit ^(o) = o, h(o) = o. 

2) r12 = o, r13 = o, r23 =)= o für t = o. Dann muß d2+52+C2 = 
= A12 + B'2 -f- C'2 = o, wobei für den Stoß zweiter Art A, B, C 
nicht gleichzeitig Null und ebenso A1, B', C nicht gleichzeitig 
Null sind. Für die Abstände r12 und r13 gelten die Ansätze: 

O2 = 012 T[i +/(T)]> Os = 013 ^[1 +glT)l wobei f(T) und 
g(T) in einer Umgebung von T ~ o in Tregulär mit/(o) = g(p) 
= o sind. Entsprechend ist dann: r23 = 7?23[I +^(7')], wobei 
h{T) in einer Umgebung von T = o regulär mit h(p) = o ist. 
012, g13, 7?23 sind von Null verschiedene Konstante. 
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3) ri2 — ri3 — r23 = 0 für t = o. Dann muß A2 -j-B2 -f- C2 — 
= A'2 +B'2 + C'2 = o, (A - A')2 + (B-B')2 + (U-C')2 = o, 
wobei für den Stoß zweiter Art A, B, Cnicht gleichzeitig Null und 
auch A', B', C nicht gleichzeitig Null sind. Weiterhin darf für 
diese Stoßart nicht A = A', B= B', C — C gleichzeitig sein. Für 
die gegenseitigen Entfernungen r12, r13, r23 gelten die Ansätze : 
r12 — 012 +./(?")] 1 r13 = 013 Z’fl + g(B)], r23 — 023 B[l +Ä(7')], 
wobei f(T), g(T), h(T) in einer Umgebung von T = o regulär in 
T mit f(p) — g(p) = h(p) = O sind. p12, Q13, Q23 sind dabei von 
Null verschiedene Konstante. 

Nun soll einer der drei Fälle 1), 2), 3) eintreten. Dann sind alle 
rechten Seiten der Differentialgleichungen des Dreikörperpro- 
blems nur dann reguläre Funktionen in T, wenn in 7'2A~3 der 

Exponent ——3 eine positive ganze Zahl oder Null ist, d. h. die 
f* 

Bedingung — — 3 = m erfüllt ist, wobei m eine ganze positive 
t* 2 

Zahl oder Null ist. Dies bedeutet [x ^ —. Diese Bedingung ist 

notwendig für die Existenz in T regulärer Lösungen. 

§ 5. Bestimmung der Exponenten /x aus dem Energiesatz 

Um Näheres für die in Betracht kommenden Werte [x zu er- 
fahren, gehen wir nach Uno mit dem Ansatz r — +/(^)] 
in die allgemeine Differentialgleichung des Dreikörperproblems 
und betrachten den Energiesatz. Bei allen folgenden Untersu- 
chungen bedeutet s eine in einer Umgebung von t = o reguläre 
Funktion in 1? mit e(o) = o. Uno erhielt für die beiden ersten 

Fälle [x =-i-und fx =—. Wir behandeln daher gleich den dritten 

Fall. Es ist: 

lim r12 = lim r13 = lim r23 - o. 
/ —► o / —* o / —► o 

Die Anfangsbedingungen seien: 
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Die neun Konstanten Av, Bv, Cv (y = 1,2, 3) müssen folgenden 

Bedingungen genügen : 

(A2 - + (B2 - + (c2 - Cj)2 = o ; 

(A3 -A,)2 + (B3 - B,)2 + (C3 - Q2 = o ; 

(A3 - A2)2 + (B3 - B2)2 +(c3-c2y = o. 

Ferner ist 

A3 AI — k (A g A1) ; B3 BI = k (B2 B^) ; 

C3 Ci = k{C2 Cj), 

weil die Massenpunkte auf einer Geraden liegen. 

Für die drei zur Zeit t = o verschwindenden Abstände r12, r13, 

r23 macht man die Ansätze : 

^12 = ei2[! +f(f)\f‘\r 13 = 013 [> +g(fW]r23 = 023 [l + hi?)]? 

mit / (o) = g (ö) = h(p) = o. 

Für die Koordinaten der drei Massenpunkte erhält man da- 

mit folgendes Differentialgleichungssystem : 

d2Xi   *n3{A2— A1 -p e12) . ^3(^3 — ^i~b£i3) . 
dt- ~ ei\ fi/‘ ' Qf3 t3» ’ 

d2x2 _ m1(A1 — A2 — eu) m3(A 3 — A 2 + e23) _ 
dt- gfo /3t* ' e|3 t&P 

d2x3   A3 £13) - m2(A2 £23) < 

dt2 ~ ef3 ^3/' "T- e»3 ’ 
e12 (o) = £13 (O) = e23 (o) 

Diese Differentialgleichungen werden je einmal integriert. Damit 

erhält man für die Geschwindigkeiten der drei Massenpunkte : 

dxi _ 1 r in,,(A1 A1) I m3(A3-A1) . - 1 3^+1 , IV- . 

dt 1-3H I e?2 e?3 kl “T 1. 

^*2 _ 1 [ m1{A1-A2) 1 m3(A3-A2) . 1 3/,+1 ^ _ 
dt 1-3/1 [ gfs ßi'3 

2J "T 21 

dx3   1 \m1{Al — A3) , m2(A2~A3) , ^ 

Ï& + & + 3I +^3' 

Dabei sind isT2, A”3 Integrationskonstanten. 
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Der Energiesatz der Mechanik 

liefert den Exponenten /x. Für die Quadratsummen der Geschwin- 
digkeiten erhält man: 

m+m+m 
m+m+m 
(■ dt + I dy3 

\ dt r+m pr. + IJ 
(1 — 3i“)2 

also für die Energiegleichung 

-(1_'3^2 + £) ^3"+1 = 

12 771^ 2 

l Qi 2 Öi3 Q23 I 
mit s(o) = e'(o) = o. 

Nach Multiplikation dieser Gleichung mit t3/<“1 ergibt sich: 

(mi^i + *«2^2 + »h^3 + I) = 
_ |2%Wj I 2 77^7713 2 77l277l3 A2^-l 

\ wl2 £l3 @23 / 

Notwendige Bedingung für die Existenz dieser Gleichung ist das 
Verschwinden des Exponenten auf der rechten Seite, d. h. 

2/t — 1 =0, daher /x =—. 

Man erkennt, daß sich im Fall 3) derselbe Exponent [x ergibt, 
wie im Fall 1). Im Fall 1) liegen von den drei Massenpunkten 
77i1, m2, m3 zwei auf einer Minimalgeraden, während sich der 
dritte Massenpunkt außerhalb dieser befindet und zur Zeit t — o 
nicht verschwindende Abstände von den beiden anderen auf- 
weist. Je nach der Wahl der Anfangsbedingungen für den dritten 
Massenpunkt wird sich dieser mehr oder weniger entfernt von der 
durch die Lage der beiden anderen Massenpunkte bestimmten 
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Minimalgeraden befinden. Man kommt so zur Vermutung, daß 
sich aus Stetigkeitsgründen in dem Spezialfall, bei dem der dritte 
Massenpunkt sich als Grenzlage auf der Minimalgeraden be- 
findet, im wesentlichen die gleichen Verhältnisse ergeben werden 
wie im allgemeinen Fall. Diese Vermutung wurde durch die 
Rechnung als richtig erwiesen. 

•? 

Im Fall 2) erhielt Uno den Exponenten fi = —, der also von den 

beiden anderen Fällen verschieden ist. Hier liegen auch die geo- 
metrischen Verhältnisse anders. Der Fall 1) kann auf den Fall 2) 
nicht spezialisiert werden durch stetige Veränderung der Lage 
des Massenpunktes m3, wenn man vermeiden will, daß m3 dabei 
die zweite durch mx gehende isotrope Gerade trifft. Man kommt 
daher schon aus geometrischen Überlegungen zur Vermutung, 
daß sich der Fall 2) von den beiden Fällen 1) und 3) wesentlich ver- 
schieden verhalten wird. Auch diese Annahme wird durch die 
Rechnung bestätigt. 

Anmerkung : In § 5 wurde für die gegenseitigen Entfernun- 
gen, die für t = o verschwinden, der Ansatz r = cf\ 1 -f-/(£'*)] 
gemacht. Nach Sundman (§ 3) ergibt sich für den Abstand r12 

die Reihenentwicklung: 

Mit diesem Ansatz gehen wir in das allgemeine Differential- 
gleichungssystem ein. Im Fall 1) erhält man für die erste Glei- 
chung: 

Daher wird jetzt der Ansatz versucht: 

OO 

r = ct^ [1 +f(f)\, = Av + Z avj tjl>. 

OO 

Z7•/>(/>- 2 
OO (A2 —AJ) + 2 (a2j — aij) tJ'v 

2 + A(0- c3i«A*[l + /(/M)]3 

A(F') ist in einer Umgebung von t = o eine reguläre Funktion 
von f. Für den Stoß erster Art, d. h. A2t — A1 = o erhält man 
durch Vergleich der niedrigsten Potenz die Gleichung für /1: 
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2/z — 2 = —4[x also fj, =-i-. Umgekehrt folgt für /i — -j- not- 

wendig A1 = A2 und analog Bx = B2, Cx = C2. 

Für fi = -J ist demnach nur ein Stoß erster Art möglich. 

§ 6. Untersuchung des Dreierstoßes zweiter Art 

Wie in § 2 erwähnt wurde, soll der Fall 3) ausführlich erörtert 
werden, nachdem die beiden anderen schon in der Arbeit von 
Uno behandelt wurden. Wir haben also gemäß § 5 zu unter- 
suchen, ob tatsächlich konvergente Reihenentwicklungen nach 
Potenzen von T = für die Lösungen vorhanden sind. 

Es seien alle drei Abstände rX2 = rX3 = r23 — o für t = o. 
Dabei werde angenommen, daß es sich nicht um einen Dreier- 
stoß erster Art zwischen den drei Massen mx, m2, m3 handelt, 
sondern um einen solchen zweiter Art. Die entsprechenden Ko- 
ordinaten der drei Massenpunkte sollen also nicht zusammen- 
fallen. 

Für die weiteren Untersuchungen wollen wir wieder relative 
Koordinaten einführen: 

mx habe die Koordinaten (o; o; o), 

m2 habe die Koordinaten (x2; y2; z2), 

m3 habe die Koordinaten (x3; y3; z3). 

Zur Zeit t = o findet der Dreierstoß zweiter Art statt. Die Ko- 
ordinaten sind dann: mx(p\ o; o), m2(A ; B; C), m3(A'; B'; C). 
Für die Konstanten A, B, C,A', B', C gelten die Bedingungen: 

A2 + B2 + C2 = o, A'2 + B'2+C'2 = o, 

(A-A')2 + (B~B')2+(C-C)2 = o, 

woraus AA' -f- BB' + CC = o folgt. 
Die drei Massenpunkte liegen zur Zeit t = o auf einer isotropen 

Geraden. Daher gilt für die Konstanten A, B, C, A', B', C: 

A' — kA ; B' = kB\ C = kC\ wobei k =}= o, 1. 

Nun führen wir folgende Koordinatentransformation aus: 

x2= A +x2; y2 = B +y2; z2= C +i2; 

X3 = A'+X3] y3 = B'+y3; z3=C + z3. 
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Die Differentialgleichungen (1) des Dreikörperproblems aus § 4 
gehen damit über in: 

d2x2   — m1(A + x3) , m3(A' — A + x3 — x3) 
dt2 r\., "T” r$3 

d2ÿ3 _ —nh(B + ÿi) I m3(B' — B + ÿ3 — J8) 
dt2 rf.2 r.f3 

d2z2 -m1(C-j-z2) , m3{C'— C + z3 — z2) 
I -pg - (2) 

d2x3   — m3(A' 4-x3) . m2(A — A' + x2 — x3) 
dt2 ~ ^ 
d2y3 _ —m^B' + J3) m2{B — B' + ÿ2-ÿ„) 
dt2 r\j I* r.?3 

d2 z3 ~m3{C'+z 3) m2(C — C + I2 — S3) 
dt2 - r?3 + r»3 

Die Abstände r12, z"13, r23 nehmen, ausgedrückt durch *2, ÿ% > ^2 > 
x3, ÿ3, z3 folgende Form an: 

7-12 = V i(Ax2-\-Bÿ2-\-Cz^ x\-\-ÿ\-\-z\, 

r13= V2(A'X3 + B'y3 + C‘z3) + x3 +ÿl + z\ , ^ 

f 23 = Y 2[(A'—A)(x3—x2) + (B1—B) (ÿ3—ÿà + (C'—C)(z3—z2)] +S(x3-x2j\ 

Hierbei ist 5 (x3— ^2)
2 eine Abkürzung für (x3 — #2)2 + 

+ (ÿ3—n)'2 + (h—h)2- 

Wir suchen für das Differentialgleichungssystem (2) Lösungen 
mit folgenden Anfangsbedingungen: 

*z(°) = Ää(°) = *2(0) = x3(p) = j?3(o) = z3(p) = o (4) 

Für die für kleine Werte von t „führenden“ Glieder in den Rei- 
henentwicklungen von x2, ÿ2, z2, x3, ÿ3, z3 machen wir gemäß 
§ 5 den Ansatz: 

x2 = g2t
Vl + . . . . ÿ2 = r2t

Vt + . . . . z2 = a2t
Vl + . . . . 

*3 = Qz*Vt +  Â) = V*4 +  23 = cr3^
s +  

und substituieren A2 = T. Damit wird aus (2): 

-g2   mi(A + <hT)  

4T* V2(Ae3r + BT2T + CO2T) + T2(ei+xi + Oï) +..3 

-T2   m2{B + T2 T)  
4 T3 ~ V2 T{A g2 + BT* + Ca2) + T2(Q‘+ r2 + <75) + .. .3 

(5) 
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Entsprechende Ausdrücke erhält man aus den anderen Gleichun- 

gen. Damit die Singularität aus den Gleichungen verschwinde, 

versuchen wir für Q2, T2, <r2, Q3, T3, cr3 Werte zu finden, die fol- 

genden Bedingungen genügen: 

A Q2 -f- B T2 -f- Ca2 =0 

A' Q3 -j- B' T3 + C o3 = o (6) 

A Q3 + BX3 fi- Ca3 -j- (A ' Q2 + B' r2 -j- C <r2) = o 

Die dritte Bedingung ist durch die beiden ersten Bedingungen 

wegen (1) bereits erfüllt. Lassen sich für g2, 
T2> 63 < T3> az Werte 

finden, die der Forderung (6) genügen, dann ist dieser Ansatz 

gerechtfertigt. Damit werden die Gleichungen (5) „Bestimmungs- 

gleichungen“ für Q2, T2, a2, Q3, T3, CT3: 

—62 _ —»h(A + QaT) I ”»3[(e3— Q2)T + (A'—A)] . 
4 Bi _r Ä|3 

—_ ->«i(J+ r2r) 1 W3[(
T

3- r2) T + (-g' —-g)] . 
4 _1" "l" ' ' ' 

—»2 _ -wt(C+ q2r) >»3[(ga—g;)r+ (C'-c)] , 
4 Bl ~r ~T~ ■ ■ ■ 

-Qa _ ~”h(A' +QaT) ■ [fga—öa) T , 
4 B» ~t~ 7?fs “T--- 

—r3 _ + r3 7~) . ^2[(r2—r3) r + (ß—ß')] 
4 Ä? ' i??3 ■*■••• 

—g3 _ — m1(C'+ O3T) m2[(at—o3)r + (C—C')] , 
4 -ffi -fff3 -T • • • 

In diesen Gleichungen vergleichen wir die konstanten Glieder und 

erhalten : 

m3(k— 1) 
Bia 

— = B 

= c 
g:i 

m3{k-\) I _ 

w3(/è-i) I. 
BL 

V22(l —Æ) 
bh = B' 

C 

-ml , w2(i —Æ) I 
H Bla 

—mx nia^—k) 
Bi Bi 

(?) 
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Hierin sind: R2 — V+ Tj> + o\', R3 = 6 s + rl + 

^23 = V(jSa — Qa)2 + (T2 —Ta)2 + (pa—a^- 

Aus den Gleichungen (7) folgt: 

£2   H _ Q2   A _ ^3   A1 _ gs   
T2 -5 ’ <r2 C ’ ra ~ ’ a3 ~ C 

oder: 

Ö2 = -d^oi U = B CIQ] °2 = 63 = <Zo> ^3 = R a0< G3 = C a0. 

Die Faktoren <z0, «Q können erst angegeben werden, wenn die 
nächsten Glieder der Koordinaten gegeben sind. 

§ 7. Algebraische Lösungen für den Dreierstoß zweiter Art 

Es soll nun untersucht werden, ob und unter welchen Bedin- 
gungen in T reguläre Lösungen der Differentialgleichungen (2) 
aus dem vorigen § mit den Anfangsbedingungen (4) möglich sind. 
Für die weiteren Untersuchungen wird an Stelle der Veränder- 
lichen z eine neue Veränderliche w eingeführt. In § 6 (3) treten 
die Linearkombinationen Ax2 Bÿ2 -f- Cz2 und A'x3 + B'y3 

-f- C z3 auf. Diese Linearkombinationen werden als neue Verän- 
derliche w2, w3 verwendet. Für w2 und w3 suchen wir Lösungen 
mit Nullstellen zweiter Ordnung bei T = o (s. u.) 

w3 = AX2 + By2 + Cz2, w3 = A'x3 + B'ÿz + C'z3. 

Mit § 6 (2) erhalten wir für w2 und w3 die Differentialgleichungen : 

d2w2 _ — w2 . 
nh “^2) d2w3 —m^w3 , 7n2{kw2 — w3) 

~dir~'~~P[i *“ rh ’ ~d^~ Tg 1
 Tg 

Die Ausdrücke § 6 (3) müssen nun durch x2, y2, w2, x3, ÿ3, w3 

dargestellt werden: 
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Das zu lösende Differentialgleichungssystem lautet: 

— m1(A + x2) 1 ma (A'—A + x3—x3) 

-mx{B +y2) . m3(B'-B +y3-y2) 
r-l. 

— ml w3 

d2x 2 

di2 

d2ÿ2 

dt2 

d2w3 

~dW 

d2x3 

ST * 

d2ÿ3 _ —m^B'+ÿù 
dB rf8 

d2w3 — tnx w3 

dB 

n- r 2
a
3 

■W1(^4'+^3) . m„(A— A' + .r2 — ir3) 

tn3{B—B' + y 3-y 3) 

m3(kw3—w3) 

Hs 

Um x2, ÿ2, 
w2’ x3> ÿ3> w3 zu erhalten, machen wir folgenden 

Ansatz : 

x2 = T(Aa0 + X2), f2 =T(Ba0+Y^), w2 = ct.0T
i + Ti(ci1+ W2), 

x3 = T(A ’ a'0 + A3), ÿz=T (B'«J + V3), w3 = T2 + T*(oc[+ W3). 

Die dabei auftretenden Funktionen A2, Y2, W2, X3, Y3, W3 sind 
so zu bestimmen, daß 

A2(O) = F2(O) = W2(ö) = A3(O) = Y3(p) = IVg (o) = o (1) 

ist. Der Ansatz 

Wc 

w< 

= «0 T’2 + F3(ai + 1U2), 

= «Ô r* + T’3« + ^3) 

soll mit F2 beginnen, damit r\2, r\3 und r23 in T — o eine Null- 
stelle zweiter Ordnung haben. 

Für die Ableitungen nach t erhält man dann : 

dx2 1 I A , tr \ T' dX3 

~~dt~ ~ TT D<2o+^2+y ~dT 
Aa„ 

d2x 2 
dB 

d2y» 
dB 

4 T3 

1 
4r

3 

I Y'2 d2X3 , y- dX3 
1x "jrt I dT2 

7^2 rf2 K2 , j 

dT2 ~ 

dT 

d y2 

dT 

-iT ' 2 T dT 

X2 — und entsprechend 

Y. — Ba oj 
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d*w2 1 frn&Wi rdWz 

dt2 4T \ dT2 dT 

d*x3 _ 1 I ™ d2X3 TdX3 _ 
dt2 — 4r

3| dT*'1 dT 

d y3   1 17^2 ^ V3 j 'T* d Y3  
dt2 ~ 4r

3 I dT2 "t_ dT 

d*w3 _ 1 IT2 d2lVa . TdJV3 

dt2 ~ 4r I dT2 '1_5 

+ 3 ^2 + 3 « 

+ 3 ^3 + 3 <4 

Diese Ausdrücke werden in die Differentialgleichungen § 6 (2) 

eingesetzt. Dann entsteht ein System von Differentialgleichungen 
für die Funktionen X2(T), Ya(T), Wt(T), X3(T), Y3(T), 
Wa(7"), die in einer Umgebung von T = o regulär in T sein 

sollen: 

1 I 'j't) d2X3 1 7.^2 v /)„l   — mi (■d + Aa0T F TX2) 

4 F3 F Tr3 dT A °\ ~ r»s 

, m3 (A'—A + A'aöT-A a0T + TX3-TX3) 

rU ’ (2) 

1 
TT 

py>o d3 tko I p- '7' ^ 1F2 I _ TXZ I ^ + ^-+3^2 + 3«! 
o-r3 

-m^T2 + a, T3 + T3IV3) 

, [(^ - «„) T- + (4 -at) F
3 + (4- 1F2) F

3] 

Ganz entsprechende Differentialgleichungen ergeben sich für F2, 

*3, D3, W3. 
Ferner ergibt sich in den neuen Veränderlichen: 

2 ^,|2(a0 + a 1T+1V3T) (C2 + C2a0T-ATX3-BTY2) r12 _ y j ^ 

I F3(a0 + «, r+ 7-lF2)
3 - (BXt-A K2)

2 | 

„2 _ ^ I 2(«; + «; T + \V3T) (r2 + C'*a'0T-A'TX3-B'TY3) 
^13-7 j C72 

, r3« + q;r+ FIF3)
3
-(^A3-^'F3)

2
1 

-t- c,2 
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'S. = $ H (4-0.) + (4-0.) T + (4- iv,) r] [(*-.) c* 

+ C2 (ka'0 — a0)T— T(AX3 + BY3) + T(AX2 + B F2)] 

+ 7,[(4-«*«) + [(T" «*) T+(Ir- ^2) T] 

-[A(A3-A2)-A(F3-F2)]
2 J 

Ordnet man diese Ausdrücke nach steigenden Potenzen in den 
Veränderlichen, so erhält man: 

r\2 = T2 2[cr.3-\-T(a3a.3 +«i)] +  

ri3 — F2 2 [*' + T(ay0+«[)] + .... 

r\3=T2 2j(4-«0) (^-I)+F[(4-«O) M-ao) 

+ (x~ai) (/è“1)]| + • • • • 

Diese Ausdrücke setzen wir in das Differentialgleichungssystem 
(2) ein und erhalten: 

1 I p2 d2X3 I p dX3 jg.  ^ 1 —m1(A + A a0T -f- TX3) 

4 1 dT2 dT 2 °) y2 [OQ + 7"(ö0a0 + ai) + . . . .3 

 m3 (A'—A +A'a'„T-Aa0T+ TX3~TX3  

/2 {(4~ o„) {k - 1) + r[(4- a„) (ka'-a0) + (4~ «,) (k-i)]J +....3 

1 I 2 ePW . r dWt 

4 I dT2 ' 5 dT + 3 W2 +3oi| 
— m1(a0 + <x1 T + TW.,) 

V2 [“o + F(ff„a0 + ad] +....3 

+ (^-a°) + (4 - “0 T+ T (4 - 
^{(4-a,,)^-1) + F[(4-a0)(/è^-«0) + (4-ai)(/è-i)]}+....3 

Entsprechende Differentialgleichungen erhält man für F2, X3, 
F3l 1F3. Die rechten Seiten dieser Differentialgleichungen werden 
in Reihen entwickelt. Die Glieder zweiter und höherer Ordnung 
sollen dabei nicht mehr angeschrieben werden. 
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Dann geht das Differentialgleichungssystem über in : 

33 

^ dT* JrT dT 
X2 Aa

o— y~3 (x +ao l~lT[ao+~) + J 

 j’Z A—=S{Ji-1 + Tjkd^a^ 1 [i-3r(^=^ + ?i=4^) + 1 
lA2(4~a0)(*-i)3L 0>_ll 2 \ k-x *'0-t*or J 

= 4^ ^ 
w3(i—i) 

+ZI 
VW /2(4_ao)(/è_l)

3 2 j j/2a0
3 

=3 f/é^o 1 3(aî-/èai) 

— 1 'l L 

h+3^, (3) 

V2 (4-“o)(^-l) 
0 ~ a«—^oc„ (^-o • 

7'25ÿ+5^#+3^2 + 3a1 = Fg(«o+a17)[i-fr(Æo+^) + .... 

*.)+14-«.)7-] I ;-^(^+gs)+....] 

-*[f» /2 

^2(4-“O) (^-O 

Wenn die Differentialgleichungen in T reguläre Lösungen haben 
sollen, die den Anfangsbedingungen (l) genügen, d. h. Lösungen 
der Form 

oo oo oo 

xt = Z a:>T
v; Y.-=Z *,>T; wt= z qivr■ (* = 2,3), (s) 

v=l v = l •> = ! 

müssen die konstanten Glieder auf beiden Seiten der Differential- 
gleichungen übereinstimmen. Das liefert die Beziehungen: 

ao — 4 

ao = 4 

m3(k—x) 
VW l/2(4-a0) (^-l)3 

>«i ! m3{k— i)  
j/"21X1,3 ^ |^2 (4~ ao) (Æ— •) 

(6) 

3} > 

3 München Ak. SB. 1964 
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ai 

/ ai 

4 I — ^i«o 
3 I /2^3 

4 Wi“ô 
3 I 

(df "a<0 1 

««)(*-0* I’ 

”h (ir - ao) ^ I 

/2(4-a0)(^
3 r 

(6) 

Wenn wir die Ansätze (5) in die Differentialgleichungen einset- 
zen, verschwinden auf den linken Seiten die in T linearen Glieder. 
Deshalb müssen, damit in T reguläre Lösungen X2, V2, X3, Y3 

vorhanden sind, notwendig die linearen Glieder auf den rech- 
ten Seiten der Differentialgleichungen verschwinden. Diese Be- 
dingung liefert folgende zwei Gleichungen : 

7 / - / 7 \ ec, ytcc, 
kao~'*0 + 3(^—1) 

m1 I , a, \ vu 
o-/sr»G+3^)-j/3(4_i>)(4_0 

m, li, a, \ , m2 I , 7 , ,, N al—/£a,:l 
0 — /•—rt Un + 3 —7- d—7-.--— ~\ka0—a0 + 3(^—1) -7—7--} /2a;3\0 “a / ^ ]/^2(^__OCo)(/é_l)

3 1 ^ 

(7 

Aus diesen beiden Gleichungen suchen wir eine einfachere Be- 
ziehung herzuleiten, welche notwendig zwischen den Konstanten 
oc0 und OCQ bestehen muß, damit in T reguläre Lösungen existieren. 

Die beiden Gleichungen (7) sind bezüglich der Massen Iden- 
titäten. Wenn in T reguläre Lösungen des Differentialgleichungs- 
systems bestehen sollen, muß eine Beziehung, die sich aus dem 
Verschwinden des Koeffizienten von mx aus der ersten Gleichung 
ergibt, auch die Koeffizienten der anderen Massen zum Ver- 
schwinden bringen. 

Es ergibt sich aus der ersten Gleichung a0 = —3 —. Diese 
CCQ 

Beziehung wird in die Gleichungen (6) eingesetzt. Dabei erhal- 
ten wir: 

vH vh(k— 1)  _ »H _ 
/^ö3 J/2(4_«0)(£-O

3 yW 2 (4—a0) {k—1 )3 ' 

Daraus folgt: 

ao = >£2a0. 
(8) 
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Damit berechnen wir die Ausdrücke (6). Wir erhalten dabei: 

ao 

a'ü 

ai 

/ ai 

I/2 a, 

4 

4ao 

_ r 1 1 
^3 [*2 (*-!)* J' 

3/2a0 

 4 

3/ 

•*! + {k- b]' 
Oo  m-, . mtk 

1 

^3 L k ^ 

(9) 

Die beiden Massen und m3 der Gleichungen (7) haben den 
gleichen Koeffizienten. Mit (8) und (9) ergibt sich : 

aj — ka.. o. 

Wir berechnen nun den Koeffizienten von mx in der zweiten Glei- 
chung von (7). Es folgt: 

o 

Mit (6) sind damit die beiden Gleichungen (7) identisch erfüllt. 
Gleichung (8) ist daher notwendige Bedingung für das Vorhan- 
densein regulärer Lösungen in T. 

Wenn wir für die Lösungen X2, Y2, Z2, X3, Y3, Z3 statt (5) 
zur Vereinfachung der Schreibweise den Ansatz machen : 

X2= £ av V ; 
v = l 

00 

^3 = Z Kr-, 
V = 1 

00 00 

Y2=Zb,T"; Z2=Zcvr; 

V = 1 V = 1 

00 00 

^3 = Z7 Kr-, z3=z Kr, 
v=1 V=l 

folgt wegen w2 = Ax2-\- Bÿ2 + Cz2 = T(AX? + 5F2 + CZ2) 

= T2(Aa1+Bb1+Cc1) +  

= «0 T2 +  

und w3 = T2(A' a[-)~ B' b[ -f-C'K) +— = a<Z2 +— 

ap = A cix ffi B bx -f- Ccx 

ai = A'^+B'K+C'K. 
3* 
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Die zunächst willkürlichen 6 Konstanten alt blt clt a[, b\, cx 

müssen also, damit in T reguläre Lösungen möglich sind, wegen 

(8) die Bedingungen erfüllen: 

A'a[ + B'b[ + Cc[ = k2(Aax + Bb1 + CcJ oder 

Aa[ +Bb[ +Cc[ = A'a1 + B'b1 + C'c1. (io) 

§ 8. Reihenentwicklungen samt Konvergenzbeweis 

Es seien die für die Existenz in T regulärer Lösungen notwen- 

digen Bedingungen aus dem vorigen § erfüllt. Die Differential- 

gleichungen lauten: 

T*-^- + T^JL-X2=P2X(X2, Ya, W2,X3, Y3, W3, T) 

T2jÇ£- + T^—y2 = p2y(x2, y2, w2,x3, Y3> W3, T) 

+ 5^4? +3^2 = (O2T + PSW(X2, Y2I w2,x3, y3, w3, 

und drei analoge Gleichungen mit dem Zeiger 3. Die in den Glei- 

chungen (1) auftretenden Funktionen P2x, P2y, P2w, P3x, P3y, 
P3w stellen reguläre Funktionen dar, die mit den Veränderlichen 

verschwinden und keine Terme von niedrigerer als zweiter Ord- 

nung enthalten. 

Diese Gleichungen werden /è-mal nach T differenziert und dann 

wird T = o gesetzt. Auf den linken Seiten entstehen dann die 

^-ten Ableitungen, multipliziert mit folgenden Faktoren: 

\) k(k—1) +/é—1, 2) k(k—— 1, k(k—I) + S^“H3 

und dieselben bei den übrigen Gleichungen. 

Auf der rechten Seite stehen vor dem Differenzieren Potenzen 

in den Veränderlichen von mindestens zweiter Ordnung. (Die 

Koeffizienten co2 und co3 der in T linearen Glieder in den Diffe- 

rentialgleichungen für W2 und W3 können als bekannt angenom- 

men werden, da sie sich aus a0, d. h. alt a[, blt b[, clt c\, k aus- 
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drücken lassen.) Beim /è-fachen Differenzieren und darauffolgen- 

den Nullsetzen von T entstehen daher höchstens die (k—i)-ten 

Ableitungen. Daher lassen sich die /è-ten Ableitungen durch die 

(k— i)-ten Ableitungen ausdrücken, wenn die Koeffizienten der 

k-ten Ableitungen von Null verschieden sind. 

Die Koeffizienten sind Null, für 

l), 2): k(k— 1) -f- k— 1=0, d. h. für k = ± 1. 

Die ersten Ableitungen von X2, Y2, X3, Ya lassen sich somit nicht 

ausrechnen; sie sind willkürlich. Das sind aber gerade die will- 

kürlichen Koeffizienten a1, a\, b1, b'x. 

3): k(k— I)+S^4"3 — °! k — d. h. für kein positives k. 

Somit lassen sich alle /è-ten Ableitungen durch die (k— i)-ten 

Ableitungen ausdrücken, und die formale Entwicklung der Ko- 

ordinaten der Massenpunkte nach Potenzen von T ist als möglich 

erwiesen. 

Unsere nächste Aufgabe besteht darin, die Konvergenz dieser 

Reihen nachzuweisen. 

Wir führen folgende Koordinationstransformation durch: 

X2 = TX2 ; Y2 = TY2 ; W2 = TW2 ; 

W3 = TX3 ; K3 = TY3 ; W3 = TW3 . 

Diese Ansätze werden in (1) eingesetzt. Dann entstehen für 

X2, Y2, W2, X3, Y3, W3 folgende Differentialgleichungen : 

rj.2 d2 X2 I rj. d X 2 __ rj. ^ 
dl dT 

va y rfy 
7-2 “ -*2 2> T 2   pp 

dT2 

d- W, 

dT 

dW2 

dT 

2 y (2) 

+ 8 W2 = CO2 + TP. ?w 

und drei analoge Gleichungen mit dem Zeiger 3. 
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P3x, P*y, Piw, P3x, P3y, P3w stellen reguläre Funktionen dar. 
Die Koeffizienten der A-ten Ableitungen sind : 

i)/è2 + 2,é, 2)/è2 + 2^, 3)/è2+6/é + 8 

und ebenso bei den drei übrigen Gleichungen. 

Es sei MZx der größte Absolutwert, den P2x annimmt, wenn 

I T I <C I X2 I <C b2, I ^2 I ! ^2 I ^2» 

I -^31 b3, I 1 <C c3, \ IY3 \ <Z d3, 

Af3^. das Maximum von |^|, M2y von \P2y\ usw. 
M sei die größte der Zahlen M2x, M2y, M2w, M3x, M3y, M3w, 

b die kleinste der Zahlen b2, b3, c2, c3, d2) d3. 
Es gilt 

p = y ldp + 9+r+s + t + u + v p2\ JP x\ j> Wj Xj P" W" 
2* t,,g,pl,t,u,v\dTfi dXïdŸZdWidXidŸZ 8WV

JO p\q\r\s\t\u\v ! 

Die Abschätzung von Cauchy für mehrere Veränderliche 
(Picard, Traité d’Analyse II, 3. Auflage S. 277) liefert die Un- 
gleichung: 

'gp + t + r + s + t + u + v ß2x\ ^ M 

$Tp dX$ 8Y\ 8W\ 8X‘a BŸ%BWz)0 «*£?+»•+*+'+»+■ 

Nun sei 

A pgrstuvw p\q\r\S\t\u\v\ 

0= z M 

p, q,r,s,t,u,v 
tP frÇ+r + s+t + u + v 

T
P xi y; w, x‘3 Y3 WI 

somit ist 

(gp+g + r + s+ t+u+v Q\ 

8 Tp 8Xi 8Y\8Wi 8X[ 8 Y“ 8WVJ0 

> 
fiP + gJrr + s+ t + u+ v p 

8 Tp 8 Xi 8 y; 8 Wi 8X‘a 8 F“ 8 wv
a 

wobei P für P2x, P2y, P2w, P3x, P3y, P3w geschrieben wurde. Es 
ist 
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Wir untersuchen nun folgendes Differentialgleichungssystem: 

39 

T = TQ (v = l, 2, 3l 4, s,6), 

wobei in Q die Veränderlichen V2, W3, X3, Y3, W3 durch Vv 

zu ersetzen sind. 

Aus Symmetriegründen folgt Vx = V3 = V3 — = Va = V6. 
Damit kann das System ersetzt werden durch 

T dV TM 

dT ~ (-f)O-f)6 ■ 

Diese Gleichung wird /è-mal nach T differenziert und dann wird 

T — o gesetzt. Auf der linken Seite ergibt sich der Ausdruck: 
dk V 

k dj~k - Insbesondere sieht man, daß V(o) willkürlich ist, wenn 

k = o gesetzt wird. Nun ist: 

k<k2+2k-, k<k2+6k+8 

Die Ableitungen auf der rechten Seite sind höchstens von der 

Ordnung k— l und dem Betrage nach größer als die entsprechen- 

den Ableitungen des Differentialgleichungssystems (2), da die 

Terme 
dkV 

d Tk aus den Ausdrücken 
ßP + ^+ ^ + i'+/+M+û/ Q 

STfid V? 8 V: d VI 8 V{ 8 V“ 8 V% 
in 

der gleichen Weise erhalten werden, wie die Terme ——T aus 
d Tk 

ßP + Q + r + s + / + u + v p 

8Tfi 8Xf 8 Ÿ' dWi 8X{ 8 K“ 8W” ' 

Die Reihe für Vstellt deshalb eine Majorante für die Reihe derX{ 

dar. 

Wir müssen noch beweisen, daß die Majorante konvergiert. Es 

ist 

M 

)(-f)6 

dV 
dT 
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Die rechte Seite ist eine holomorphe Funktion in T und V für 

\T\<_a, \V\<Cb. Daher gibt es nach dem Existenzsatz für 

Differentialgleichungen eine in \ T\<i a reguläre Lösung V(T), 
die sich dort in eine konvergente Potenzreihe entwickeln läßt. Die 

Konvergenz der formalen Lösung der ursprünglichen Differen- 

tialgleichung (l) ist damit nachgewiesen. 

Für A'a[ + B'b[ Cc\ = k2(Aax -\-Bbl -\-Cc-y) lauten da- 

her die Lösungen: 

x2 = A -\- A a0fl* -j- axt + a2fl* + . . . 

y2 — B -f- Ba0t'I* -\-bxt b2fl* + . . . 

s2 = C Ca0t I* -f- cxt 4- c2t 'n 

x3 = A ' + A ' a0fl* -f- a[t + a2 fl* + . . . 

y3 — B] -f- B’a0t I* + bxt + b'2 fl* + . . . 
z3 — C + C'a'ofl* 4- c\t 4- c'2fl* -f ■ • • 

A, B, k, alt bx, cx, a[, bx, sind dabei willkürliche Konstante. 

§ 9. Logarithmische Lösungen 

Nun wollen wir untersuchen, was geschieht, wenn die Bedin- 

gung (10) aus § 7 nicht erfüllt ist. 

Die Differentialgleichungen lauten: 

rÆ_+ T*£—X2 = *2T+P2X 

T^jr-Y2 = c2T + P2y (1) 

P2^+5T^+3W2 = œ2T + P2w 

und drei analoge Gleichungen mit dem Zeiger 3, wobei P2x, P2y, 

P2u,> P3x< p3y< P3w reguläre Funktionen der Xv, Y„ Wv (y = 2,3) 
und T sind, die mit den Veränderlichen verschwinden und keine 

Terme niedrigerer als zweiter Ordnung besitzen. 
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Dabei ist 

x2 = 2 Ay, i2 — 2 By, O>2 = 2(5, 
x3 = 2A'y', 1-3—2 B'y', co3 = 2 Ô', 

wobei y, y', ô, ô' aus § 7 (3) und (4) zu entnehmen sind. 

Das Differentialgleichungssystem (1) wird auf ein System 

1. Ordnung umgeschrieben. Dazu führen wir folgende Sub- 

stitution durch: 

™ dX2 

1 dT — P2 ! = T1 

~dTr + T 
dX„ 
dT 

dY2 _ 
dT ~ ?2’ 

T d IV2 
dT 

usw. 

Wir erhalten damit: 

T 

T 

T 

dX2 

dT 

d Y2 

dT 

d\V., 

— Pi ! 

= ?2i 

dT 
~ = r9\ 2 1 

= X2 + ^T + P2x; 

T^x- = Y2 + t2T + P2y] 

TAph =- 3W2-4r2+co2T + P2„ 

und sechs analoge Gleichungen mit dem Zeiger 3. 

Wir setzen: PP2 P‘2. ~ Vl i PP2 ~~ P2 — Vi ! ^2 “I“ ?2 — % > 

Y2 — ?2 = ; ^2 + 
r

2 = % ; ^2+ÿ ^2 = % 

und erhalten : 

r4f = VI+**
T

+PI-> 

T^PX = % + t2z+/>3; 

T-ÿ*r=-tli-*tT-Pl-, 

T^x= -Vi-l2T-P3; 

T d'h 
dT — — 3 % + w2 T P3 \ T 

dy 6 
dT — % + -3 w2 T + y Bb ; usw. 

Die Ausdrücke Px. . . Pn entstehen aus P2x, P2y ... dadurch, daß 

X2 durch rjx -f- rj2 ersetzt wird usw. 
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Die charakteristische Gleichung dieses Systems lautet: 

i-A 
i—A 

l—A 
— l—A 

-3—A 0 

î—A 
1 —A 

0 
— î—A 

î—A 
— î—A 

-3-A 
î—A 

Sie hat die Lösungen: 

A = —3 (zweifach); A = +i (vierfach); A = —i (sechsfach). 

Die nichtregulären Lösungen des Systems sind in Form von 
regulären Funktionen der beiden Veränderlichen u — T und 
v = T ln T darstellbar. 

Da 
d{ ) 

dT 

rin 
dT 

K) I a( ) 
du ' dv 

(i+ln T), 

It, 8( ) 
du 

- U 8( ) 
dv + V 

8( ) 
dv ’ 

geht das System über in: 

0 

2) 

3) 

4) 

drj1 gj/j dtj. 

du 

8T]2 

dv 

du 

8>?3 

dv 

u + V + ZZ 
du dv dv 

O V 

du 
u^ + v^- + u^ = 

djU 
dv 

drh 
du u~~ + v^+u-^ = 

dv a». gz/ 

T -f- Z51 

V2 " *2^— P1 

V3 l2 T + P3 

V4 ~"■ h T P3 

—(D2T P*> 5) 
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Srja diu 
U -Q h V “5— ö« dz/ + = -Ve+±<»*T + ±P6 

usw. 
Diese Differentialgleichungen werden 7z-mal nach # und OT- 

mal nach ^ differenziert und dann u = v = o gesetzt. Dabei er- 
hält man auf den linken Seiten: 

(n + in— t) 
8,, + m Tji 

du"dvm -f- n 
d" + m ru 

du"-1 ävm+l (i = 1,2,... 12) 

Da die P{ als niedrigste Terme solche zweiter Ordnung enthalten, 
entstehen beim ^-maligen Differenzieren nach u und ;«-maligen 
Differenzieren nach v höchstens Ableitungen von der Ordnung 
n -f-p— l. Daher können alle Ableitungen sukzessive aus sol- 
chen niedrigerer Ordnung gewonnen werden. Die formale Ent- 
wicklung ist damit gerechtfertigt. Insbesondere erhält man: 

i) n = l, m = o: 

Hieraus folgt: ist willkürlich, |-~-j = °; 

2) n = o, in = 1 : 

n = l, in — o: 

5) n = 1, w = o: 

« = o, w = 1 : 
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6) n = l, m = o: 

(lH:= 0 ; hieraUS folgt : (^)o= i "2 • 

Ebenso errechnen sich die Differentialquotienten erster Ordnung 

für die anderen Reihen. 

Man erhält daher: 

X2 = ax T -f- -y- 7“ ln T -f- . . . = a1 T -f- A y T ln T -f- . . . 

Y2 = b1T + -f- T ln T+ . . . = bxT + ByT 

W2 = ~co2T+. . . =±ö2T+... 

usw. 

Hieraus ergibt sich: 

x2 = A -f- A a0 T -f- a1 T
2 + A y T1 ln T -f- . . . 

yt = B + Ba0T + b1T
2 + ByT2\nT+. . . 

w2 = (Aax + Bb1 + Ccx) T
2 + ai T3 + j ÔT4 + . . . 

Cz2 =w2 — AX2 — By2 — C2 -f- C2 a0 7' -f- C cx T
2 -f- 

+ C2yT2\nT + ... 

z2 = C + Ca0T + ClT
2 + CyT2 \nT. 

Somit erhält man für die Lösungen des Differentialgleichungs- 

systems (l) aus § 4: 

x2 = A XAaoT + a^+AyT2 ln T+... 

y2 = B + Ba0 T + b1 T
2 + By T2 ln T + . . . 

= c + Ca0T + Cl T
2 + Cy T2 ln T ^ 

xz = A' + A' a'0T + a[T2 + A' y' T2 ln T+... 

y3 = B' + B'a'0T + b[T2 + B'y' T2 \nT -ff . . . 

z3 = C + C a'0T + c[T2 + C y' T2 ln T+... 

T —1% (2) 
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Daß diese Entwicklungen nach T und T ln T konvergieren, folgt 

aus einem Satz von J. Horn im Journal für Mathematik Bd. 116 

(1896), S. 292-306, Bd. 117 (1897), S. 104-128 und S. 254-266. 

§ 10. Berechnung der Flächengeschwindigkeit 

Es soll die Flächengeschwindigkeit der drei Massenpunkte 

bezüglich des Schwerpunktes ermittelt werden. 

r2 und r3 seien die vom Punkt mx nach m2 und m3, v„(v = 1,2,3) 

die vom Schwerpunkt der drei Massenpunkte nach den Punkten 

mv gezogenen Vektoren. 

Für den Gesamtdrehimpuls erhält man: 

J = »h[h\\ + *2 ih%] +^3 Ms] 

Es ist 

f2 = + r2 

h=h+ r3 

Für den Schwerpunkt gilt: m1v1 -f- m2f2 -f- m3x3 = o . 

Hieraus ergibt sich die Gleichung: 

(»h + + mz) *1 + m2X2 + ^3r3 = 0 • 
Durch rechtsseitige vektorielle Multiplikation mit erhält man 

daraus : 

0ni + m2 + ms) Mi] + rn2[x2Ï1] + m3[x3i 1] = o. 

Für r2, f3 werden die obigen Ausdrücke in die Gleichung für den 

Gesamtdrehimpuls eingesetzt: 

/ = mi [fi. fj + m2 [fi + r2 > fi + f2] + [fi + rs. fi + « 

= («1 + m3 + WjJttiïJ + m2[t2 fj + m3[ r3ïx] 

+ m2 ([fi y + [r2 y ) + »h [fi y + MG y 

= m2 [fi y + mz [fi f3] + ^a[f2y + mAx3 f3] 

^2^2 ~h ^3^3 

+ W/-2 + w3 
oder wegen 14 = 
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/ = — —+^ -q\m lm2*2 + nHt3, m2v2 + m3r3] + m2[r2r2] + »hlh*3] 

= m,~+ nh ['2 WZ3 [*3 y + W2 *»3 [r2— G, *2— *3]} 

Wegen r2 = (x3, y2, ^2) und r3 = (;r3, y3, z3) erhält man für die 
z-Komponente von [r2i2] sowohl aus den Gleichungen (3) von 
§ 8 als auch aus den Gleichungen (2) von § 9: 

x2y2 y2 *2 = (A+Aa0t
Vî+. . .) (iB a0 t~K + h -f . . .) 

— (BBa0t% + . . .) {^Aa3t~V- + ax + . . .) 

= Abx— Bax, 

daher für die ^-Komponente des Gesamtdrehimpulses 

Jz = „h+ Jl2+ ,„3 i
mim2(A K — Ba^ +m1 mz(A'b[ — B'a[) 

+ m2m3[(A—A') (bx—b[) — (B—B') (%—«!)]} 

und durch zyklische Vertauschung 

Jx = mi+m„ + m3{
m imi(B c\—c bi) +m1m3(B'c'l — C'b'l) 

+ m2m3[(B—B') (cx—c[) — (C—C) (bx—b[)]}, 

Jy = + Vh im 1 w8(Cax — A cx) +m1m3(Ca'1—A'c'i) 

+ mzm3[(C—C) (ax —a[) — (A — A') (cx — cj\}. 

Statt A', B' werden kA und kB eingeführt. Man erhält dann: 

Jx = mi +~^m2 (ßcx—C b-ù +m1m3k(Bc'1 — Cb[) 

+ m2 m3 ( 1 — k) [B (cx — c[) — C(bx — 3' )]}, 

Jy = nhy~nh + nH foh (Cai-~A
 G) + — A 

+ m2m3(l—k)[C(a1 — a[) —A (cx — zr')]}, 

/. = fr”l ^2 *1 — ^l) ^1) 

+ m2m3(i—k) [A (b1—b[) — B(ax — æ')]}. 
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Willkürlich sind im Fall von § 9: A, B, k, a[, b[, c'x, ax, bx, cx. 

Als Anfangsbedingungen seien gewählt: C = o, daher B = iA\ 

c1 — c\= o, k reell =4= o, 1 ; 

bx reell; ax = iäx mit äx 4= —bx\ A reell, äx reell 
b\ reell ; a[ = iä[ mit ä[ =)= — b[ ; ä[ reell 

Damit wird Jx — Jy — o, 

Jx = m-+ {rnxm2(bx + äx) + mxm3k(b'x + dx) 

+ m2 m3( 1 — k) [bx — b'x + äx— ä[]}. 

Dieser Ausdruck für J, ist für reelle Massen mx, m2, vi3 reell und 
nicht identisch Null. Ferner ist auch 

k2(Aax + Bb1 + Cc1)-(A'a'l + B'b'x + C'c'x) = 
= iAk\k(âx-rb-ù — (&X+K)] 

nicht identisch Null. 
Im speziellen Fall von § 8 mit A'a[ -f- B'b[ -f- Ccx = 

= k2(A ax + Bbx -f- Ccx) ergibt sich für C — C = o, B = iA, 
cx — c[ = o: 

a[ +ib'x = k(ax + ibx) ; 

Setzt man daher wieder für bx reell, b'x reell, k reell, ax = iäx, 
so muß 

a[ = i \k (ax + ^1) — ^1] = iäx, wobei 
äx = k(äx-\-b^) — bx, 

sein. 
Es läßt sich auch im algebraisch singulären Fall eine - bei ge- 

eigneten Anfangsbedingungen - reelle Flächengeschwindigkeit 
erreichen, die nicht identisch Null ist, denn 

Jx = 

A 
mx-f- m3 + m3 

A 
»h + m2+ m3 

A(äx -f- bi) 
mx-\- m3-\- m3 

{mx mz(bx -{- ä^) + mxm3k2(äx+bj 

+ m2 >n3(i— k) [bx — b[ + äx + b\ — k (äx + 

{mx(m2 + 62m3) (äx + b^ + m2m3{\ ~ k)2 (äx + bj)} 

{mx(m2 + k2m3) + m2m3( 1 — k)2}. Jx = 
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Damit ist gezeigt, daß der Fall des betrachteten Dreierstoßes 

zweiter Art nicht im Widerspruch steht mit einem reellen von 

Null verschiedenen resultierenden Drehimpuls. 

Sundman hat im Gegensatz dazu gezeigt, daß im Reellen für 

den Fall, daß nicht alle Komponenten des resultierenden Dreh- 

impulses Null sind, für endliche Werte der Zeit t nur Zweierstöße 

auftreten können, und daß die zugehörigen Singularitäten 

algebraisch sind (Entwicklung nach t'/'3). Setzt man also die 

Differentialgleichungen ins Komplexe fort, so verhindert die 

eben genannte Bedingung nicht die Existenz von Dreierstößen 

(zweiter Art) und zugehörigen logarithmischen Singularitäten. 
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