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Uber ebene nicht beschrinkte Bogen
dritter Ordnung

Von Otto Haupt in Erlangen

Vorgelegt am 8. Mai 1964

1. In einer fritheren Note [1]* wurde (a.a.O. Nr. 3.3.) behaup-
tet, daf3 jeder Bogen B vom Punktordnungswert POW (Z; F)
= 3 E-beschrinkt sei. Dabei handelte es sich um einfache, ab-
geschlossene Bogen B in einer topologisch ebenen projektiven
Ebene (Z, ). Unter £ wird die gewdhnliche reelle projektive
Ebene (oder ein topologisches Bild von ihr) verstanden und unter
P ein System verallgemeinerter ,,Geraden’, d. h. topologischer
Bilder der Kreislinie, die als Ordnungscharakteristiken, abge-
kiirzt OCh, bezeichnet werden. Fiir diese OCh gilt — kurz gesagt:
Zu je zwel (verschiedenen) Punkten p’, p"" € £ gibt es genau
eine, p’ und p"’ enthaltende OCh K(p’, ') und zu je zwei belie-
bigen (verschiedenen) OCh KX’, X'’ gibt es genau ecinen Punkt
p(K VK" € K"~ K'"; mit p', p'" bzw. K', K édndert sich
K(p',p'") bzw. p(K', K'") stetig. Es hei3t B f-beschrinkt, wenn
es eine OCh X gibt mit B = B C E—K, alsomit B K = 8.

2. Wie sich bei erneuter Nachprifung herausstellte, ist die in
Nr. 1 erwihnte Behauptung, alle Bogen B mit POW(5;F) = 3
seien B-beschrinkt, nur bedingt richtig. Sie gilt ndimlich nur
bei einer Definition der Ordnung in einem engeren Sinne, kurz
POW i. e. S., wie sie den Arbeiten von C. Juel, /. v. Sz.-Nagy und
anderen zugrunde liegt. Bei diesem POW i. e. S. werden die Be-
rithrungspunkte auf den Tangenten mit entsprechender Vielfach-
heit gezihlt, hingegen bei den von uns (in [1]) verwendeten POW
(im weiteren Sinne, kurz i. w. S.) nur einfach. Daher ist der POW
i.e. S. eines Bogens im allgemeinen groBer als der POW 1. w. S.

* Zahlen in eckiger Klammer im Text verweisen auf das Literaturverzeich-
nis am Schluf} der Note. Die im Text benutzten Bezeichnungen (vgl. auch [1])
wie (f-)konvex, (I-)beschriinkt usw. stimmen fiir den Fall der gewohnlichen
projektiven Ebene mit den dort iiblichen iiberein.
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So wird es erklirlich, da3 es zwar keine nicht-E-beschriankten Bo-
gen vom POW 3i. e. S. gibt, wohl aber solche vom POW 3i.w.S.
Der Unterschied zwischen POW i. e. und i. w. S. besteht (soweit
der Reduktionssatz gilt) allgemein zu reden darin, daf3 beim
POW i. w. S. eine gewisse, in t nirgends dichte Menge von OCh
aufler Betracht bleibt, die beim POW i. e. S. mit beriicksichtigt
wird (vgl. Genaueres hiertiber in [2], § 1).

In Berichtigung und Erginzung der in Nr. 1 erwihnten
Behauptung sollen im folgenden alle einfachen nicht ¥-be-
schrinkten Bogen vom POW 3 bestimmt werden. Dabei handelt
es sich von jetst ab stets um den POW i.w. S., kurz POW (25} 1).

Zur Abkiirzung bezeichnen wir dabei als t-Wendepunkteim
weiteren Sinne (i.w.S.) jeden E-Schnabel einschlieBlich der
E-Wendepunkte (und ausschliellich der £-Schnabelspitzen), wih-
rend jeder £-Dorn, einschlieBlich der f-Dornspitzen, als zwei -
Wendepunkte i.w. S. gezihlt wird.

Die gewiinschte Bestimmung aller nicht-f-beschriankten Bogen
3. Ordnung wird nun geleistet mit dem

Satz. Vor. Es sei B = B(a]b) ein einfacher Bogem wmit
POW (B; ¥) = 3, der nicht C-beschrinkt ist.

Beh. (1) Es besitzt B genau zwei ¥-Wendepunkte im weiteren
Sinne. — (2) Es ist [s} = B ~ K (a, §) und s Stiitzpunkt von B
auf der OCh K (a,b). Dabei liegt s im abgeschlossenen, von den
E-Wendepunkteni. w. S. begrenzten Teilbogen von B, der sich also
bet Vorhandensein cines €-Dorns auf den Punkt s reduziert.
—(3) Es ist B fast-t-beschrinkt, d. h.: Ist A eine beliebig kleine
Ummgebung von a auf B, so ist (B — A) V-beschrinkt.

Zusatz. Es gibt der Vor. genligende Bogen B. Sie lassen sich
auf Grund der Beh. (1) und (2) simtlich konstruieren.

1. Anmerkung. Da der Stutzpunkt von B auf X = K (a,8) fiir
zwel Punkte zu zahlen ist, wenn man den POW i. e. S. zugrunde
legt, sind alle Bogen vom POW 3 i.e.S. E-beschrinkt (denn es ist
POW(B m K) = 4 i.e. S. fir nicht-E-beschrinkte Bogen B).

2. Anmerkung. Die {ibrigen in [1] angezeigten Ergebnisse

sind unabhingig von der in Nr. 1 erwihnten unrichtigen Behaup-
tung. — Der vorstehende Satz erscheint iibrigens insofern nicht
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unwichtig, als mit seiner Hilfe die Untersuchung aller einfachen
Bogen vom POW 3 1. w. S. und i. e. S. auf die von ¥-beschrinkten
zurtickfithrbar ist.

Auf die Untersuchung der nicht-f-beschrinkten Bogen vom
POW 3 it Doppelpunkt soll an anderer Stelle eingegangen
werden.

Fir Kritik bei der Ausarbeitung des nachfolgenden Beweises
fir den vorstehenden Satz sowie fiir eine wesentliche Verein-
fachung (vgl. Nr. 3 1., (VI)) bin ich Herrn H. KUNNETH herzlich
zu Dank verpflichtet.

2.1. Vorbemerkungen zum Beweis.

2.1.1. In den folgenden Nummern wird von den in [1] ein-
gefiihrten Bezeichnungen Gebrauch gemacht; insbesondere be-
deutet K (p, ¢) € ¥ die OCh mit p, ¢ € K(p, 9) (p = ¢), ferner
K (p|g) einen der von p und ¢ begrenzten Teilbogen von K (p, 9),
der jeweils niher zu bestimmen ist. Mit B(p'|¢") C B wird ent-
sprechend der von p’ und ¢’ begrenzte Teilbogen des Bogens B
bezeichnet und es wird B(p'|¢") = B(p'|¢") —{p'} —{q'} ge-
setzt, Dabei ist stets B als abgeschlossen (und einfach) angenom-

men: B = . In den Bezeichnungen wie E-konvex, E-beschrinkt
usw. wird das ,,f-* meist fortgelassen.

Als AusnahmeOCh eines Bogens B = B (a|b) wird die, a
und 4 enthaltende OCh K (a, &) bezeichnet, wenn B K (a, b) =
= {5}, also einpunktig, und wenn tiberdies s Stiitzpunkt von B auf
K{a, b) ist.

2.1.2. Aus POW (B; ) = 3 folgt: Es ist B Vereinigung end-
lich vieler (B-)konvexer Bogen (vgl. [1], Nr. 3. 1.), besitzt folglich
nur endlich viele (8-)singualire Punkte, hier also Schnibel und
Dorne; dabei gelten (vgl. Nr. 2., Satz) Wendepunkte bzw. Dorn-
spitzen als Spezialfille der Schnidbel bzw. Dorne (Schnabel-
spitzen treten wegen POW (B; ) = 3 nicht auf) (vgl. auch [1],

N

Nr. 3.2.2.).

3. Beweis des Satzes.

3. 1. Zundchst wird angenommen: Sdmtliche singuliren Punkte
des Bogens B = B(a|b) seien Wendepunkte, etwa wy, .. ., w,,;
m 2 o.
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Gezeigt wird : (1) Esist m = 2. - (2) Es ist X (&, 6) Ausnahme-
OCh. Der Stiitzpunkt s & B ™ K (,6) liegt zwischen 2, und ,. —
(3) Es ist B fast-beschrinkt. (Vor: B einfach, POW (B; ) = 3,
B nicht beschrinkt).

Bew. (I) Auf B sei a vor w, und w, vor w, ; gelegen;
pw=1,..,m—1; m=1. Firx € B werde mit 7°(x) bezeichnet:
Falls # End- oder Wendepunkt ist, die Tangente an B in «; falls
x € B und nicht Wendepunkt ist, jede OCh, von der B in x ge-
stiitzt wird. — Fir festes x = 2’ € B besitzt die Menge t(x') der
7 (x") genau cin Element, falls 2" differenzierbar (vgl. [1], Nr.
2.2.2), insbesondere also End- oder Wendepunkt, ist; hingegen
ist fur einen nicht-differenzierbaren Hut ' die Menge t(x')
homdomorph zu einer (£-)Strecke.

(II) Es sei B = B—{x} gesetzt. Wegen POW (B t) = 3 und
der Nicht-Beschrinktheit von B sind beziiglich 7°(x) nur fol-
gende Moglichkeiten denkbar: Ist x Zndpunkt von B, so enthilt
D = B" ~ 7T (x) entweder genau einen Schnittpunkt und dazu
héchstens den anderen Endpunkt oder genau einen Stiitzpunkt
und dazu stets den anderen Endpunkt. Ist x Wendepunkt, so ent-
hilt D, wenn D = 0, keinen Schnittpunkt, sondern héchstens einen
Stiitzpunkt und hochstens Endpunkte. Ist x weder End- noch
Wendepunkt, so enthilt /) keine Stiitzpunkte, sondern entweder
genau einen Punkt, der Schnittpunkt ist, oder die beiden End-
punkte.

(II'1) Es sei w = w, Wendepunkt und V' bzw. /7 eine vordere
bzw. hintere Umgebung von w auf 5. Fur hinreichend kleine V,
Hgilt: Ist v €V, so existiert ein (in '\ A einziger) Schnittpunkt
s(x) & H ~T(x). Bewegt sich x stetig und monoton auf 7" und
dndert sich 7°(x) in t(x) im entsprechenden Sinne (speziell, wenn
x ein Hut ist), so bleibt s(x) Schnittpunkt und wandert stetig und
monoton auf B in der entgegengesetzten Richtung wie x (vgl.
den Beweis in (II 2)). Es folgt weiter: Bewegt sich x nach vorn
(monoton und stetig) {iber I/ hinaus und bleibt x in B, so geht
s (x) nicht verloren (weil s (x) nicht Stiitzpunkt und nicht gleich
x werden kann), bleibt also Schnittpunkt, solange nicht s (x) =4
wird.
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(1L 2) In Abhingigheit von x bzw. von T (x) dndert s(x) seine
Bewegungsrichtung auf B genawn dann, wenn x cinen Wendepunkt
tiberschreitet, der von s(x) verschieden ist. In der Tat:

(A) Es sei x € B nicht Wendepunkt, so daBl konvexe Um-
gebungen U von x auf B existieren. Es sei W bzw. W' eine Um-

gebung von x bzw. von s(x) in £ mit W ~W' = 0. Liegt nun
" € U vor x und z" & U hinter x, ist ferner 7 (') € t(x'),
T(x)E tlx), T(x") € t(x"), so sei D' bzw. D" das von 7'(x") und
7 (x) bzw. von 7" (x) und 7 (x"") begrenzte offene Dieder (in /)
mit D'~ U = 0 = D" mn U. Ist U hinreichend klein, so gilt
D'D" (E—W) =9, mithin B W'~ D'~ D" = 8; auller-
dem existiert (zu hinreichend kleinem U) eine Umgebung & des
Schnittpunktes s (x) auf B derart, daB & m 7'(2) einpunktig ist
fir jedes z € U bzw. 7'(2) & t(z); mithin ist D'~ € fremd zu
D"~ &, woraus die Monotonie (und Stetigkeit) von s (x) bei mo-
notoner (stetiger) Anderung von x bzw. von 7'(x) (in U bzw. in
t(x)) folgt. (Es soll @ C I’ sein).

Es sei noch bemerkt, daB3 die Begrenzung von D' m D' ein
Dreieck ist, auf dessen einer Seite 7" (3’| »'") das x liegt; dabei ist
T(y’ly”) Teilstrecke von 7'(x), fiir deren Endpunkte v/, ¥ gilt:
(V=TGN T), {¥}=TE") T (x).

(B) Es sei jetzt x & B Wendepunkt. Dann istin U = VU A
zwar V und /A konvex (wenn U hinreichend klein), aber nicht U.
Fir 2’ € V, 2" € H sei D' bzw. D'' das von einem 7 (x") € t(x')
und einem 7 (x) € t(x) bzw. von 7'(x) und einem 7 (x'") & t(z'")
begrenzte offene Dieder mit D'~ V=0 bzw. mit D'~ /H = 0. Es
ist dann die Begrenzung von D' D" ein Dreieck 4, dessen Seiten
je eine Teilstrecke von 7°(x'), 7°(x), 7 (+'") sind ; hierbei ist x fremd
zu 4 und s (x) € 4. Fiir hinreichend kleines U sind die auf 7 (x)
gelegenen Ecken von 4 beliebig benachbart zu x. Daher gibt es
eine, in S (vgl. (4)) enthaltene einseitige Umgebung S’ von s (x)
auf B derart, daBl D'~ D"~ §' ein Teilbogen von S’ mit s(x) als
dem einen Endpunkt ist. Daraus folgt, daB s(z) fiir z € U seine
Bewegungsrichtung in s(x) wechselt.

(IIT) Es wird gezeigt: Fiir m > 2 ist X (@, 6) AusnahmeOCh
mit einem Stiitzpunkt s zwischen w, und w,; ({s} = B ~ K (a, 8)).
— In der Tat: Wir starten mit einem x vor und nahe bei w,. Ge-



62 Otto Haupt

miB (IT) liegt ein Schnittpunkt s(x) € B’ m 7" (x) hinter 7, und
wandert gegen 4, wenn x gegen w; geht. Ist x in hinreichende
Nihe hinter w, gelangt, so existiert ein s'(x) € B' n 7'(x) nahe
und vor w,. Da aber s'(x) Schnittpunkt ist und B m 7'(x) nicht
mehr als einen Schnittpunkt enthalten kann, ist s(x) verloren-
gegangen, also lber é hinausgeriickt. Mithin gibt es ein
&' € B(w|w,) mit s(x') = 4. GemiB (II) ist dann 7'(x') =
= K(a, b) mit dem Stiitzpunkt z’. —

(IV) Ist m > 3, so folgt aus (IIT) bei Vertauschung von & mit 4
und von =y, w, mit @, , w, _;: Es besitzt K(a, &) auch einen
Stiitzpunkt zwischen w,, und w,,_; (neben dem zwischen z; und
w,). Wegen m > 3 ist aber B (wllwz) ~B (wmlwm_l) = 8. So-
mit trigt K (e, ), falls 2 >3, zwei verschiedene Stiitzpunkte
mit B, was mit POW (B; t) = 3 unvereinbar ist. Somit ist
m < 2, d. h. die Existenz héchstens zweier Wendepunkte zu-
lassig.

(V) GemidB (IV) ist o < < 2. Es ist aber sogar 1 < .
Denn fiir m = o enthdlt /= B m K (a, b) einen Schnittpunkt s.
Im Falle 7 = 6 ist nimlich POW (B, ) = 2 (vgl. [4], Nr. 1.4. 1.,
Satz, Zusatz); auch kann / keinen Stiitzpunkt ¢ enthalten, weil
sonst etwa §(a|t) einen Wendepunkt enthilt (vgl. auch [4], Nr.
1.4.) oder B(#|4) in der konvexen Hiille des beschrinkten Bogens
B(a|?) enthalten und folglich B selbst beschrinkt wire. Es sei
also B =B (a|s)\w B(s|b) mit s als Schnittpunkt von B " K (a, §).
Dann sind B(a|s) und B(s|6) je konvex (vgl.[4], Nr.1.4.1.),
also beschrinkt. Es ist (B —{s}) "~ 7T(s) & 6 fir 7(s) E t(s),
weil B nicht beschrinkt und 7'(s) =& K (a, 4) (es ist ja s kein
Wendepunkt, also 7°(s) nicht Wendetangente). Ist aber {f} =
e §(s|b) NT(s), so liegt §(a,ls) im Innern der konvexen Hiille
des (konvexen, beschrinkten) Bogens B(s|f), woraus (8 —{s}) N
~ K (a,b) == o also POW (B m K (a,6)) > 4 folgt. Widerspruch.

(VI) Fir m =1 ist B beschrinkt. In der Tat*: Es sei also
POW (B; ) = 3, ferner enthalte der einfache Bogen B = B(a|b)
genau einen Wendepunkt (und keine weiteren singulédren
Punkte), auch sei B nicht beschrinkt.

* Der Bewels rithrt von Herrn H. KUNNETH her.
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(VI'1) Es sei K = K(a, b) gesetzt. Wegen POW (B; F) = 3
und der Unbeschrinktheit von B ist B m K = {p} cinpunktig. Es
ist p Schnittpunkt. In der Tat: Andernfalls ist p Stiitzpunkt und
folglich K = 7'(p) € t(p) sowie w = p, wenn w der (einzige)
Wendepunkt von 5. Setzt man B’ = B(a|p) und B = B(p|b),
so ist 0. B. d. 4. w € B'. Wir starten mit einem, zu w hin-
reichend benachbarten x hinter . Dann enthilt B (a|w) " 7'(x)
einen Schnittpunkt 2 nahe bei und vor w; und wegen POW (B;f)=
= 3 ist sogar {z} = (B —{x}) "7 (x). GemiB (II) (2) bewegt
sich z gegen a, wenn x gegen & wandert; solange noch x& B
ist und x seine Bewegungsrichtung nicht dndert, geht z hoch-
stens dadurch verloren, dal z=¢a wird. Fir x = p bzw. 7(x) =
= 7(p) wird aber 2 = a. Da p == w, also reguldrer Punkt ist,
indert 7'(x) beim Durchgang durch 7°(p) seine Bewegungsrich-
tung nicht, also tut dies auch z nicht und geht damit verloren. Fiir
zu p, bzw. entsprechend zu 7°(p), hinreichend benachbarte x hinter
7, bzw. entsprechende 7'(x), existiert mithin gemaB (IT) ein zu 4 be-
liebig benachbarter Schnittpunkt{y} = B (x[6) ~ 7°(x). Es bewegt
sich daher ¥ € B zunichst, also gemif (II 1) tiberhaupt, gegen
@ und damit dem x entgegen, solange x gegen 4 geht und keinen
Wendepunkt iiberschreitet. Wegen w €t B” kommen daher x
und y einander beliebig nahe, im Widerspruch zu w & B". — So-
mit ist p Schnittpunkt.

(VI 2) GemiaB (VI 1) ist p & B~ K (a, b) Schnittpunkt; au3er-
demist B” m K = 0 (mit K = K (a, 4)) und B" frei von Wen-
depunkten. Daher ist B beschrankt ([1], Nr. 2.1.1.) sowie kon-
vex ([4], Nr. 1.4.1.). Ist A die konvexe Hiille von B" (vgl. [1],
Nr.2.2.1.),s0 gilt . " K = K(p|6)C K(a, 6) und es ist H, =
= B" w K(p|é) die Begrenzung von /.

Esist nun 2 & K (p|6); denn andernfalls existiert 'K (K'& f)
mit ¢ € XK', welche StiitzOCh von A und damit (wegen B" C H,)
auch von B ist; und da wegen der Nicht-Beschrinktheit von 5
zugleich 6 € X' sein miilte (vgl. (II)), ergibt sich ein Wider-
spruch mit B m K = 0.

(VI 3) Zufolge (VI 2)ist B D', wobei D'’ eines der beiden
von K und 7°(p) begrenzten, abgeschlossenen Dieder bezeichnet.
Es sei D' das zu D' komplementire offene Dieder. Eine Um-
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gebung A von @ auf B’ liegt in D’; andererseits liegt, da p
Schnittpunkt von B mit X ist, eine Umgebung 2 von p auf B’ in
D' bzw. in D', je nachdem p Wendepunkt ist oder nicht. Be-
achtet man, daBl B’ n K = 0 ist, weil sonst POW (B K) > 4
wire, so ergibt sich: Ist p Wendepunkt, so folgt aus 4 C D' und
P C D", dal R = B'~ 7T(p) Schnittpunkte enthilt; dies ist
aber unvereinbar damit, dall 7(p) Wendetangente und dal
POW (B t) =3 ist. Somit ist p nicht Wendepunkt. Dann gilt R =
= 0; denn aus K == 0 folgt die Existenz mindestens eines, also (we-
gen A v P C D) mindestens zweier Schnittpunkte von 7°(p) mit
B' (denn auBer p koénnen keine weiteren Stiitzpunkte auf 7°(p)
liegen) und damit ein Widerspruch zu POW (B; t) = 3.

Wegen R = 0 ist 7°(p) globale StiitzOCh von B' mit p als
Stiitzpunkt. Da auch B in p global sowie B’ B'" lokal in p
von 7'(p) gestutzt werden, ist 7°(p) globale StiitzOCh von B (mit
dem einzigen Stiitzpunkt p). Daher ist B beschrinkt, im Wider-
spruch zur Annahme in (VI).

(VII) GemalB (VI 1)—(VI 3) ist m = 2. GemiD (III) existiert
die AusnahmeOCh. Damit sind die Beh. (1) und (2) in Nr. 3.1.
bewiesen. Die Beh. (3) ergibt sich aus der Existenz der Ausnah-
meOCh; denn es enthilt (B—A4) ~ K(a, 6) nur b und cinen
Stiitzpunkt, wenn A eine Umgebung von @ auf B bezeichnet.
Daher gibt es zu K benachbarte OCh X’ mit (B —A4) mn K' =
= 0. Es ist also B — A beschrankt.

Auf Grund der Beh. (1) - (3) lassen sich alle nicht beschrink-
ten Bogen B mit POW (&; ) = 3 und mit genau zwei Wende-
punkten angeben.

3.2. Es ist noch zu zeigen, daf3 die Beh. in Nr. 3.1. und damit
der Satz in Nr. 2. richtig sind auch dann, wenn B nicht nur Wen-
depunkte, sondern auch Schnibel und Dorne enthilt.

(1) Zunichst ersetze man (nach Jfuel/ [5]; vgl. auch [3]) jeden
Schnabel und jeden Dorn durch einen bzw. zwei Wendepunkte.
Dabei wird so verfahren: Es sei ¢ ein Schnabel oder Dorn; ferner
sei Q = B(a'|4") eine beliebig kleine Umgebung von ¢ auf B mit
konvexen B(a'|¢g) C Q und B(g|é")C Q derart,dall Q ~ K (a’| 6")
= @ fiir das in der konvexen Hiille // von @ enthaltene
K (a'|é"). Solche Q gibt es, und zwar kénnen &', 4" beide als diffe-
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renzierbar (vgl.[1], Nr. 2.2.2.) auf B angenommen werden. Nun
wird Q ersetzt durch einen Konvexbogen C(a’|6") C H, der in
&' und &' bzw. die gleiche Halbtangente (bezliglich (oder in) )
wie @ besitzt (vgl. die Konstruktion in [1], Nr. 2.2.3.). Es liegt
C(a'|6") in dem in A enthaltenen, von Q w K (a'|4") begrenzten
Gebiet G(Q). Es hat B'(g) = (B—Q) v C(a'|4") die gleichen
Endpunkte @, 4 wie B und statt des Schnabels bzw. Dorns ¢
einen bzw. zwei Wendepunkte in &’ oder 4’ bzw. in @’ und in 4’;
auBerdem hat dieser ,,abgerundete’’ Bogen B'(g) bei hinreichend
kleinem Q den POW (B’ (g); f) = 3 (vgl. [5], auch [3]).

Fiihrt man diese Abrundung der Reihe nach fiir alle Schnibel
und Dorne ¢ von B in zucinander fremden Umgebungen dieser
g durch, so erhilt man einen Bogen B’ = B’(a|b) mit lauter
Wendepunkten und mit POW (8’; ¥) = 3. Da die Q beliebig
klein gewihlt werden koénnen, gibt es eine Folge abgerundeter
B', etwa By, B}, ..., mit B = lim B, wobei B, = B, (al|b) ist.

n?

2) Es ist K (a,6) AusnahmeOCh von B. — Zum Beweis unter-
scheiden wir die beiden Fille: 1. Unter den B, sind unendlich
viele nicht beschrinkt. — I1. (SchlieBlich) alle ] sind beschrinkt.

Betr. 1. Fall. Durch ev. Ubergang zu einer Teilfolge erreicht
man, dafB alle ] nicht-beschrinkt sind. Da B nur Wende-
punkte besitzt, ist & = K (a|4) AusnahmeOCh von B, mit ge-
nau einem Stiitzpunkt s, ; dabei kann die Existenz von s = lim s/
(ev. vermbge Ubergang zu eciner Teilfolge) angenommen wer-
den. Wegen B = lim B, ~ B ist s & B. Es ist s = s5,. Es
sei nimlich s == s, fiir ein #. Wegen {s} = B n K ist dann
siEB. — B/~ Bj; es gibt also ein auf B singulires ¢, & B —{s}
und dazu ein Q) = B(a,|d)) mit ¢, E Q, sowie ein kon-
vexes C, = C(a,|6)) C B, mit s,&C,. Da s, Stiitzpunkt auf
C! ~ K ist, folgt 2 < POW (Q, ~ K) < POW(B n K); Wider-
spruch. — Somit ist X (a,4) AusnahmeOCh von & und von B,
mit s als Stiitzpunkt fiir alle 2. In diesem I. Fall ist s regularer

Punkt auf B, weil s & B~ B,

Betr. 11. Fall. Hier gibt es zu B, ein K, € mit B, K, = 0.
Wegen der Kompaktheit von F kann (ev. nach Ubergang zu einer
Teilfolge der B)) angenommen werden, da X = lim K, &
existiert. Weil 2 nicht beschrinkt ist, gilt B m K == 0. Wegen
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B, ~ K, =0 kann B n K keine Schnittpunkte enthalten*. We-
gen POW (B; ¥) = 3 und der Nicht-Beschrinktheit von B ist
(vgl. Nr. 3.1., Bew. (II)) daher B n K = la} w {8} '\ |5}, wobei
s Stuitzpunkt und K = K(a, &), also AusnahmeOCh fiir B ist.

(3) Gemaf (2) existiert (genau) ein Stiitzpunkt s € B ™ K (a, b).

(3.1.) Ist s regulir auf B, wie im I. Fall (vgl. oben), so bleibt
eine Umgebung von s auf B bei der Abrundung unverdndert.
Daher besitzt B ebensoviele Wendepunkte i. w. S. wie B,, also
genau 2. Der 1. Fall ist damit erledigt. Und der I1. Fall kann bei
regulirem s nicht vorliegen. Denn andernfalls ist K'(e,é) Aus-
nahmeOCh mit s als Stiitzpunkt fiir alle B); auBerdem gibt es
Umgebungen A', 4", & von a bzw. & bzw. s auf B derart, dal}
W=A"VA"USCBA B, firalle n, also 8= W K'CB, "K'
fiir alle #z und alle X’ aus einer geeigneten, von z# unabhéngigen
Umgebung von X auf ¥ (weil B nicht beschrinkt ist), im Wider-
spruch dazu, da§ B, " K, =6 und K = lim K, ist. —

Bei regulirem s besitst also B genmaw 2 Wendepunkte i. w. S.

Und es ist s reguldr bzw. singuldr auf B je nachdem der 1.
oder der 11. Fall vorliegt.

(3.2.) Es sei s Schnabel oder Dorn von B. Um zu zeigen, daf}
auch jetzt B genau 2z Wendepunkte i. w. S. besitzt, verwandeln
wir s vermdge einer sofort (in (3.2.1.)) anzugebenden ,,Abrun-
dung'‘ von B, die von der in Nr. 3.2., (1), benutzten verschieden
ist, in einen Stiitzpunkt des durch die Abrundung gewonnenen

Bogens B* mit K (a,6), der auf B* regulir (also weder Schnabel
noch Dorn) ist.

(3.2.1) Es sei {s} = B K(a,b) (gemiB (3.2.)) Schnabel oder
Dorn. Mit I/ bzw. J sei eine vordere bzw. hintere konvexe Um-
gebung von s auf B bezeichnet.

Ist s Schnabel, so gilt bei geeigneter Wahl der Bezeichnung
,vorn*', ,hinten'', d. h. der Orienticrung von B, und bei hin-
reichend kleinem /: Fiir jede OCh K" mit POW (/ m K') = 2 ist

* Ist nimlich ¢ € 2 ~ K Schaittpunkt von 72 mit &, so enthilt auch
Bl ~ K, fiir schl. a. # Schnittpunkte (die zu 7 belichig benachbart sind).
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POW (V' ~ K’y = 1 und ebenso fiir jede StiitzOCh 7(x) an /
inx& /. - Ist s Dorn, so gilt Entsprechendes auch bei Anderung
der Orientierung. —

Bei nachstehender Beschreibung der in (3.2.) angekiindigten
(zweiten) ,,Abrundung‘ wird ¢ statt s geschriecben und S =
= K(a, &) gesetzt.

Wir setzen U/ = IV Jund B’ = B — U. Es gibt nun beliebig
nahe bei ¢ solche ¢ € /, daB die OCh K (¢,#') und dann auch alle
OCh aus einer hinreichend kleinen #Umgebung w von K (¢, ')
héchstens Schnittpunkte mit A’ enthalten und dafl die Anzah! die-
ser Schnittpunkte die gleiche ist fiir alle OCh aus w (wegen der
stuckweisen Konvexitit von A gibt es ndmlich zunichst ein
K' = K(z,¢"), fur welches B’ m K’ héchstens Schnittpunkte ent-
halt derart, dafl diese sdmtlich innere Punkte von konvexen Teil-
bogen von A sind; daraus folgt dann die Existenz ecines w). Es
sei ¢ € / derartig gewibhit.

Es ist POW (B mn K) = o fiir jedes K & w. Denn
POW (B m K) = POW(B n K)—POW (U ~ K), wobei die
linke Seite fir alle X € w konstant ist; wegen POW (U K) =
= 3 fiir passendes X & w folgt die Beh.

Es kann und soll U, also auch B(¢|#), als beschriankt ange-
nommen werden; dann sei // die konvexe Hille von B(#]#) und
K(¢|¢") als beschriankt gewihlt (K (¢|#') = H ~ K(¢,¢)). Man
ersetze B(¢|¢") durch einen Konvexbogen /# = F(z|¢'), der strek-
kenfrei ist und von folgender Art: Es ist § StitzOCh in zan VU F;
aus POW (F~ K) =2 folgt K € w und es ist 7(x)- & w fir
jede StiitzOCh 7'(x) an £ in x € F sowie fiir die Tangente 7°(¢),
7'(¢)an £ in ¢ bzw. ¢'; ferner ist POW ((/ — B(¢]#) " K) = 1
fiir alle solchen X und fiir alle X' = 7'(x), » € #, wobei dann
VAnK=Vn~Tx) =0

Folgerungen. Fir U' = (U — B (|¢)) v £ gilt: Aus
POW (F ~ K) = 2 folgt POW (U’ — K) = 3, weil U’ n K =
=V nK)Y ((J—B|t)) nK)“Y (F K); und ebenso folgt
POW(U' T (x)) = 2 fir x € F. — Weiter ist POW(F ~K) =1
fiir & == 7°(x), x € F, gleichwertig mit POW (B(¢|¢) " K) =1
fir K == 7(y), ¥ € B(¢|¢"); denn B(¢|¢")w £ ist eine konvexe

Kurve.
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Setzt man jetzt B = (B—U)w U' = B'w U’, so ergibt
sich:

POW (B";F) < POW (B; b).

Bew. Fiir OCh X bzw. 7'(x) mit POW(F " K)=2bzw. xE F
ist K, T(x) Ew, d. h. POW (B’ ~ K) = 0 bzw. POW (B' " T'(x))
= 0, sowie POW(U' " K) = 3 bzw. POW (U' " T (x)) = 2. -
Fir OCh X' mit POW (F ~ K'Y= 1, K == T(x), x € F,
ist POW (B(¢]|¢) » K') = 1, also POW (B" n K') =
= POW((B —U) n K') + POW({(U — B(¢|t))y ~ K') +
+ POW(F ~ K') = POW(B n K'). - Fir K" €t mit
POW(FNK'")=0ist POW (B" "~ K'") = POW((B—B(¢|t') ~
N K'Yy < POW(B AK").

AuBerdem gilt: Aus BAK == 6 fiurein K €¥, folgt B ~ K==
== 0. Denn fiir  ~ K = 8 ist dies richtig; fir POW(F ~ K)=1
mit K = 7(x), x E F, ist B(¢|¢') ~K £ 0, also B ~K =+ 0;
fir POW(F~K)=2bzw. K=T(x), x & F, ist (J— B(¢|t)) ~
N~ K == 0, also wieder B ~ K) == 0. SchlieBlich ist bei hin-
reichend kleinem U auch POW (B"; ¥) = 3. Es gibt nimlich
M &t mit POW (B ~M)=3 und mit 7¢f M; es gibt aber
UCU mit U ~ M = 0, und fiir solche ist POW (B ~ M) = 3.

Ist # Dorn (und nicht Schnabel) auf B, so # Schnabel auf B'".
Wendet man das obige Verfahren auf 3" und 7 an, so ergibt sich
ein B* = B*(a|b), welches in beliebig kleiner Umgebung von ¢
zwei Schnibel besitzt, zwischen denen # liegt und wobei B* im
tibrigen die gleichen Eigenschaften besitzt wie 5.

Ergebnis: Ist t Dorn oder Schnabel auf B = B(alb), ferner S
lokale StiitzOCh an B in ¢, so gibt es Bogen B* = B*(a|4) mit
POW (B*;t) = 3 = POW (B; 1), welche nur in beliebig kleiner
Umgebung von ¢ von B verschieden sind, in # lokal von S ge-
stlitzt werden und auf welchen 7 reguldrer Punkt ist, in dessen be-
liebig kleiner Nihe auf B* 1 bzw. 2 Schnibel von B* liegen; im
Falle zweier solcher Schnébel liegt # zwischen ihnen. SchliefSlich
ist B* nicht beschrinkt, weil dies fiir B gilt. (Denn aus B K ==
=+ 0 folgt B* ~K == 0; esist B ~n K == 0 fir jedes £ & 1),
Insbesondere besitzt also B* genau so viele Wendepunkte i, w. S.
wie B.



Nicht beschrinkte Bogen 3.Ordnung 69

(3.2.2.) Durch Abrundung simtlicher Schnibel bzw. Dorne
von B* (vgl. (3.2.1.)) (die von s =¢# verschieden sind) nach dem in
Nr. 3.2., (1), benutzten (Juelschen) Verfahren erhilt man eine
Folge von Bogen B! = B! (a|6), n=1,2,...; mit POW (B ; f) =
= 3 und folgenden Eigenschaften: Jedes B besitzt nur
Wendepunkte, und zwar genau so viele wie B* Wendepunkte
i. w.S. besitzt; jedes B hat S = K (a, b) als AusnahmeOCh
mit s als Stiitzpunkt, und s ist regulirer Punkt auf B.; es
ist ¥ = lim B,. Da kein Schnabel oder Dorn von B* auf S
liegt, gibt es Umgebungen 4’ bzw. B’ bzw. S" von s auf B* mit
W = A4'v B'v S'" C B* ~ B,',' fur schlieBlich alle 7.

Um nun zu zeigen, dafl B* und damit auch B genau zwei Wen-
depunkte i. w. S. besitzt, mul} also gemif3 der Beh. am Beginn
der Nr. 3.1. nur noch gezeigt werden, dall mindestens eines der
B! nicht beschrinkt ist. Das ist aber (sogar fiir schlieBlich alle
B!') der Fall. Denn andernfalls gibt es K, € mit B ~K, =0
fiir alle 2. Wie in Nr. 3.2., (2), betr. Fall I1., gezeigt, kann o. B.
d. A. die Existenz von K = lim K, angenommen werden und
esistdann K = K (a,4). Andererseits gibt es, wegen W' C B* ~B./
fiir schlieflich alle 7, eine Umgebung w von X in f derart,
daB 0 == W' ~ K'C B) ~ K' fiir schlieBlich jedes 2 und jedes
K& w. Wegen K = lim K, liegen aber schlieBlich alle X, in w,
im Widerspruch zu B ~ K, = 0. — Man kénnte auch so
schlieflen: Da s reguldrer Punkt auf B* ist, liegt gemiB Nr. 3.2.,
(3.1.), fir die obigen B! der I.Fall aus Nr. 3.2.,(2), vor; es
sind also (unendlich viele) B! nicht beschrinkt.

Es besitzt also B genau 2 Wendepunkte i. w. S. sobald B nicht
beschrinkt und POW (B; ) = 3 ist. Damit ist der Satz in Nr. 2.

bewiesen.
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