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Die nichtlinearen Grundgleichungen der ebenen stationiren
isentropischen Strémungen von Gasen bei Vernachlissigung der
Viskositdt, der Wirmetibertragung und dullerer Krifte lassen
sich sowohl durch die wohlbekannte Berithrungstransformation
von Legendre als auch durch eine wohl weniger bekannte, von
P. Molenbroek (1890) und spiter auch von C. A. Tschapligin
(1904) ad hoc eingefiihrte Transformation! linearisieren.

In der vorliegenden Note wird gezeigt, wie sich die Linearisie-
rungsmethode von Molenbroeck und Tschapligin auf sehr
viel allgemeinere Differentialgleichungssysteme anwenden ldf3t.
Als Beispiel wird die Linearisierung der Grundgleichungen der
eindimensionalen nichtstationdren isentropischen Strémungen
von Gasen (Ausbreitung eindimensionaler nichtlinearer Druck-
wellen) erortert.

§1. Problem

Gegeben sind zwel partielle Differentialgleichungen erster Ord-
nung

(1'1) Gj(fpx: Pys Voo %) = 0, ]= 1,2

fiir zwei Funktionen ¢, ¢ der beiden unabhingigen Verinderli-
chenx, y. Wir nehmen an, daB sich die Gleichungen (1.1) nach den
Ableitungen einer der beiden Funktionen, etwa nach v, und

1Vgl. z.B. Sauer, R.: Einfitlhrung in die theoretische Gasdynamik,
3. Aufl. (1960), S. 83-85, Springer-Verlag Berlin-Gottingen-Heidelberg.
9 Minchen Ak, SB. 1965
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p,, auflésen lassen. Dann kénnen wir die Gln. (1.1) ersetzen durch

<1‘2) ’tlUx = P((px’ (py>! wy = Q<(Px’ (py)

und die Funktion p(x, 3) genligt, wenn die Ableitungen von P
und @ nach ¢,, und ¢, stetige Funktionen von x, y sind, der In-
tegrierbarkeitbedingung

0P ar 20 2Q
(13) a(px (px_y+ a(py (pyy - a,px (pxx+ a,py (pxy!

also der quasilinearen und in den zweiten Ableitungen homoge-
nen Differentialgleichung zweiter Ordnung

(14) a(pxx + Zéqyxy + c(pyy = 0.

Die Koeffizienten

9 é or
(15) a<(p"’ (py) L= ré—qQ,_’ Zb((pxl (py> L %_W ]
he ¥ x
or
c(‘Px) (p_y) L= __a(p_
'y

sind Funktionen der ersten Ableitungen ¢,, ¢, der gesuchten
Funktion, hingen aber von x, y und von ¢ nicht explizite ab.
Die Legendre- 7raunsformation

(1.6) u=q,v=¢, [=uxt+oy—g

verwandelt bekanntlich die nichtlineare Differentialgleichung
(1.4) fir die Funktion ¢(x, ) in die lineare Differentialgleichung

(1-7) a(u, v) f,, — 26(, 0) fu, + ¢(ut, ©) f = ©

fir die Funktion f(#, v).

Die Differentialgleichungen (1.2) lassen sich auch durch eine
Transformation anderer Art transformieren. Bei dieser Transfor-
mation (- im Folgenden als Transformation T bezeichnet —) wer-
den wie bei der Legendre-Transformation an Stelle von x und y
als unabhidngige Verinderliche

(1.8) u=g,(x,5), v=g¢,(x)
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cingefithrt (Ubergang zur ,, Hodographenebene'), und es wird wie
bei der Legendre-Transformation vorausgesetzt, daB in dem
in Frage kommenden x, y-Bereich die Gln. (1.8) nach x, y auf-
l6sbar sind, also

(1.9) r=2x(v), y=yu0).

Wihrend aber bei der Legendre-Transformation an Stelle von
@(x,y) eine neue Funktion f(u,v) = wx(u,v) + vy(n, v)—
— @(x(u, v), y(u, v)) eingefiihrt wird, soll bei der 7-Transforma-
tion die Linearisierung an den Funktionen

(1.10)
p(x(u, v), y(u, 0)) = P, v), p(x(w, ),y (1, v)) = ¥(x, )

selbst vollzogen werden.

§ 2. Durchfithrung der Linearisierung mittels der
T-Transformation

Aus den Gln. (1.8) und (1.2) ergeben sich die beiden Beziehun-
gen
(2.1) dyp = udx +vdy, dy = Pdx+ Qdy.
Unter der Annahme
(2.2) D:=uQ—ovP o0
folgt hieraus

Ddx = Qdop—vdy, Ddy =—Pdp -+ udy

oder
(2.3) dx = Ade+ Bdy, dy=A"dp+ B dy
mit den Abkiirzungen

(2.4)
A(u,z})::Q/[), B(u,'y):=—”/p, A’=—P/D, B'=u/D.

o*
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Die Integrierbarkeitsbedingungen

X,y — X

®v

vu)d yuv=yvu

der aus den Gln. (2.3) folgenden Bezichungen

(2'5) xu='A¢I¢+BTM’ y“=Al¢“+B’ Wu’
x,=A®,+BY, y,—=A®, + BV,

v

liefern dann fir @ (%, v) und ¥ (%, v) die linearen Differentialglei-
chungen

(2'6> ATI ®ﬂ _I- BII TV—AM QII—BK EPZI=O’

A:I ¢u + B”I Wll_Alll QU—BIII yjﬂ = O'
Hiermit ist die Linearisierung der Differentialgleichungen (1.2)
bzw. (1.1) vollzogen.

Zu jeder Losung @ (u, v), ¥ (x, v) der linearen Gln. (2.6) erhiilt
man aus den Gln. (2.3) lediglich durch Quadraturen

x=x(u,v) und y =y (u,v),

womit dann auch, falls die erforderlichen Eliminationsprozesse
ausfiithrbar sind, ¢ und y als Funktionen von x und y bestimmt
sind.

Bei Voraussetzung hinreichender Eliminations- und Differen-
zierbarkeitsbedingungen liefern die Gleichungen (2.6) vermége
der Integrierbarkeitsbedingungen

@uv — @U“’ TRU = Tl/!l

fiir @ und ebenso fiir ¥ eine lineare Differentialgleichung zweiter
Ordnung

(27) O((%, 'Z}) Quu + 2[9(%, ’U) gDurl + ’}/(%, 'U) Q;vu +
+ 200w, v)D, + 21, v) D, =0
bzw.

(28) 6—(,(%, Z/) gjuu + 25(2‘! 'U) y/url + 7(”’ 'I/) Wyv +
+ 2@, )V, + 27w, v) ¥, = 0.
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Durch geeignete Koordinatentransformationen in der =, v-
Ebene

(2'9) u = %(E’ 77)» v = 7/(5’ 77):

146t sich Gl. (2.7) auf die Normalform

(2.10) o (&) PF 4 yH(E ) ), + 0" (& ) DY +
+ " (&) Dy =0

bringen, wobei

(2.11) D* (& n) = P(u(& n), v n)

gesetzt ist. Analoges gilt fur Gl. (2.8) mit

(2.12) P& m) = (& ), v ).

Hierbei ist
(2.13) y* = o,

wenn Gl. (2.10) vom elliptischen bzw. parabolischen bzw. kyper-
bolischen Typus ist. Die Gln. (2.6) nehmen im elliptischen und
hyperbolischen Fall bei Verwendung der neuen Verdnderlichen
¢, 7 die Normalform an

(2.14) W= R(E, ) BE, W= S(& ) .

Man kann diese Gleichungen als Verallgemeinerung der
Cauchy-Riemann-Diferentialgleichungen betrachten, die sich
ergeben wiirden, wenn Gl. (2.10) sich auf die Potentialgleichung
o}, + @), = o reduzieren wiirde.

Ist die Differentialgleichung (2.10) vom hyperbolischen Typus,
dann kann man die Koordinatentransformation, Gin. (2.9), auch
so wihlen, daBl & = const und % = const die Gleichungen der
charakteristischen Kurven sind. Dann tritt an Stelle der Gl. (2.10)
die Normalform

(2.15) 2%, ) DL, + 1 E N P + 2V EN D =0
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und an Stelle der Gln. (2.14) erhilt man die Normalform
(2.16) V= MEn)P;, Y =N(EnD,.

In den folgenden beiden Paragraphen erliutern wir die hier
eingefithrte 7-Transformation durch zwei Beispiele aus der Gas-
dynamik (= Stromungslehre kompressibler Medien).

§ 3. Ebene stationire Gasstromungen

Wir betrachten eine stationdre zweidimensionale Stromung
eines Gases und vernachlissigen die Viskositit, dic Wirmeiiber-
tragung und duBere Krifte. Die Stromung sei wirbelfrei, woraus
sich ergibt, dal3 die Zustandsidnderungen des Gases isentropisch
sind. Dann ist die Dichte g eine Funktion des Druckes p und
a= l/f;—i ist die Schallgeschwindigkeit. Aus dem Energiesatz

(Gleichung von Bernoulli)
(3.1) wa’w—l—% =0,

wobei 7 der Betrag der Stromungsgeschwindigkeit ist, und der
Zustandsgleichung ¢ = o (p) folgt, daB p, p und @ durch die Na-
tur des Gases festgelegte Funktionen von w sind.

Sind # und v die Komponenten der Stromungsgeschwindigkeit
(w? = %? -+ v?), dann kann man ein Geschwindigkeitspotential
(%, ) und eine Stromfunktion yp(x,y) definieren durch?

(3-2) P =1 =10, Y= 0T, P, = Qu.
Die Gln. (1.2) spezialisicren sich daher zu
(3-3)
Y. = —09,, ¥, = 09, mit 0 = o(w) = o (Ve + ).

Daraus ergibt sich mit Hilfe der Integrierbarkeitsbedingung (1.3)
fiir das Geschwindigkeitspotential ¢ (x, ¥) nach elementaren Um-

2 Vgl. z. B. das in FuBinote 1 zitierte Werk, § 13.
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formungen die Differentialgleichung zweiter Ordnung

(3-4) (w—a®) ., —2uvg,, + (*—a%) @, =0

Die Koeffizienten sind Funktionen von ¢, und ¢, wegen
u= g, v=p, a=aw) =a(/g+7)

Bei der Durchfithrung der 7-Transformation nach § 2 beniit-
zen wir statt der Cartesischen Geschwindigkeitskoordinaten z, v
die Polarkoordinaten w = l/uz -+ 22 & = arctan (?[). Wir wer-
den sogleich sehen, daf3 die w, ¥ die Rolle der in den Gln. (2.9)
eingefiihrten &, 7 spielen, daB némlich bei ihrer Verwendung die
7-Transformation auf die in den Glm. (2.14) und (2.10) angege-
benen Normalformen fiihrt.

Wir verfahren nach § 2 und erhalten an Stelle der Gln. (2.1)
und (2.3)

(3-3) dp = udx + vdy, dy=—p(vdx—udy),
(3.6) ow?dx =opudp—vdy, owldy=pvdy + udy.
Setzt man dann entsprechend den Gln. (2.11) und (2.12)

(3.7) ¢ (x(w, ®), y(w, §) = O (w, D),
p(r(w, B), v, ) = ¥*(w,9),

dann erhilt man statt der Gln. (2.5)

(3-8)
o = e‘lli-'z (ou Dy — v VV,) = —;}— (cos ? @:—%sinﬁ TZ),
Y= e:yz (ov®s +u ¥y = TL— (sin B DF 4+ % cos & Yf:)
und
T = % (cos ) @;—%sin ) ’I’;),
(3-9)

. 1
Vo = % (51r119 Dy + ?cosz') T;)
Die Integrierbarkeitsbedingungen

ZXwo = Xows Yws = Vouw
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liefern hierauf nach elementaren Umformungen die den Gln.
(2.14) entsprechenden Bezichungen in der Normalform

L gw \ a*

(3.10) i (“’2 - 1) 5oy =2
Mit Hilfe der Integrierbarkeitsbedingungen
e =%, P,=o,

ergeben sich der Gl. (2.10) entsprechende lineare Differential-
gleichungen zweiter Ordnung, ndmlich

[ e
tafi— % -2 22 0r =o,

a® dw
(3.12) w?¥ +(1——)Yf§,,+w(1+ )FP,)—O

Diese Gleichungen sind bei —Z;—}- = o, d. h. wenn die Strémungs-

geschwindigkeit  kleiner, gleich oder gréBer als die Schallge-
schwindigkeit a ist (Unterschallstromungen, Schalldurchgang,
Uberschallstrémungen) vom elliptischen bzw. parabolischen bzw.
hyperbolischen Typus.

Die hier bentitzte 7-Transformation wurde, wie bereits in der
Einleitung® erwihnt wurde, schon von Molenbroek und
Tschapligin eingefiihrt.

§ 4. Eindimensionale nichtstationire Gasstrémungen

Wir betrachten jetzt eine nichtstationdre etndimensionale Stri-
mung eines Gases oder, was dasselbe ist, die Ausbreitung eindi-
mensionaler Druckwellen in Gasen. Bekanntlich hat sich mit die-
sem Problem bereits Riemann beschiftigt und bei dieser Ge-
legenheit das spiter als Riemannsche Integrationstheorte be-
zeichnete Charakteristikenverfahrent entwickelt.

3 Vgl. FuBnote 1.
4 Vgl. z. B. Sauer, R.: Anfangswertprobleme bei partiellen Differentialglei-
chungen, 2. Aufl. (1958), § 29, Springer-Verlag, Berlin-Gottingen-Heidelberg.
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Unter denselben Voraussetzungen wie in § 3 (Vernachldssigung
der Viskositit usw., isentropische Zustandsinderungen) existiert
ein Geschwindigkeitspotential p(x, f) und eine Stromfunktion
y(x, £), wobei jetzt die eindimensionale Ortskoordinate x und die
Zeit ¢ die unabhingigen Verinderlichen sind. Dann ist?

(4-1) P = P=¢, Yo =0 Y= UL
mit
dp u%? ¢ dp
(42) a’g=—udu——T, (3.].509'='—-T——‘ﬂ W’
u ist die Strémungsgeschwindigkeit, |#| = w ihr Betrag, p, ecin

beliebiger Bezugswert. Auf Grund der Gln. (4.1) und (4.2) sind

: o
<%

und demnach auch p, p und «

2
Funktionen von ¢ - % = tp,—{—%qoz, also p = p(@,, @),

0 = 0(¢x, ) und @ = alg,, ¢).
Aus den Gln. (4.1) erhidlt man sofort die den Gln. (1.2) entspre-
chenden Gleichungen

(4.3) Ve = 0(@us Py Ve = — @ 0(Ps> Po)-

Hieraus ergibt sich mit Hilfe der Integrierbarkeitsbedingung (1.3)
die Differentialgleichung zweiter Ordnung.

(4.4) (@®— ), —2uP,; — @, = O.

Die Koeffizienten sind nach dem Vorangehenden Funktionen
von ¢, und @, und sind wie in § 3 durch die Natur des Gases fest-

gelegt.

8 Vgl. z. B. Sauer, R.: Ecoulements des fluides compressibles (1951), S. 31/
32 und § 16, Verlag Béranger, Paris-Liége.
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An Stelle der Gln. (2.1) und (2.3) kommt

(4-5) do =undx + qdt, dy = o(dx—udt),

(4.6)
0-(* + q)dx = oudy + gdy, o-(w*+ q)dt = pdp—udy.

Vor der Durchfithrung der 7-Transformation gehen wir nun
von den unabhingigen Verdnderlichen #, ¢ zu neuen Verdnder-
lichen &, % Giber mittels

3 4
4.7) ) J=iu+] a2

ap
27 o

& nsind ,,charakbteristische Parameter'' im Sinne der Charakteri-
stikentheorie flir partielle Differentialgleichungen vom hyperbo-
lischen Typus,® d. h. § = const und % = const sind die Gleichun-
gen der Charakteristiken in der #, g-Ebene. DemgemidB wird die
T-Transformation auf die in den Gln. (2.16) und (2.15) angege-
bene Normalform fithren:

Auf Grund der Gln. (4.7) und mit Berlicksichtigung der Tat-

»
sache, daB3 p, o, @ und demnach auch J‘% Funktionen von

2
f G/ sind, ergibt sich
ag
o

48) w=¢&—r, "”—e+n,

0
2?

?
R o e

p=pE+m, o=e¢+n), a=all+n),

wobei die Funktionen w, p, o und 2 von & 4+ 7 wieder durch die
Natur des Gases festgelegt sind.
Entsprechend den Gln. (2.11) und (2.12) setzen wir

8 Vgl. z. B. das in FuBnote 4 zitierte Werk, S. 112.
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(4.9) @ (x(u, g), t(u, 9)) = D (&, 7),
v (x(n, q), t(z, ) = P* (&, n)

und erhalten dann statt der Gln. (2.5)

(4.10)

= —_ ! *
e = g UL+ oW, 2y =g (@u®) + g )
ff — _Q (uz+g) (Q@ — U YJZ.), t’l = m <Q¢* ” T:)

Eine zwar elementare, aber ziemlich langwierige Rechnung
liefert hernach auf Grund der Integrierbarkeitsbedingungen
Xeg = %

né? tén = t’IE

die den Gln. (2.16) entsprechenden Beziehungen

= M) 95, M
(4.11) i : mit l = F ?}-%IT)_
Pr = N (& 1) OF, N
und die der Gl. (2.15) entsprechenden linearen Differentialglei-
chungen zweiter Ordnung

(4.12) (M—N)®%, + M, D — N, D} =
@13) (g7 37) i 0l PE + Vw2 9] = o

Riemann hat in seiner oben zitierten Arbeit (vgl. FuBlnote 4)
nicht diese Differentialgleichungen benttzt, sondern eine aus
Gl. (4.4) durch Legendre-Transformation entstehende Diffe-
rentialgleichung. AuBerdem beschrinkte er sich auf spezielle
Gase, niamlich auf ideale Gase mit konstanten spezifischen Wir-
men.
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