
BAYERISCHE AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN 

MATHEMATISCH-NATURWISSENSCHAFTLICHE KLASSE 

SITZUNGSBERICHTE 

JAHRGANG 

1966 

MÜNCHEN 1967 

VERLAG DER BAYERISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN 

In Kommission bei der C. H. Bcck’schcn Verlagsbuchhandlung München 



Kohärente analytische Garben 

mit niederdimensionalem Träger 

Von Hans Kerner in München 

Vorgelegt von Herrn Karl Stein am 6. Mai 1966 

Einleitung 

Es sei Ç eine kohärente analytische Garbe über einer kom- 

plexen Mannigfaltigkeit (M, 0 ) und \Cj\: = {x £ M: Çx =T= (O) } 

der Träger von Ç. Wenn | Ç | eine mindestens l-codimensionale 

Teilmenge von M ist, so gilt bekanntlich Hom^j (Ç, 0) = o, weil 

G eine Torsionsgarbe ist. 
Für manche Untersuchungen ist es nützlich, auch Bedingungen 

für das Verschwinden der Satelliten des Funktors Hom zu ken- 

nen. Es ist naheliegend, zu vermuten, daß für eine kohärente 

analytische Garbe G, deren Träger mindestens 2-codimensional 

ist, auch die Garbe Exth (Ç, 0 ) verschwindet. 

Wir beweisen in dieser Note folgende Aussage: 

Ist Ç eine kohärente analytische Garbe über einer komplexen 

Mannigfaltigkeit (M, 0) mit codim | Q ] > r, r natürliche Zahl, 

so gilt 

Extgj (C/, 0 ) = o für i = o, 1, . . ., r — 1. 

Aus dieser Aussage ergibt sich folgende Charakterisierung der 

Codimension einer analytischen Menge A in einer komplexen 

Mannigfaltigkeit (.M, 0): 

Die Codimension von A in M ist gleich der größten nicht 

negativen ganzen Zahl r mit folgender Eigenschaft: Für jede 

kohärente analytische Garbe Ç über (M, 0) mit | Ç | C A ist 

Ext0 (G, 0 ) = o für alle i < r. 

Zum Beweis dieser Aussagen ziehen wir die Hebbarkeitssätze 

für Cohomologieklassen von G. SCIIEJA [4] heran. Für r — 2 
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42 Hans Kerner 

benötigt man lediglich den zweiten Riemannschen Hebbarkeits- 

satz. Daher gilt die Aussage für r = 2 auch noch über normalen 

komplexen Räumen. Wir untersuchen im zweiten Abschnitt, wie- 

weit die ScHEJAschen Hebbarkeitssätze und damit auch die oben 

angegebenen Aussagen noch für den Segrekegel 

X >1+1 ,,zn,w1.. ,,w„) Ei C-" : fi_ 
w

l 

Gültigkeit haben. 

§ 1. Garben über komplexen Mannigfaltigkeiten 

Zu den in dieser Arbeit verwendeten Begriffen aus der homolo- 

gischen Algebra und der komplexen Analysis sei auf CARTAN- 

EILENBERG [l] und SCHEJA [4] verwiesen. 

Es sei zunächst (X, Ff) ein komplexer Raum und Ç eine 

kohärente Ff-Garbe über X mit codim | G | > 1. Dann existiert 

zu jedem g 0 (jx, x EX, ein Nichtnullteiler h E Ff^ mit h ■ g = o. 

Für T E Hompp (Ç, H~)x gilt dann r (h ■ g) = h ■ x (g) = o, also 

T (g) = o und somit r = o. Damit ist gezeigt: 

Aus codim j Q \ > 1 folgt Hompp (Q, H) = o. 

Bei den Untersuchungen dieses Abschnitts beschränken wir 

uns auf komplexe Mannigfaltigkeiten. Als Hauptresultat dieser 

Arbeit beweisen wir 

Satz 1.* Ist Q eine kohärente analytische Garbe über einer kom- 

plexen Mannigfaltigkeit (M, 0), so gilt 

Extgj (Ç, (9 ) = o für o < i < codim | Ç |. 

Zum Beweis zeigen wir zuerst 

Satz 2. Ist Q eine kohäre7ite analytische Garbe über einem nor- 

malen komplexen Raum (X, Ff) und gilt codim | Q | > 2, so ist 

Extff ((/’> H) = °- 

* Die analoge Aussage in der algebraischen Geometrie wurde von 

A. Grothendieck bewiesen. 



Kohärente analytische Garben 43 

Beweis : Es sei x0 G X und o —► eFkf0 —> ßp"Q -* Ç —* o eine 

exakte Sequenz über einer Umgebung U(x0), wobei J*0 eine 

freie ff-Garbe ist. Dann ist auch 

0 -> Homjf (Cj, ff) Homjf (J?0, ff) 

Homj_f (eFlf0, ff) —> Extj^- (Q, ff) —» o 

exakt. G ist eine Torsionsgarbe, also Homjp (Ç, ff) = o. 

Daher ist 

o Hom^ (J?0, ff) Hom^ (e7kf0, ff) -* Extjp (Ç, ff) — o 

exakt. Ist U eine Steinsche Umgebung von ,r0 und setzen wir 

1 Ç j = : N, so hat man das exakte kommutative Diagramm : 

0 _ //o (£/, HomK(jr0,ff)) —>■ //o(U,HomK(UTf0,ff))- 

a| M 
o-H° ( U—N, Hom^ ( JF0, ff)) 77» ( £/_JV, Homff (oTf0, ff)) — 

 ^ H°(U, Extj^- (Cj, ff)) —> o 

y I 
Y 

- H» {U-N, Ext^(Ç,ff)). 

Dabei sind a, ß, y die Beschränkungshomomorphismen. 

Über £/—W ist (j die Nullgarbe, also auch f/°(U—W, 

Extj^(Ç, ff)) = o. Die Garbe Homp^Jq» ff) ist frei und N ist 

2-codimensional ; daher folgt aus dem 2. Riemannschen Hcbbar- 

keitssatz, daß oc bijektiv ist. 

Wir zeigen: ß ist injektiv. 

Es sei /« G H° (U, Hompp(eflT0, ff)) und /? (ft) = o. Ist .r G U 
und ■?* G (<&Wo)x , so wird der Keim hx : = fx (gx) G ff* durch 
eine in einer Umgebung V (x) holomorphe Funktion h repräsen- 

tiert. Wegen ß (ft) = o gilt h \ V —• N — o, also auch h = o. Dar- 

aus folgt [X = o, d. h. ß ist injektiv. 

Somit ergibt sich aus dem Diagramm: 

H°(£/, Ext^(Ç,ff)) = o. 
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Dies gilt für jede hinreichend kleine holomorph-vollständige 

Umgebung U ; also folgt daraus 

Extjf ((/’ = °- 

Damit ist Satz 2 bewiesen. 

Wir beweisen nun Satz 1. 

Es sei codim | Q | = r, r > 2, und 

eine freie Auflösung von Q über einer Umgebung eines Punk- 

tes x0 G M. Wir setzen ePl-f0 : = Ker (Jq, —*- Ç) und ePkfj : = 

= Ker (J*k —*■ für k = i, . . r. Bezeichnen wir mit hd die 

homologische Dimension (vgl. [4]), so gelten die beiden Aussagen : 

(Ir) M (Im (Homg (Jv_2> 0) -> Honig (cyV/r_2, 0))) < r— 2 

(IIr) Extg ((/, 0) = o für alle i < r. 

Wir beweisen zuerst Aussage (I2): Aus der exakten Sequenz 

o — ePIf0 — jE0 — Ç — o 

ergibt sich wegen Horrig ((4, 0) = o, daß der Homomorphismus 

Homg (J*0, 0) Homg (eHtfo,0) 

injektiv ist. Daher ist Im(Homg (Jf0, 0) —» Honig (ePkf0, 0)) = 

Honig 0) frei und somit Aö
7 (Im (Homg (^*0, 0 ) —*• Homg 

(ePk/o, 0))) < o. 

Die Aussage (II2) ergibt sich unmittelbar aus Satz 2. 

Wir beweisen nun: Aus (Ir) und (IIr) folgt (Ir+1). 

Es ist nämlich o —> eTkfj —>■ —>- ePkf5_1 —» o exakt, somit auch 

o Homg (eHf4_1, 0 ) -»■ Honig (Jq„ 0 ) ->■ Homg (ePkf^, 0 ) -» 

Ext^(e5WÄ_1,0) -> o 

und 

o —> Extg (o!Mk, 0) ->Ext'g1(c?P4_1, 0) ->o für i > o, k > o. 
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Insbesondere ergibt sich 

Extg (cM0, 0) = Ext' J1 ((/, 0 ), 

somit 

Ext-g (oMh 0 ) S Ext1+4+1 (Ç, (3 ). 

Nun folgt aus (II,,): 

Ext^ (o!Mr_3, (9) Gë Exf01(Ç, 0) = o. 

Daher ergibt sich aus der Exaktheit von 

o — c7tfr_2 -> Jv_2 -> c^kfr_3 — o 

die exakte Sequenz 

Hom0 {J'r—2,0 ) ->■ Hom0 (oZMr__2, (9) -* Ext^ (<tMr_3,0 ) = o. 

Setzen wir cBk : — Im (Hom0 (fk, (9 ) -* Hom0 (<tMk, 0 )), so ist 

o -> Hom0 (e7kfr_2,0) -> Hom0 (f,_j,0) — -> o 

exakt, also auch 

o -> -* Hom0(Jf _!,0) — — o. 

Die Garbe Hom0 (J^r—v0) ist frei. Wegen (Ir) folgt dann 

hd(Br_{) < r— l, also Aussage (Ir + 1). 

Nun ist noch zu zeigen: Aus (Ir + 1) und (IIr) folgt (IIr+1). 

Aus der exakten Sequenz 

o -> Hom0 (cMr_2, (9 ) -* Hom0 (J'r-!, 0 ) -»■ 

Hom0 (o!Mr_v 0 ) — Extjg (e5kfr__2,0 ) -*■ o 

ergibt sich wegen Ext^ (e?kfr_2, 0 ) — Ext£, (Ç) 0) die exakte 

Sequenz 

o -» ‘Br—! -> Hom0 (e5Wr_1( 0 ) — Ext@ (Ç, 0 ) -> o. 

Ist £/ eine holomorph-vollständige Umgebung des Punktes 

x0 Çz M und N = j Ç |, so erhalten wir das exakte kommutative 

Diagramm 
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a 

o —*• H°(U— AT, ïr_j) -» //° (£/— A7', Hom0 0 )) — 

Wie beim Beweis von Satz 2 zeigt man, daß ß injektiv ist. Wegen 

hd (Br__j) < r—1 und codim N>r-\-i folgt aus einem Satz von 

G. SCHEJA ([4], Korollar S. 355), daß oc bijektiv ist. Daraus ergibt 

sich ExtQ(Ç,(9) = o und damit ist Satz 1 bewiesen. 

Es sei noch erwähnt, daß sich Satz 1 nicht verschärfen läßt, 

denn er liefert folgende Charakterisierung der Codimension einer 

analytischen Menge in einer komplexen Mannigfaltigkeit: 

Satz 3. Eine analytische Menge A in einer• komplexer1 Man- 

nigfaltigkeit (M, 0 ) besitzt genau dann die Codimension r, wenn 

gilt-. 

(1) Für jede kohärente 0 -Garbe Ç über M mit | Ç | C A ist 

Extgj (ff, 0 ) = o für i = 0,1, . . ., r — 1. 

(2) Es gibt eine kohärente 0 -Garbe Ff über M mit | Ff \ C A und 

Beweis: Es sei J die Idealgarbe aller auf A verschwindenden 

holomorphen Funktionskeime und Ff:—(D/J■ Ist x0 G A ein 

gewöhnlicher Punkt von A, so dürfen wir annehmen, daß M = C" 

mit den Koordinaten zv . . zn und x0 = (o, . . ., o) sowie f die 

von z1, . . ., zr erzeugte Idealgarbe (zv . . ., zj) und 

ist. Es ist wohlbekannt, daß Extg)(0/(-s,
1, . . -,zr),(9) 4= o ist 

(vgl. CARTAN-EILENBERG [1], S. 123, Ex. 9). 

Ein einfacher Beweis dieser Aussage ergibt sich durch In- 

duktion nach r. Für r = O ist die Aussage trivial. Sie sei für ein r 

richtig. Dann ist die Sequenz 

H°(U, Ext^eg.D)) -o 

M° {U—N, Ext^ (ff, 0 )) =0 

Extg, (Ff, 0)=t=o. 

A = {(zv . . z„) G C" : zx = . . . = zr = o } 
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0 — 0/(*!,..,2r) (9 l(zV-.,2r)-*&l(zv..,Zr+1) -* O 

exakt, wobei der mit zr+1 bezeichnete Homomorphismus die Mul- 

tiplikation mit zr+1 bedeutet. Daraus ergibt sich die exakte Se- 

quenz 

o -* Extg, (0 / (zv ..,zr),&) ► Extgj (0 / (zv . .,zr), 0 ) -> 

E xtr^1(&/(z1,..,zr + 1),(9). 

Aus Extrg 1(0 l(zv ■ .,zr + 1),(9) = o würde Ext<j>(0 l(zv. .,zr),Q)=o 

folgen, im Widerspruch zur Induktionsannahme. 

Damit ist gezeigt, daß für jeden gewöhnlichen Punkt x0 £ A 

gilt: Extg,(JHL, 0) =)= O, wenn A in x0 r-codimensional ist. Dar- 

aus und aus Satz i folgt die Behauptung. 

Wir geben noch zwei Folgerungen an: 

Korollar 1. Sind oSl und 2 kohärente analytische Garben 

über der komplexen Mannigfaltigkeit (M, 0 ) und ist a : clA —> ft 

ein Garbenhomomorphismus, so ist der induzierte Homomor- 

phismus 

ExtQ(B,(9) -*■ Ext'0(e^, 0) 

für o < i < min (codim | Ker a |, codim | Coker a | — l) bijektiv. 

Beweis: Sei Ç1 : = Ker a, '■ = Coker a und ePkf : = Im a. 

Dann ist 

o —* (f^ —aA —■* elTkf —» o und o —>■ eHtf —> 3 —* Ç2 —»■ o 

exakt. Daraus erhält man wegen Satz l für 

i <f min (codim | Kera |, codim | Coker a | — l) 

die exakten Sequenzen 

o = Ext'ö1 (Çlt 0 ) - Ext^ (cHf, 0 ) - Extg, {pA, 0 ) -* 

Ext^ (C/j, 0 ) = o 
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o = Ext’0 (Çn, 0 ) Extg, (B, 0 ) -> Ext'0 (c7V1, (9 ) -»• 

Ext'^1 (Ço , 0) = o. 

Daher sind die Homomorphismen 

Ext^CS, (9 ) — ExtkCeTkf, (9 ) und Extfe(c7kf, 0 ) - Ext^M, 0 ) 

bijektiv. 

Aus Korollar l ergibt sich unmittelbar das für Anwendungen 

nützliche 

Korollar 2. Ist o —> (4 —> ex? —> B —*► o exakte Sequenz 

kohärenter analytischer Garben über der ko?nplexen Mannig- 

faltigkeit (M, (9), so gilt'. 

Extg, (B, (9 ) = Extgj (oA, (9 ) für o < f < codim | Ç ]. 

§ 2. Garben über dem Segrekegel 

In diesem Abschnitt soll untersucht werden, wieweit die Heb- 

barkeitssätze von SCHEJA und damit auch Satz l noch für Gar- 

ben über dem Segrekegel gelten. Es sei 

X’ '» + 1 . 0: 1 • 

\ ,— /-»2 n ^*1 e C : — 

der Segrekegel der Dimension n -j- l. Man kann Xn + l durch 

Niederblasen der Nullschnittfläche eines Vektorraumbündels V 

über dem eindimensionalen komplex-projektiven Raum P mit 

typischer Faser Cn erhalten (vgl. [2]). Der singuläre Punkt von 

X" + 1 sei mit x0 bezeichnet. Dann gilt: 

Satz 4. Ist G ein Teilgebiet des Segrekegels X” + 1, so sind für 

jede freie Garbe V über Xn +1 die Beschränkungshomomorphismen 

H’(G, J>) -* H'(G {x0}, J<) 

für o<i<n — 2 bijektiv. 
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Beweis: Es genügt, den Satz für den Fall zu beweisen, daß J~ 

gleich der Strukturgarbe Ff von X : = X” + 1 ist. Es sei (9 die Struk- 

turgarbe des Bündelraumes V undzr : V—*P die Bündelabbildung. 

Weiter sei N die Nullschnittfläche des Bündels (V,n,P) und 
—1 

p : V —» X die Modifikationsabbildung mit p (^0) = N. Versieht 

man X mit der Quotientenstrukturgarbe J/, so gilt hf = Po((9), 
wobeip0((9) die nullte Bildgarbe bezeichnet. 

Wir setzen U : = p (G) und bezeichnen die eingeschränkten 

Abbildungen p\U G bzw. n \ U —* P mit 'p bzw. 'n. Ohne Ein- 

schränkung der Allgemeinheit dürfen wir x 0£G annehmen ; dann 

ist 'n U —* P surjektiv. Wir bezeichnen noch mit "p bzw. "n 
die eingeschränkten Abbildungen p\U — N —»• G— {^o} bzw. 

n\U— N—P. 
Nach einem Satz von GRAUERT-REMMERT ([3], S. 417, Satz 6) 

hat man für jedes i > o ein kommutatives Diagramm 

H\G, >o(0)) H\U,0) 

H'(G-{x,\ "p0 (0)) 

in dem ax und a2 die Beschränkungshomomorphismen bedeuten. 

Der Homomorphismus ß2 ist bijektiv, weil "p : U—N —»• G—{x0} 
biholomorph ist. Für i < n—2 ist nach SCHEJA ([4], Korollar 

S. 355) a2 bijektiv, weil N eine w-codimensionale analytische 

Menge in U ist. 

Nach GRAUERT-REMMERT ([3], Satz 6) ist ß1 bijektiv, wenn für 

alle Bildgarben gilt: 'pg(0) = o für q — 1,2,... . 

Die Bildgarbe 'pg{(9) wird durch das Garbendatum 

definiert, wobei W eine offene Menge in G ist. Nun sei 

W C G eine holomorph-vollständige Umgebung von x0 und 

W[ := P—{o}, Wo := P—{00}; dann ist (W[, Wß) eine 

Steinsche Überdeckung von P. Setzt man Wk : = n(W’k)n, p (W) 
für k = 1, 2, so ist (Wv W2) eine Steinsche Überdeckung von 

'P (MO- Daraus folgt 'pg((3) = o für q j> 1 (vgl. [3], S. 241). 
4 München Ak. Sb. 1966 
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Wir zeigen nun, daß auch 'p\((3) = o ist. Ein Element aus 

(JV), (9) wird durch eine holomorphe Funktion / £r 

H°(W1 r\ W2, (3) repräsentiert. Bezeichnen wir mit (tv . . ., fn) 

die Koordinaten in der Faser C” des Bündels n : V —>► P, so gibt 

es eine Entwicklung 

/(s, = y 
Vu.., 

..,Vn (/)■% c, SEW;^ w', 

die für j tx \ < e, . . | tn | < e konvergiert, wenn e > o hin- 

reichend klein gewählt wird. Die Koeffizienten av Vn dieser 

Entwicklung sind dabei holomorphe Schnitte über W'Y r-i K im 

Geradenbündel (F*)Vl + ■■■ + Vn über P, das folgendermaßen defi- 

niert ist: Das Bündel F kann in die direkte Whitneysche Summe 

F = Fx0 .. • 0 V1 von n Geradenbündeln Vx über P zerlegt werden. 

V* sei das zu V1 duale Geradenbündel und ( F*)v‘+ ■ • •+ Vn das 

(vx + . . . + rj-fache Tensorprodukt von F*. 

Die erste Cohomologiegruppe von P mit Werten in der Garbe 

der Keime von holomorphen Schnitten im Bündel ( F*)1"1 + '" + v" 

verschwindet. Daher gibt es Schnitte a'v _ Vn bzw. aj Vn in 

(V*)Vl + "' + Vn, die über W[ bzw. WÔ holomorph sind, so daß 

= 
a

v1,..,v„ — a
v[,..,v„ über W[ W2 gilt. Wie in [2], 

S. 259, zeigt man, daß aVi Vn und Vn so gewählt wer- 

den können, daß die Reihen 

f ■ X av1, .., Vn (p) ■ ■ • ■^n" und 
Vlt .., vn = o 

f" := X {s)t\l....tv
H
n 

v„ .., V„ = o 

für |/x| <e,...,\tn \ <e konvergieren. In einer hinreichend 

kleinen Umgebung von N gilt dann / = f — f". Daraus folgt 

'A(Ö) = o. 
Aus dem oben zitierten Satz von GRAUERT-REMMERT folgt, 

daß auch ß1 bijektiv ist. Somit ergibt sich aus dem Diagramm, 

daß 04 für i<n — 2 bijektiv ist. Wegen p0(Q) = H ist damit 

Satz 4 bewiesen. 

Nun läßt sich der Beweis von Satz 1 auf Garben über dem 

Segrekegel übertragen und man erhält: 
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Satz 5. Ist Ç eine kohärente analytische Garbe über dem 

Segrekegel (X” + 1, ff), so gilt: 

Extj^-(Cj, ff) = O für o < * < min (n, codim j Q |). 

Literatur 

[1] CARTAN, H. and S. EILENBERG: Homological Algebra. Princeton Math. 
Ser. 19, 1956. 

[2] GRAUERT, H. und H. KERNER: Deformationen von Singularitäten kom- 
plexer Räume. Math. Ann. 153, 236-260 (1964). 

[3] GRAUERT, H. und R. REMMERT: Bilder und Urbilder analytischer Gar- 
ben. Ann. Math. 68, 393-443 (1958). 

[4] SCHEJA, G. : Riemannsche Hebbarkeitssätze für Cohomologieklassen. 
Math. Ann. 144, 345-360 (1961). 



ZOBODAT - www.zobodat.at
Zoologisch-Botanische Datenbank/Zoological-Botanical Database

Digitale Literatur/Digital Literature

Zeitschrift/Journal: Sitzungsberichte der mathematisch-physikalischen
Klasse der Bayerischen Akademie der Wissenschaften München

Jahr/Year: 1967

Band/Volume: 1966

Autor(en)/Author(s): Kerner Hans

Artikel/Article: Kohärente analytische Garben mit niederdimensionalem
Träger 41-51

https://www.zobodat.at/publikation_series.php?id=20955
https://www.zobodat.at/publikation_volumes.php?id=56355
https://www.zobodat.at/publikation_articles.php?id=373190

