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Bestimmung der nicht-beschrinkten Bogen
dritter Ordnung mit Doppelpunkt in projektiven
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Von Otto Haupt in Erlangen

Vorgelegt am 4. November 1966

Es sei £ eine topologisch ebene projektive Ebene und F ein
System von ,,verallgemeinerten Geraden'* X (vgl. Nr. 1.1. der
vorliegenden Note). In einer fritheren Note ([1}*, vgl. auch [2],
Nr. 3. 2. 5.6.) waren alle einfackenn Bogen dritter Ordnung be-
ziiglich P bestimmt worden, die nicht f-beschrinkt, d. h. zu kei-
nem K & F fremd, sind.

In der gegenwirtigen Note sollen nunmehr alle nicht E-be-
schrinkten Bogen dritter Ordnung (beziglich ) mit Verzwei-
gungspunkt Doppelpunkt bestimmt werden. Das Ergebnis lau-
tet:

Es sei B = B (a'|a") ein (Durchlaufungs-)Bogen, mit den
Endpunkten @', 2’"; und es sei B von dritter Ordnung beziiglich
P (vgl. die Definition in Nr. 1.2.). Besitzt B Doppelpunkte, so
genau einen, etwa &, und in B ist genau eine, & enthaltende ein-
fache Kurve C enthalten; auBerdem ist die Verzweigungsord-
nung von & (vgl. Nr. 1.2) entweder 3 oder 4. — Sei jetzt tiberdies B
nicht f-beschriinkt. Es besitzt € entweder die Ordnung 2 oder 3.
Im ersten Fall ist By = (B — C) w {d} ein f-beschrinkter einfa-
cher Bogen der Ordnung 3 mit einem Dorn als einzigem f-singu-
liren Punkt. Im zweiten Fall ist Bjein Bogen der Ordnung 2 und es
kann B ev. zu einer Kurve der Ordnung 3 erweitert werden (Ge-
naueres in Nr. 3. 4., Satz, und Nr. 4. 2., Satz.).

* [1] oder [2] im Text verweist auf das Literaturverzeichnis am Schlusse
der Note.
11* Miinchen Ak, Sb, 1966
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Auf die allgemeinere Frage nach einer geeigneten Klassifika-
tion der (ebenen) Kontinua von dritter, ev. auch schwacher, Ord-
nung soll an anderer Stelle eingegangen werden.

§ 1. Yorbemerkungen

1.1. Es sei £ die gewdhnliche projektive Ebene (oder ein topo-
logisches Bild von ihr); in % sei gegeben ein System F von, als
Ordnungscharakteristiken, kurz OCh, bezeichneten ,,ver-
allgemeinerten Geraden’ X, d. h. von einfachen Kurven X in £
mit folgenden Eigenschaften: Durch belicbige zwei Punkte x,
y & E isteindeutig ein K &€ Emitx, ¥y € K bestimmt, in Zeichen
K = K (x,¥); es ist K (x, ) stetige Funktion von (x, y): schlieB-
lich ist K m K’ einpunktig fiir beliebige X, X' € F mit K 4= K’
und X n K’ ist stetige Funktion von (X, X") (vgl. Niheres in
[2], Nr. 3.1.2.).

Ist Ky € F und wird £, = £ — K, gesetzt, so wird
Ey— Eyn K fir jedes K & ¥ — {K} Vereinigung zweier offe-
ner, fremder, von £y n K in £ begrenzter (E-)Halbebenen in
E,, der sogenannten beiden Seiten X («) = X («; ££y) von K in
£y, wobei « = + oder o0 = — ist.

Eine Menge M C E heillt B-konvex, wenn M — K fir jedes
K & F entweder leer oder ein Punkt oder eine £-Strecke, d. h.
Teilbogen eines K & f, ist. Ferner heilt M E-beschrinkt,
wenn es eine OCh K’ gibt mit 7 ~ K’ = 0; z. B. ist also jedes
M mit M C E, B-beschrinkt. (47 bezeichnet die abgeschlossene
Hille von M und M den offenen Kern von M/ (in F)).

Ist Ket—{Kyundx € £y~ K,s0 wird £y ~ K durch x
in die beiden (in £, abgeschlossenen) bis auf ihren gemeinsamen
»Anfangspunkt x fremden HalbOCh K/ (x; 4) zerlegt;
es heiBt K Triger von K/ (x; +) und von K4 (x; —).

Sind A', H" C E, HalbOCh mit dem gleichen Anfangspunkt
/4 & E,aber mit verschiedenen Trigern, sosei W = W,(H', H'")
C I, der offene, -konvexe, von H' und H'" in £, begrenzte
»Winkelraum*'; es ist dann Wy (', H'') E-beschriinkt.

Unter einer (£-)Umgebung von x € £ wird jede Umgebung
des Punktes x in £ verstanden. Die Bezeichnung (E-)Umgebung
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einer OCh X sowie spiter z. B. lim K, (K, & ) bezieht sich auf
die Metrik im Raum der kompakten Teilmengen von £; in die-
sem Sinne ist auch der Begriff der Stetigkeit von £ ~ K’ in Ab-
hingigkeit von K, K’ usw. zu verstehen.

1.2. Unter einem Bogen bzw. einer Kurve in £ wird jedes
cindeutige, stetige Bild in £ der Strecke bzw. der Kreisperipherie
verstanden; handelt es sich um topologische Bilder, so sprechen
wir von einfachen Bogen bzw. Kurven; falls Mifverstindnisse
ausgeschlossen sind, kann auf die Hinzufiigung von ,,einfach*
auch verzichtet werden.

Ist der Bogen B erklirt vermége der stetigen Abbildung
Jfix— f(x) furx € [o,1] mit £ (x) € £, so heiBe die Menge (der
Bildpunkte) F = f ([0,1]) = { f(x): x € [0,1]} auch der Triger
von B. Ist die Menge {x: f(x) = p} der Urbilder des Punktes
# € F mehrpunktig, so heilt p ein Doppel- oder Verzwei-
gungspunkt, kurz VP, von B oder von /. Da wir es im Folgen-
den nur mit Bogen (bzw. Kurven) 5 zu tun haben werden, die ge-
nau einen VP besitzen, so kann und soll B als Vereinigung von
(héchstens vier) ernfacken Bogen betrachtet werden, die bis auf
Endpunkte paarweise fremd sind. In einem VP & , minden”
Teilbogen S, von B, die bis auf & paarweise fremd (und hinrei-
chend klein) sind und deren Anzahl als die Verzweigungsord-
nung VO = VO (d; B) von d auf B bezeichnet wird; es ist also
S; ' S; = {d} fiir / 4 7 und es ist @ Endpunkt eines jeden S,.
Definitionsgemidl3 ist VO (4; B) 2 3. Fur uns kommt nur
3 < VO(d; B) <4 in Betracht (vgl. Nr. 2.1.).

Ein einfacher Bogen (oder Kurve) heilit E-konvex, wenn B voll-
stindig auf der Begrenzung seiner E-konvexen Hiille liegt; es ist
dann B m X fir jedes X € E entweder leer oder einpunktig oder
zweipunktig, sofern B keine ¥-Strecken enthilt, was im Folgenden
immer der Fall ist. Alle f-konvexen Bogen und Kurven sind
f-beschriinkt (denn durch jeden Punkt x eines solchen Bogens
(einer solchen Kurve) B geht eine, bis auf x zu B fremde OCh
(vgl. [2], Nr. 3.1.5.).

Ist A C £ irgend ein (cinfacher) Bogen mit den Endpunkten
a', a”’, wobei also @' 5= " fir cinen Bogen, so setzen wir

A=A @a")yundd =4 —{a'}—{a"}. Ist x € A N E,, fer-
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ner U eine B-konvexe Umgebung vonx in Zqgund X & Fmitx € X,
so heille x S#itzpunkt von 4 mit (und) K, ferner X StiitzOCh
an 4 inx, wenn (4 —{x}) " UC K (&) ~ U fiir ein & = - bei
hinreichend kleinem U; andernfalls heilit x ScAnizzpunkt von A
mit (und) X.

Man bezeichnet mit POW (4 m K) die Anzahl (Kardinalzahl)
der Punkte von 4 m~ K und als Punktordnungswert
POW (4; ¥) von A4 beziiglich £ das Maximum der POW (4 n X)
fur alle K &€ ¥), falls dieses Maximum existiert. — [st POW (4 m X))
endlich fir jedes K & F, so ist 4 frei von E-Strecken. Einfache
Bogen und Kurven B ohne E-Strecken sind f-konvex genau dann,
wenn POW (B £) = 2 ist.

1.3. Es seien 4’ = A’ (y|a’), 4" = A" (y|a’) F-konvexe
Bogen mit 4” ~ A" = {y}. Dann existiert in ¥ an 4’ sowie an
A" die (}-)Halbtangente A" = H' (y) bzw. A" = H" (¥), d. h.
die HalbOCh A’ (y) bzw. A"’ (¥), welche Limes ist der HalbOCh
H (y;2) mit dem Anfangspunkt y und mit 2 € H (¥;2), v & 2,
sowie mitz & 4'bzw.z & A" und mitz —y (vgl. [2], Nr. 3.1.6.).
Zugleich ist der Tridger 77 bzw. 77" von A’ bzw. von H”, die
sogen. E-Tangente 7" bzw. 7" in y an A" bzw. an 4", der Li-
mes der OCh K (2, x") bzw. K (2", x") mit 2’2" & A’ bzw.
Z, 2" € A" und mitz',x" —y bzw. 2", 2"’ —;y (2" F 2, 2" = 2"");
T'bzw. T ist daher auch (die) f-Parantingentec an 4’ bzw. an
A" iny. — Im Folgenden seio. B.d. A. 4" v A" C E,.

(a) Es heiBe ¥ ein echter Hut (auf 4"« A""), oder: es bildet
(besitzt) 4"« A" in y einen (echten) Hut, wenn 77 == 77 und
wenn 4 ' VA" C W (H',H'")Y(Vgl. 1) Ist 7" =7T" = H' v H"”
und liegen 4’ und 4" auf der gleichen Seite 77(x) von 77, so
heiBt y ein unechter Hut.

(b) Es heiBle ¥ ein Dorn bzw. eine Dornspitze (auf 4w A"),
wenn 7' == 7" ist und 4’ v 4" C E,— W, (H', H") gilt bzw.
wenn H' = H' ist sowie 4’ und 4" auf verschiedenen Seciten
T (+), T(—) von T = 7" = 7" legen.

(e) Es heile y ein Schnabel (auf 4"« A""), wenn 7" == 7" und
wenn 4’ und 4" auf der gleichen Seite genau cines der 77, 77,
etwavon 77, liegensowie A’ C Wy (H',\H'"), A" CEy — Wy (H',H").
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(Schnabelspitzen, bei denen 4’ = A", also 7" = T’ ist, sind hier
ausgeschlossen, vgl. unten.)

(1) Es heifit y Wendepunkt (auf 4" v A"), wenn7'=7"=7T
und A" W H" = Tund wenn 4" C T (o), A" C T(—a), &« = +
oder o = —.

Ist U eine hinreichend kleine ZUmgebung von y und B =
= (A" A"”) n U ein Bogen, so gilt:

(a") Ist y ein Hut, so ist POW (B; ) = 2 (und umgekehrt).

(b)) Ist y Dorn oder Dornspitze, so ist POW (B; f) = 3; und
zwar ist POW (B n K) = 3 fiir jedes zu 7" oder zu 7" hinrei-
chend (in ¥) benachbarte £ & £ mit POW (4’ n K) = 2 oder
mit POW (4" ~ K) = 2.

(e¢") Ist y ein Schnabel (aber nicht Schnabelspitze), so gibt es
unter den 4", A" genau eines, etwa 4’, von folgender Art: Es ist
POW (B ~ K)= 2 bzw. = 3 fur jede zu 7" bzw. zu 7" hin-
reichend benachbarte OCh £ mit POW (4'~ K) = 2 bzw.
POW (4" n K) = 2.

Anmerkung. Fir eine Schnabelspitze gibt es zu 7" = 7"
beliebig benachbarte OCh K mit POW (B m K) = 4. Deshalb
treten Schnabelspitzen bei Bogen £ mit POW (B; £) = 3 nicht
auf.

(@) Ist y Wendepunkt, so ist POW (B~ K) =3 fur jede
zu 7 = 7' = T" hinreichend benachbarte OCh X mit
POW (4" m~ K) = 2 oder mit POW (4" n K) = 2.

1.3.1. Die in Nr.1.3., (b") bzw. (¢') bzw. (d’) definierten, den
7', 7" bzw. dem 7" bzw. dem 7 entsprechenden OCh K it
POW (B n K) = 3 bzw. OCh K mit POW (B n K) = 3 mégen
der Kiirze halber als maximal bezeichnet werden ebenso wie
die zugehorigen A') A" bzw. A" bzw. A’, A". Fur Dorn und
Dornspitze sowie fiir den Wendepunkt sind also A’, 4" beide
maximal, fir den Schnabel ist aber nur eines der 4’, A” maximal,
ndmlich nur 4”. Auch die Zangente im gemeinsamen Endpunkt
von A" und A" an ein maximales 4’ bzw. 4" heile maximal.
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§ 2. Bogen von 3. Ordnung mit Verzweigungspunkt

2.1. Vor. Es besitze B Verzweigungspunkte. Auflerdem sei
POW (B; F) = 3.

Beh. (1) Es besitzt B genau einen Verzweigungspunkt (kurz
VP) & und dieser besitzt die Verzweigungsordnung (kurz VO)
Drei oder Vier. — (2) Es ist B Vereinigung endlich (sogar be-
schrinkt) vieler f-konvexer Bogen.

Bew. Betr. VO (d;B) < 4 fiir jedenn VP 4. Indirekt. Andern-
falls gibt es mindestens 5 in 4 miindende Teilbogen S; (vgl.
Nr.1.2.). Ist x; € S; beliebig, so liegen in einer hinreichend
kleinen £ZUmgebung von & (mindestens) 3 der S}, etwa S, Sy, S;
auf der gleichen Seite der OCh K; mit x,, d € K,; es gibt
daher zu K, beliebig benachbarte K{ € Emit x; & K{ und mit
S A(K1—{x)) & 8, =1,2,3; somit wire POW (B~ K;) > 4
im Widerspruch zu POW (B;¥) = 3.

Betr. Finzigkeit des VP. Sind &', d" VP von B und ist K =
=K (', d") E ¢ soliegen in ZUmgebungen U’, U"von &’ und 4"
je (mindestens) 2 der (mindestens 3) in &' bzw. in &” mindenden
Teilbogen von B auf je der gleichen Seite von KX in U’ bzw. in U”;
dann gibt es aber zu X beliebig benachbarte OCh A mit
POW (B ~ K) > 4. Widerspruch.

Betr. Stiickweise B-Konvexitit von B. Jeder Punkt x &€ B be-
sitzt gemidl Beh. (1) eine Umgebung auf B, die Vereinigung end-
lich vieler einfacher Bogen je vom POW < 3 ist. Und jeder
solche Bogen ist stiickweise E-konvex (vgl. [2], Nr. 3.2.4., 3.2.35.).

2.2.In B enthaltene einfache Kurve.

Es sei B = B (a' | a") ein Bogen (&' == ") mit (genau) einem
Verzweigungspunkt & und mit 3 < VO (Z;B) <4. Es ist B
Vereinigung aus einer, & enthaltenden, einfachen Kurve ¢ und
aus 1 bzw. 2 cinfachen, in & miindenden Teilbogen B;, je nach-
dem VO (d; B) = 3 bzw. = 4 ist.

In der Tat: Nach Voraussetzung besitzt B genau zwei End-
punkte, ndmlich 2" und @". In & minden Teilbogen 7} von B,
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wobei 2 =1, ..., VO(d; B) mit 7, ~ 7; = {d} fir 7 4 ;. Es
sei 7' der groBte abgeschlossene, 7', enthaltende Teilbogen von
B mit 4 & 7. Unter diesen 7' miissen mindestens zwei iden-
tisch sein; da nimlich aus 7;" ~ 7}’ = {4} folgt (¢ &= ;), daB
7" =7} ist, und da 3 < VO (<; B) ist, besiBe B mindestens drei
Endpunkte, falls alle 7; bis auf & fremd wiren. — Ist also etwa
7, = T, so ist 7}' eine in B enthaltene Kurve C. Wird dann
7y = T4 und — falls VO (d; B) = 4 ist — auch 7, = 7’ gesetzt,
sosind 77, 7y und (gegebenenfalls) 7', paarweise fremd bis auf 4.
Fir VO(d; B) = 4 ist B= B(a'|a")= T, v T3 v T, mit
T,=B(d|a') und T,= B(d|a"), wobei d =+ a',d = a" und
a' & a". Hingegen fiir VO (d; B) = 3 ist etwa T3 = B (d|a’)

und &" = d.

2.2.1. Es sei B ein Bogen mit dem Verzweigungspunkt & und
mit POW (B; E) = 3. Dabei sei C die (gemif Nr. 2.2. und 2.1.)
einzige, in B enthaltene, einfache, den einzigen Verzweigungs-
punkt & von B enthaltende Kurve. Wir unterscheiden dann (ge-
mil Nr. 2.2.) die folgenden Fille: Hinsichtlich VO (&; B):

I.Fall. Esist VO (d; B) = 4; I1.Fall. Esist VO (d; B) = 3.

Hinsichtlich C:

1. Fall. Esist POW (C; E)=2; 2. Fall. Esist POW (C; ) = 3.

(Weil ndmlich C streckenfrei ist, gilt POW (C; £) > 2; und
wegen C C B ist auch POW (C; ) < 3.)

Die vier, durch Kombination der Fille 1., II., 1., 2. sich
ergebenden Moglichkeiten werden jetzt einzeln diskutiert.

2.3. Es sei VO (d; B) = 4 (Fall1.). Hier ist B = B (a'|a") =
=Cuw B VB mitB =B(|a),B"=B(d|a)undB' ~ C =
=B""C=2B nB" = {d}. Es sei dann V' bzw. V" eine hin-
reichend kleine, einseitige Umgebung von d auf B' bsw. auf B”.
Ferner seien (', C" hinreichend kleine, einseitige Umgebungen
von d auf Cmit (' ~ C" = 0. O. B.d. A. werden die V', V" als
f-konvex angenommen (vgl. Nr. 2.1., Beh. (2)) und ebenso die
C’, ¢". Die Halbtangenten in & an B’, B", (', " seien bzw.
Hy, Hy, H., H und ihre Triger bzw. Ty, Ty baw. T;, T¢ .

Ist dagegen VO (d; B) = 3 (Fall 11.), so fallen etwa B, Hy,
7 fort.
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§ 3. Der Fall POW (C; f) = 2 (Fall L.)

3.1. Betr. die Kurve C gilt folgende
Beh. duwf C ist d ein echter Hut (sowohl im Fall 1. als im
Fall1l.)

Bew. Andernfalls ist & uncchter Hut, also 74 = 7/ =

= H.w H; = T. Dabei ist 4 Stiitzpunkt von € auf 7 und es
ist C f-beschrinkt (gemidB Nr. 1.2. bzw. [2], Nr. 3.1.5.2., Satz,
und 3.1.5.3., Satz 3., weil POW (C; £) = 2). Daher kann C C E,
und C—{d} C T'(+)C Ey— £y~ 7 angenommen werden,
wobei 7(+4) eine der beiden, in £y — £, m 7 enthaltenen
F-Halbebenen bezeichnet (vgl. Nr. 1.1.).

(1) Es sei (wie in Nr. 2.3.) V" bzw. I’” eine hinreichend kleine,
E-konvexe, einseitige Umgebung vond auf (B —C)mit V' V"=
= {d}, wobei € = C—{d}. Es ist I” (|: 7(+); und ebenso,
wenn Fall I. vorliegt, I'” (i: 7(+). = Ist ndmlich /(C) das Innere
von C, so folgt aus z. B. V' C 7(+), daB entweder (i 1) V' C
CT(+)—J(C) = A(+4)oder (i2) V" C J(C). - Im Fall (i 1) ist
d Schnabelspitze auf V"« ¢’ (oder auf V' ("), also POW
(Cw V' 8) >4 (oder POW (V' C"; ) > 4) im Widerspruch
zu POW (B; ) = 3. - Im Fall (i2) sei K = K (x',y") & £ mit
x,y' eV, also «',y" & J(C) und daher POW (C ~ K) = 2
und POW (C v V' E) > 4, letzteres weil V'~ C =46 und
POW (I'" ~ K) > 2. Und entsprechend ev. fiir /" (im Fall 1.).

(11) Es ist aber auch V' q: 7(—) bzw., im Fall 1., ebenso
V"~ T(—). Wiére nimlich z. B. " C 7(—) und ist K =X
(#',d) & Fmit ' & V', so gibt es zu K beliebig benachbarte
OCh K’ mit POW (' ~ K') = 2. Man ersetze ndmlich & durch
einen zu & beliebig benachbarten Punkt 3" von V' und X durch
K'= K (x',y") € £ Dann wird auch POW (€ ~ X") = 2; denn
es ist ' € £, — mc FE —J(C) und es ist 4 als unechter
Hut angenommen, so dafl & Schnittpunkt in € m A und folglich
C K = {d} v {z} ist mit einem 2 als Schnittpunkt. Deshalb
besitzt € m K’ (mindestens also) genau zwei Schnittpunkte, die
von x' und y' verschieden sind. Wegen POW (€ m K') = 2 ist
aber POW (B m K') > 4, im Widerspruch zu POW (C; £) = 3.
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(iii) Wegen der E-Konvexitit von C, V' bzw. und V" (Fall 1.)
sind die in (1) und (ii) behandelten Fille die einzig méglichen fiir
hinreichend kleine V7, 7", — Damit ist die Beh. (in Nr. 3.1.) be-
wiesen.,

3.2. Es liege immer der Fall 1. vor. Dann ist der Verzwei-
gungspunkt 4 von B cin Hut auf B’ v (' usw. (vgl. weiter
unten).

Es sei also B = B (a'|a"), B'= B (d|a’) und, im Fall 1.,
B" = B(d|a") (mit a" % d). Ferner sei wieder V' == B’ (d|v") C B’
und, im Fall I., V" = B"(d|v") C B" eine F-konvexe Um-
gebung von & auf B' bzw. auf B”. Wird dann die Bezeichnung
C', C" fur einseitige, f-konvexe Umgebungen von & auf € mit
C'~C" =0 passend gewdhit, so gilt unter der Vorausset-
zung, dall Fall 1 vorliegt:

(1) Es ist d auf V' C' ein (echter oder unechter) Hut und
ebenso tm Fall 1. auf V"o C".

(2) Es ist d auf V'Y C" ein Schnabel, aber nicht Wendepunkt,
und ebenso im Fall 1. auf V"o C'.

(3) L Fall 1. ist d auf V' o V" Dorn, aber nicht Dornspitze-
Und es liegt C in dem von Ty, Ty in E begrenzten, zu V' und V"
Jremden Dieder D.

Bew. (o) Es sei W = W (H/, H;) der f-konvexe, offene, von
H[ w H[ begrenzte Winkelraum in Z,, welcher C — {d} ent-
hilt. (Da POW (C; f) = 2, also C f-beschriankt ist, gibt es
Kyt mit CnKy=280, also mit CC Ey=E —K,). Der
offene Scheitelwinkelraum von Win £ sei SW. Aullerdem werde
gesetzt

W = E,—W—SW, also W' = E,— W —SWW.

(o) Es gilt: Hyy C W und V' C W' fiir hinreichend kleines V'
bzw. im Fall 1. auch Hy C W' und VO V" C W'.

Zum indirekten Beweis der Beh. (a'), bei welchem auch von der
E-Konvexitit der V', V", C', C" Gebrauch gemacht wird, bemer-
ken wir:

(a 1) Die Beh. 4}, C W’ wiire nicht richtig, genau dann, wenn
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() Hy = H; oder Hy = H{; oder (i) Hy C W; oder (iii)
HyC SwW.

Betr. (i). Hier ist entweder V' C W und dann & Schnabel-
spitze auf V' C’, was zu einem Widerspruch fiihrt (vgl. Nr. 3. 1.,
Bew. betr. (i 1)); oder es ist & Dornspitze auf V' v (7, so daB es
zu K(z',d) & mit ' &V’ benachbarte OCh X’ gibt mit
POW (V" n K") = POW (C ~ K') = 2, so daBl sich wie in
Nr. 3.1., Bew. betr. (i 2), ein Widerspruch ergibt. Ebenso hat
man A, == H/ und, im Fall 1., /7, == H/und H} # H/. — Der
Fall (i) kann also nicht eintreten.

Betr. (ii). Hier ist V' C J(C), wobei /(C) das Innere von C be-
zeichnet, und man schlieit wie in Nr. 3.1., Bew. betr. (i 2).
Auch der Fall (ii) tritt also nie ein,

Betr. (iii). Entsprechende Schliisse wie bei (ii) ergeben den Be-
weis, daB (iii) nicht eintreten kann. Damit ist Z C W' bzw.
Hy C W’ bewiesen.

(«2) gemiB (« 1) ist Ay C W' und, im Fall 1., auch ; C W',
Es wire nun I’ (I: W' (entgegen der Beh. («')) hochstens dann,
wenn Hy\w H, = T/ oder Hy v H; = T;. In beiden Fillen
wire aber V' C SW, was wie in (« 1) (iil) zu einem Widerspruch
fiihrt.

Damit ist («") bewiesen.

(f) GemiB (a) ist 2m Fall 11. die Beh. (1) und (2) richtig, wenn
Hypw H = Tyoder Hyw H{ = Ty; denn dann liegen V' und
C’ bzw. V' und C” auf der gleichen Seite von 7 wie C — {d} = C,
ferner V' und C” bzw. V' und €’ auf verschiedenen Seiten von
7¢ bzw. von Tp. — Es sei jetzt Hy C W'. Liegen nun V' und C
auf verschiedenen Seiten von 77, so ist K (d, x') € ¥ flir zu & hin-
reichend benachbartes 2" & V' StiitzOCh von €'in 4 und es liegen
V' (d|x") C V' sowie € auf der gleichen Seite von X (4, x'); da-
her gibt es 3 € V' (d|x") derart, dal POW ((C v V')
N K (x',3") > 4. Widerspruch. Damit sind die Be/. (1) und (2)
Siir den Fall 11. bewiesen.

(y) Betr. Beh. (1) und (2) fiir den Fall 1. bemerken wir: Es lie-
gen V' und " auf verschiedenen Seiten von 73 und von 7¢ , also
in verschiedenen Scheitelwinkeln, die von W' in % gebildet wer-
den; denn andernfalls liegen V7, V" und € auf der gleichen Seite
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z. B. von 7}, so daBB zu 7}, benachbarte OCh X’ mit POW
((Cw V' UV NK') >4 existieren, was nicht sein kann.
Daraus folgen Beh. (1) und (2) auch fiir Fall I.

(8) Betr. Bek. (3). GemiB (y) liegen V' und I/” in verschiedenen,
von W' in £, gebildeten Scheitelwinkeln. Daher ist nur noch zu
zeigen: Der C enthaltende, von A, [ begrenzte, offene Win-
kelraum W* in £, ist nicht F-konvex, insbesondere ist
W* == To(4£)und W* == T5(4), so daB speziell & ein Dorn und
nicht Dornspitze ist. In der Tat: Es gilt V" O V" v C C W*. Ist
nun z. B. W* = T,(+), also T StiitzZOCh von V" w V" U C in 4,
so gibt es zu 7 benachbarte OCh &’ mit POW (V" W V""'w C) n
N K') > 4. Ist aber z. B. W* == 7;(+) und f-konvex, so gibt
es erst recht derartige K.

3.3. In Nr. 3.1.und 3.2. wurde neben der Vor., daB POW(B; )=
== 3 und daB der Fall 1. vorliegt, noch nicht benutzt die, von
jetzt ab (in dieser Nr. 3.3.) zu stellende

Forderung: Es sei B = B(a'|a") mit VP d nicht t-be-

schrankt.

3.3.1. L5 kann fiir B im Fall 1. nur der Falll. vorliegen, d. h.
es existieren B = B(d|ad) C B—C und B"= B(d|a") C
C B—Cbeide (d==a', d & a").

Bew. Indirekt. Liegt der Fall II. vor, so sei etwa & = a’.
GemiB Nr. 3.2., Beh. (1), ist & Hut auf V' v C'. Es wird also
V' €' von Ty in d gestiitzt; und wegen € C Ty(2), z. B. fir
o = -+ (was aus der F-Konvexitit von € und aus der Annahme
iiber %, folgt) ist 7, StiitzOCh von C in 4, also C ~ T =
= {d}. Es ist aber auch B’ n 7, = {d}; andernfalls nimlich
gibt es x & (B’ — {d}) n T und zu 4 benachbarte y & B’ der-
art, daB fir &' = K (x,y) gilt: POW ((B'—{(d})nK') = 2=
= POW (C " K"), also POW (B K") > 4. Somit ist BTy =
= {d}. Uberdies gibt es zu 7 benachbarte OCh & mit B ~ K = 8,
so dal B f-beschrinkt ist, entgegen der Forderung in Nr. 3. 3.

3.3.1.1. Im Hinblick auf Nr. 3.3.1. wird nur nock der Fall 1.
(im Zusammenhang mit Fall 1.) betrachtet. Um jetzt AufschluB
tber die Lage von B’ B” zu erhalten, verfahren wir wie folgt:
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3.3.2. Wir runden die (gemiB Nr. 3.2., Beh. (2) vorhandenen)
Schnibel & auf V'« C" und auf V"« " nach Juel beliebig we-
nig ab (vgl. [2], Nr. 3.2.8.1.) derart, daB3 B in einen, zu B beliebig
benachbarten einfacken Bogen B = B (a'| a”) mit POW (B; B)=
=3 Uibergefiihrt und daB} & ersetzt wird durch zwei, zu & beliebig be-
nachbarte Wendepunkte ¢’, ¢", wobei e’ € ' C C, " € C"C C

3.3.2.1. Wir behaupten: Fiir su B hinreichend benachbarte B
ist B nicht E-beschrinkt.

Bew. (i) Die beiden, die Abrundung vermittelnden f-konvexen
Bogen seien B' = B'(c' | 6" C B und B" = B" (¢" | 6') C B mit
e, e,y er, s el Es ist also B’ Ersatz fir
C' (¢ |d)w B"(d|4") und B” Ersatz fiirr C" (¢" | d) v B’ (d|4"),
wobet C' (' |d)C C', C"("|dyC ", B"(d|6) C V" und
B'(d|6") C V" ist. Folglich gilt:

B—BANB = C'(\d)yw B [d|6)w C"("|d)w B'(d]b)
und B —B ~B=B" U B".

Weil B als nicht B-beschrinkt, d. h. weil B m K == 0 fiir jedes
K & B, vorausgesetzt wird, ist B nicht #-beschrinkt, wenn
(B—BNnBANK=F08firjedess KEEmit 5N B~K=0.

(i) Wirsetzen €' = C' (¢ |d),C" = C" (" |d), V' = B'(d|¥"),
V" = B"(d|#"). Indirekt schlieBend kdnnen wir uns auf solche
K & E beschrinken, fiir die (8w B”) n K = 0 ist. Bei dieser
Annahme scheiden die Fille aus, daB €’ ~ & == 0 und zugleich
V"~ K = ¢ ist; denn sowohl fiir POW (C' ~ K) = 1 als fiir
POW (C' ~ K) = 2 wire dann B’ m K = 0. Entsprechendes
gilt, ebenso wie bei den folgenden Schliissen, wenn man ¢’ mit
C” und V" mit P’ vertauscht. Es bleiben somit die Fille:

Erstens: ' ~ K 0 und V" ~ K = 0; Zweitens:
POW (V" n K) = 2.

Betr. Erstens. Es enthilt ' ~ K (genau) einen Schnitt-
punkt s (wire nidmlich £ StiitzOCh an C', so wire B' ~ K == 0,
weil £ E-konvex). Wegen POW (C ~ K) = 2 ist folglich
(C—{s) n K = 0, also (weil B~ B~ K = 0 sein soll)
C" ~ K == 0. Andererseits ist ' ~ K = 0, weil andernfalls
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POW (B n K) > POW (C n K) + POW (" ~ K) +
+ POW (77" n K) > 4 ist. Somit liegt der Fallvor, daB C" ~ K ==
= gund "~ K =0 (also B~ K + 9 ist). Dies war aber
schon als auszuschlieen gezeigt.

Betr. Zweitens. Zunichst sei d ¢ K. Da 4 Dorn auf B — ( ist
(Nr. 3.2., Beh. (3)), kénnen V7’ und V" so klein gewihlt werden,
daB V' ~ K == 0 fiir jedes & mit POW (V" ~ K) = 2. Wegen
POW (B n K) = 3 istdann C ~ K =0 und folglich B ~ K == 9
(entgegen der Annahme). Ist aber d &€ K, so gibt es zu X
beliebig benachbarte X' mit POW (/" ~ K’) = 2; und da fir
diese K, wie gezeigt, B” m K == 8 ist, gilt dies auch fir K.

Es ist also B ™ K = 0 fiir jedes K, d.h. B ist nicht f-be-
schrinkt.

3.3.3. GemidB Nr. 3.3.2. ist B = B (a’|a”) ein nicht f-be-
schrinkter, einfacher Bogen mit POW (B £) = 3. - Wir bezeich-
nen nun als B-singuldr jeden Punkt x eines (stiickweise f-kon-
vexen) Bogens A, fiir den x & 4 und x ein Dorn, speziell eine
Dornspitze, oder ein Schnabel, speziell eine Schnabelspitze, oder
ein Wendepunktist. Gemil3 {2}, Nr. 3.2.5.6., gilt nun (vgl. Figur1.
In dieser liegen die beiden Wendepunkte auf der ,,uneigentlichen‘
OCh K): Es besitzt B genau zwei E-singulidre Punkte, die beide
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Wendepunkte sind, ndmlich ¢’ und ¢"; ferner liegt auf der, die
Endpunkte @', @" von B verbindenden OCh X (', a") genau ein
Punkt s von B, und zwar ist s Stiitzpunkt von X (a’, ") mit B
und liegt auf B zwischen ¢’ und ¢”, also auf C (c'|¢") = C —
C'(c'|d)— C"("|d) C €—{d}. - Vermoge der Abrundungskon-
struktion existieren solche B, etwa Bn, n=1,2,... mit B =
= lim B, und derart, dal B — B, n B = B' (d|4)
B" (2|6 v C'(c|d) v C"(c)|d) mit d = lim 4, = lim &,
= lim ¢, =lim¢) = lim B’ (d|4) = usw.

Da ¢, ¢ die einzigen E-singuliren Punkte, und zwar Wende-
punkte, von 7, sind, folgt: B’ und B” sind frei von f-singu-
liren Punkten, also lokal E-konvex. Dariiber hinaus ist sogar
POW(B’;t) = POW(B"; t) = 2, d.h. B und B” sind E-konvex.
Inder Tat: Ist z. B. B nicht f-konvex, ist also B’ eine ,,Spirale*, so
liegt ein Endpunkt von B’, etwa ¢, im Innern der f-konvexen
Hille KA (B') von B'. Fur jede OCh KX’ durch ¢ ist dann
(B"—{e}) m K"+ 0, also POW (B’ n K7') > 2 (vgl. [2], Nr.3.8.
2.); dabei kann & & A’ angenommen werden. Da aber
(B'"— {d}) ~n C = 0 ist, gibt es unter diesen X' solche mit
POW (C ~ K') = 2, also mit POW ((Cw B') n K') > 4, im
Widerspruch zu POW (B n K') = 3.

I C

3.3.4. Die Zusammenfassung des in Nr. 3.3.1.-3.3.3. Bewie-
senen ergibt den

Satz. Vor. (1) Es sez B = B (a'|a") ein nickt E-beschrinkter
Bogen mit POW (B;¥) = 3 wund mit (genaw) einem Verzwei-
gungspunkt d. — (2) Die in B enthaltene einfache Kurve C be-
sitze den Punktordnungswert POW (C; ) = 2. Es sei € =
= C — {d} gesetzt.

Beh. (1) Es besitet d anuf B die Verzweigungsordnung vier, es
istalsoa’ == d, a" &= d. - (2) Es ist B Vereinigung von C und von
zwei B-konvexen Bogen B'= B (a'|d), B" = B(a"|d) mit
BB =B ~C=B""C={d}. Fernerist BnK (a',a") =
= {s} & C—{d} und dabei ist s Stiitzpunkt von C— {d} mit
der, a' und a" enthaltenden, OCh K (a',a"). - (3) Es besitzt also
B — {d} keine t-singuliren Punkte. - (4) Sind C', C", V', V" ein-
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seitige, hinreichend kleine Umgebungen von d auf C bzw. auf
B—CmitC'\C"=V'" nV"={d},soistdauf V' o C’' (oder
auf V' o C", je nachdem die Bezeichnung der Umgebungen
C', C" von d auf C bei schon festgelegter Bezeichnung von V', V"
gewdhitist) ein (echter oder unechter) Hut, fernerist d auf V' C”
(bzw. auf V' o C') ein Schnabel und schlieflich ist d auf V' V"
ein Dorn (und keine Dornspitze). Daker ist B, als Durchlau-
Fungsbogen betrachtet, lokal ¥-konvex (vgl. Figur 2).

Figur 2

§4. Betr. den Fall POW (C; ) = 3 (Fall (2))

4.1. Zunichst sei bemerkt

Beh. (A). Der Verzweigungspunkt d von B ist auf C ein Dorn
(aber nicht Dornspitze) ; und zwar gilt dies fiir den Fall 11.,
ndmlich fiir VO (d; B) = 3, und erst recht fiir den Fall 1., ném-
lick fiir VO (d: B) = 4. (vgl. Nr. 1.2.).

Beh. (B). Es sei C = C— {d} gesetst. Im Fall 1. ist d cin
echter Hut auf B— C; und zwar licgt B— C in demjenigen

12 Minchen Ak, Sb, 1966
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offenen, P-konvexen Winkelraum W*, dessen Begrenzung in
Te v Tf enthalten und der fremd ist zur ¥-konvexen Hiille einer
Umgebung von d auf C.

Bew. Betr. Beh. (A). — (A4 1) Vorbemerkungen. («) Fir jede
OCh K mit POW(C N K) Z2gilt (B—C) " K =0.-(f) Es
ist POW (B —C; F) = POW (B — C; ) = 2, also insbesondere
POW (B'; }) = POW (B'; ) = 2 und, soweit der Fall 1. vor-
liegt (also B” existiert), auch POW (B”; ¥) = POW (B"; f) = 2.
— In der Tat: Betr. (o) Es ist nach Vor. Ceine einfache Kurve mit
POW (C;¥f) = 3, also C vom (ungeraden) Index 1; aus
POW (€ ~ K) > 2 folgt daher POW (C ~ K) = 3 und somit
(B—C) n K =8. - Betr. (£). Weil C vom Index 1 ist, gilt
C N K = 0 fiir jedes K € £. Aus POW ((B—C) N K) > 3 wiirde
also folgen, dal POW (B; £) > POW (C n K) -+ POW ((B—C) ~
N K) > 4. Es ist sogar POW (B —(;t) = 2; denn andern-
falls existiert eine OCh K mit POW ((B—C) ~ X) > 3 und
da B — ( ein einfacher Bogen ist, gibt es nach dem Reduktions-
satz (vgl. [2], Nr. 1.4.3.) solche OCh X, fiir die POW ((B—C) n
~ K') > 3 ist. Widerspruch.

(A 2) Es mégen B',B", V', V" Hy, Tp usw. die in Nr. 2.3.
vereinbarte Bedeutung besitzen und es mogen die C7, C*, V", I”
als f-konvex und als jeweils hinreichend klein angenommen sein.
Wir zeigen:

(A 21) Es ist & auf C kein Schnabel (und trivialerweise auch
keine Schnabelspitze). — Es sei nimlich & ein Schnabel und etwa
C" bzw. T/ maximal im Sinne von N. 1.3.1. In hinreichend klei-
ner Umgebung U von 4 in £ liegt I’ auf der gleichen Seite von
7( wie C'. Andernfalls nimlich gibt es zu 7} benachbarte OCh X
mit POW(C nK)>22und mit 8=V " KC(B—-C)NK
im Widerspruch zu (A 1) («). Weil 4 als Schnabel auf ¢’ < " und
C” als maximal angenommen ist, liegt C” auf der gleichen Seite
von 7 wie C'. Daher liegt I auf der gleichen Seite von 7 wie
¢’ C”; und folglich gibt es zu 7. beliebig benachbarte A" & ¥
mit POW ((C" w €") n K') > 2 und mit POW (' ~n K") > 1
im Widerspruch mit (A 1) («). — Somit ist & kein Schnabel auf C.

(A 2 2) Esist d auf C weder Dornspitze noch Wendepunkt noch
echter oder unechter Hut. — In der Tat:
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(A 22)(1). Vorbereitende Bemerkung. Es sei A = A (ale)
ein F-konvexer Bogen, ferner 7" die -Paratingente an 4 in a (vgl.
Nr. 1.3.) und U eine f-beschrinkte, f-konvexe Umgebung von
a in E. Weiter sei 4 C 4 n U eine Umgebung von a auf A4.
Es liegt 4 in U auf der einen (offenen) Seite 7" (a; U)von T’ U;
dabei sei etwa o« = 4. Es gibt dann (f-konvexe) Umgebungen
U C Uvon ain E derart, daB jeder Punkt von 7 (—; U) n U
auf (mindestens) einer OCh X mit POW (4 n K) = 2 liegt.

(A 22)(1]). Esist d weder Dornspitze noch Wendepunkt auf
C. Andernfalls nimlich gilt 7, = 7, = 7. Man wihle in Ziff.
(A22)(I): a=dund U als Umgebung von & in £. Da ¢’ und
C" auf verschiedenen Seiten von 7 liegen, 148t sich U so wihlen,
daB jedesy &€ U —U ~ T in einem X’ € £ mit POW(C~K") >
> 2 enthalten ist. Weiter gibt es ein o= 4 derart, daQ
VAU~ T(x; U)==86 ist. Daher gibt es X' € F mit 8 =
=V "K' CB—-C)nK und POW(C N~ K') > 2 im Wi-
derspruch mit Ziff. (A 1) ().

(A 22)(I1]). Esist d weder echter noch unechter Hut auf C.
— Andernfalls nimlich betrachte man den offenen, ' \w C" ent-
haltenden, B-konvexen Winkelraum W, dessen Begrenzung in
7w T¢ enthalten ist, oder (falls 4 unechter Hut ist) man be-
trachte die ' €'’ enthaltende, von 7y = T, = T begrenzte
offene f-Halbebene . Es liegt 7', wenn hinreichend klein, nicht
in £— IW; denn andernfalls gibt es X' € f mit " ~ K’ == 0
und mit POW (€ ~ K') > 2 im Widerspruch mit Ziff. (A 1) ().
Da auch fir V" C W solche K’ existieren wiirden, schlieft man
fiir V" genau so. Folglich ist V' C W bzw. I C W, was eben-
falls zu einem Widerspruch mit (A 2 2) (I) fihrt. Daraus ergibt
sich die Beh. am Beginn dieser Ziff. (A 2 2) (I1I).

Die Feststellungen in (A 1) - (A 2 2) enthalten den Beweis der
Beh. (A) des Satzes in Nr. 4.1.

Bew. Betr. Beh. (B). GemidB Beh. (A) ist & Dorn auf C. Da-
her liegt € in dem offenen, von 7/ '\ 7/ begrenzten Dieder D,
in welchem }’ v V" flir hinreichend kleine V', V" enthalten ist.
Andernfalls nimlich wire etwa ' ~ (7, 77) == 8; aus z. B.
C' ~ T, 8 wiirde aber, da 7} und 7 maximal sind, die

i
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Existenz von zu 7} oder zu 7¢ benachbarten OCh K folgen mit
POW (C ~ K) > 4. GemiBl Bew. Betr. Beh. (A), (A 1) (), ist
ferner POW (B — C; ) = 2, so dall d Hut auf B’ w B” ist. Wiire
nun B'w B"(C W¥*, so wire etwa B’ (’: IW* und entweder
B’ C Doder B' C Ey— W*—Doderz.B. B' ~ T{ %= 0. Da T}
und 77 maximal sind, folgt jedesmal die Existenz einer zu 77
oder zu 7 benachbarten OCh & mit POW (€ n K) = 3 und
mit POW ((B—C) n K) > 1 im Widerspruch zu Bew. Betr.
Beh. (A), Ziff. (A 1) («). Der Beweis von Beh. (B) ist erbracht.
Damit sind die Beh. (A) und (B) in Nr. 4. 1. bewiesen.

4.2. Mit Hilfe der Beh. in Nr. 4.1. ergibt sich nunmehr der

Satz. Vor. Es sei B = B (a'|d") ein nicht ¥-beschrinkter Bo-
gen mit POW (B; ¥) = 3 und mit einem Verzweigungspunkt d.
Dic in B enthaltene einfache Kurve C sei vom: POW (C; ) = 3.
Je nachdem die Versweigungsordnung VO (d; B) von d auf B
gleich Dret oder gleick Vier ist, sei " = d bzw. a" %= d (und in
Jedem Falle sei a' 5= d); dabei ist B— C = B' < B" mit B' =
= B(d|a') und B" = @ bzw. B" = B (d|a").

Beh. (1). Es besitzt Cin d einen Dorn (und keine Dornspitze) ;
auferdem besitzt C genawu einen Schnabel s oder genawn einen
Wendepunkt s. Ferner gelten die Beh. (A) und (B) der Nr. 4.1.

(2) Es set T = T(s) maximale Tangente an C in s, ferner
set gesetzt: B* =B —Cund C =C — {d}. Dann ist B* " T =0
oder B* N\ T enthilt genaw einen Stiitzpunkt oder genau einen
Endpunkt von B oder genaw beide Endpunkte. Es liegt d nicht
auf T.

(3) Es ist B ordnungsfest zu einer Kurve C* erweiterbar, d. h.
es ist B (echter) Teilbogen einer Kurve C* mit POW (C*; F) = 3,
genau dann, wenn keine der ¥-Halbtangenten an B in den End-
punkten von B den anderen Endpunkt enthilt und wenn nicht
beide Endpunkte von B auf T liegen.

Bew. Betr. Bek. (1). Da d Dorn auf C ist (gemiB Nr. 4.1.,
Beh. (A)) und da € nach Vor. Kurve ist mit POW (C; ) = 3,
folgt die Existenz genau eines Schnabels bzw. Wendepunktes
§ & C— {d} aus bekannten Sitzen (vgl. [2], Nr. 3.2.6.2.).



Nicht-beschrinkte Bogen 3. Ord. mit Doppelpunkt 161

Betr. Beh. (2). GemiB Nr. 4.1., Beh. (B),ist B* = B—C C W*,
CC E—W* Wegen POW (B*;¥) =2 (vgl. Nr.4.1., Bew.
Betr. Beh. (A), Ziff. (A 1) (8)) ist POW (B* n T') < 2. - Es kann
B ~ T keinen Schnittpunkt enthalten, da 7 maximal ist, also
POW (B n K') > 4 wire fiir geeignete, zu 7 hinreichend be-
nachbarte K’ € E. Wegen POW (B*;f) =2 enthilt daher
B* ~ T entweder genau einen Stitzpunkt oder einen oder beide
Endpunkte von B oder es ist B¥ m 7" = 8. SchlieBlich ist 4 & 7.
Ist nimlich d € B "~ 7, so ist d (nach dem eben Gezeigten)
nicht Schnittpunkt mit €. Es kann aber Z auch nicht Stiitzpunkt
von C auf 7 sein. In der Tat: (A). Andernfalls ist 4 auch Stiitz-
punkt von B — C auf 7. Ist ndmlich D bzw. D’ eine hinreichend
kleine Umgebung von & auf ¢ bzw. auf B — C und ist etwa
D C 7T(+), so muBl D' C 7(—) sein; denn sonst liegen (min-
destens) 3 in 4 mundende, offene, bis auf & fremde Teilbogen von
B auf der gleichen Seite von 7, so daB zu 7" beliebig benachbarte
OCh 77 existieren mit s & 7" und mit POW (D v D') ~ T7)
> 3, also mit POW (B n 77) > 4. Widerspruch. — (B) Gemil
(A) liegt auf jeder der beiden Seiten von 7 (mindestens) ein, in &
miindender offener Teilbogen von B. Da 7 maximal ist, gibt es
also eine Umgebung S von s auf € und zu 7 beliebig benach-
barte OCh 7" mit POW (S n7") = 3 und mit POW (D w D) n
~ 7" > 1. Da S fremd zu D und D’ ist, folgt POW (B ~ T
> 4. Widerspruch. — (C) Da gemil (A) und (B) & weder Schnitt-
noch Stutzpunkt von ¢ auf 7 sein kann, ist & & 7.

Betr. Bek. (3). Die Beh. (3) ist gleichbedeutend mit der Be-
hauptung, da B —C zu eciner Kurve Q mit POW (Q; ) =2
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erweiterbar ist, fir die tberdies POW (Q N 7) <1 gilt. Eine
solche Erweiterbarkeit unter den in Beh. (3) aufgezidhlten Be-
dingungen folgt aber aus dem allgemeinen Satz {iber die Erwei-
terbarkeit von Bogen des POW 2 zu einer Kurve des gleichen
POW, wenn man noch die Beh. (2) berticksichtigt. — Vgl. Figur 3.
In dieser ist B (schon) zu einer Kurve C* mit Stlitzpunkt auf 7
erweitert; der Schnabel (hier Wendepunkt) liegt auf der uneigent-
lichen OCh.
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