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Einige Bemerkungen iiber Automorphismengruppen
von Stellenringen

Von Wilhelm Kaup in Erlangen

Vorgelegt von Herrn Karl Stein am 5. Mal 1967

Es sei X ein (nicht notwendig reduzierter) komplexer Raum und
(; eine Gruppe von Automorphismen (d. h. biholomorphen Selbst-
abbildungen) von X mit Fixpunkt p € X. Ist 4 der Ring der
holomorphen Funktionskeime in p, so wird vermdége g — g* mit
g*(f): =fog~fir alle f & A die Gruppe G homomorph auf eine
Gruppe G* von Automorphismen des Ringes A4 abgebildet, die
i. a. einfacher zu untersuchen ist und alle wesentliche Information
tiber & enthilt. Es existiert ndmlich z. B. eine Umgebung {/ von p
mit g* = 2* < g|U = £|U. In der folgenden Arbeit sollen nun
allgemein Automorphismengruppen von Ringen der Gestalt 4
untersucht werden — und zwar stets unter dem Gesichtspunkt der
Anwendbarkeit auf Transformationsgruppen komplexer Riume.

Es sei im folgenden k der Koérper R der reellen Zahlen oder der
Kérper € der komplexen Zahlen versehen mit der iblichen Topo-
logie. Ferner sei A4 stets eine k-Stellenalgebra, d. h. eine kommu-
tative k-Algebra mit 1, die genau ein maximales Ideal m be-
sitzt und noethersch ist. Fur jede natlirliche Zahl 7 > o ist die
Potenz m” ein Ideal in 4 und A4 /m” eine k-Algebra endlicher Di-
mension. Unter einem Automorphismus von A werde ein linearer
Isomorphismus g: 4 —> A mitg(ab) = (ga) (gb) firallea, 6 =& 4
verstanden. Jeder Automorphismus g bildet w” auf sich ab und
induziert somit einen Automorphismus «,(g) der Algebra mi/m”
fiir alle 2 > o. Auf A existicren zwei wichtige Topologien: Die
Krull-Topologie (das ist die grobste Topologie auf A4, so dal3 alle
natlirlichen Projektionen 4 — A /m” stetig sind, wenn A /m” mit
der diskreten Topologie versehen wird) und die sckwacie Topo-
logie (das ist die grobste Topologie auf 4, so dalB alle Projektio-
nen 4 — A/m” stetig sind, wenn A /m” mit der natiirlichen Topo-
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logie eines k-Vektorraumes endlicher Dimension versehen wird).
Fir unsere Zwecke ist nur die schwache Topologie geeignet (denn
die Krull-Topologie ist total unzusammenhingend und gestattet
deshalb auBer den trivialen keine zusammenhingende topologi-
sche Transformationsgruppe). Die schwache Topologie ist zu-
sammenhingend, hausdorffsch, besitzt eine abzihlbare Basis und
macht A4 zu einer topologischen k-Algebra. Uberdies hat die
schwache Topologie die angenehme Eigenschaft, dal sich darin
viele Sitze {iber topologische Vektorrdume endlicher Dimension
auf 4 ibertragen. So ist z. B. jeder Automorphismus von A4 in
der schwachen Topologie stetig (denn jede lineare Abbildung
E? — K ist stetig). Es gilt nun die

Bemerkung 1: 75z G eine topologische Gruppe von Automorphis-
wen von A, so sind beziiglich der schwachen Topologic auf A die
Jolgenden Bedingungen dquivalent .

a) G st etne topologische Transformationsgruppe von A (d. h. dic
durch (g, a) — ga definierte Wirkabbildung G X A —~ A ist
stetig),

6) Fiir jedes a = A liefert g — ga eine stetige Abbildung G — A,

¢) Es gibt ein Ervzeugendensystem I. C m des maximalen ldeals
m, so daff g— ga fiir jedes a & E eine stetige Abbildung
G — A liefert,

d) Fiir jede natiivliche Zahl n ist o, :G — G L{m|m") cine stetige
Darstellung (G L(wjm") sei die Gruppe aller lincaren Iso-
morphismen des Vektorraumes mm” versehen mit der tiblichen
k-Liegruppenstruktur ).

Der Beweis ist einfach und sei deshalb fortgelassen.

Ist eine der dquivalenten Bedingungen von Bemerkung 1 er-
fullt, so sagen wir auch, dall G schwach stetig auf A operiert.

Der Vektorraum m/m? heil3t auch 7angeniialraum vorn A und -
falls 4 der Ring aller konvergenten Potenzreihen in xy, ..., a2,
tiber k ist — stellt ay(g) flr jedes g aus G nichts weiter dar als die
Funktionalmatrix (in koordinateninvarianter Form) von g im
Punkte o € k”. Ein besonderer Fall liegt nun vor, wenn jedes
£ € G durch a,(g) bereits eindeutig bestimmt ist (d. h. wenn
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ty: G — G L (m[/m?) injektiv ist); wir wollen dann auch sagen, fiir
G gelte der Cartansche Eindeutigkeitssatz (vergl. [4; 5]).

Satz: Besitzt milm™ C m/m® fiir jedes n ein G-invariantes linea-
res Komplement, so gilt fiir G der Cartansche Eindeutigkettssatz.
Beweis: Es sei a,(g) =1 fiir ¢in ¢ & G und 7, ein «,(G)-in-
varianter Unterraum mit m/m” = 7, ® m?*/m®. Dann ist jedes
Element von 7, ein Fixpunkt von «,(g). Da jedes Element von

m/m” ein Polynom in Elementen von 7, ist, gilt o, (¢) = 1 fiir
alle 72, d.h. g ist die Identitit von G.

Folgerung 1: Fiir jede kompakte Gruppe G, die schwach stetig
auf A operiert, gilt der Cartansche Eindeutigkeiissatz (denn dann
ist jede der Darstellungen o, halbeinfack,; vgl. [1]).

Folgerung 2: Jede lokal-kompakte topologische Gruppe G, die
schwach stetig auf A operiert, ist eine Liegruppe (und jede Dar-
stellung o, ist dann recll-analytisch).

Beweis: G besitzt einen kompakten, total unzusammenhingenden

Normalteiler V, so dall G|V eine Liegruppe ist (vgl. [6]). Wegen

Folgerung 1 ist V endlich, d. h. G ist selbst eine Liegruppe.
Ferner gilt

Bemerkung 2: £ sei G e¢ine topologische Gruppe mit der Eigen-
schaft, daf jeder unendliche abgeschiossene Normalteiler N C G
ein FElement a == 1 endlicher Ordnung enthdlt. Operiert G
schwach stetig auf A, so gilt fiir G der Cartansche Eindeutighkeits-
satz. Der Beweis folgt unmitielbar aus der folgenden

Bemerkung 3: Zs seien g, und go Automorphismen von A, die
trivial auf dem Tangentialrawm operieren (d. h. os(g,)=1).
Gilt dann g7 = g} fiir ein v #= 0, 50 ist gy = g,.

Beweis: Ist gy == g,, so gibt es ein maximales #» > 2 mit «, (gy)
= a, (g,). Beziiglich der direkten Summendarstellung

m/m"t! =~ m/m? @ m2/m* @ m*/m* !



46 Wilhelm Kaup

beschreibt sich «,,; (g,) durch eine Matrix

'/ A B,
o ¢ D
o o [
mit 7 = Identitit auf m/m? und 7' = Identitit auf m"/m"*!

(£ = 1,2). Durch Induktion iber 7 folgt sofort, dal} sich a, ;(g})
durch eine Matrix

'l X, rB,+ 7,
o Z, 7,
0 o I’

darstellt, wobei 7, X,, ¥V, und Z_ nur von 4, €, D und nicht von
B, abhingen. Aus g} = g} flir wenigstens ein » > o folgt daraus
im Widerspruch zur Maximalitit von 72, dall By = B, gilt.

Es 1idBt sich weiter zeigen

Bemerkung 4: /st G eine zusaminenhingende Licgruppe, die
schwach stetiy auf A wund trivial auf mjm? operiert (d. ). 0,(G)
= 1), so ist G cinfach-zusammenhangend und nilpotent. Ferner
ist K,» = Kern (o,) fiir alle n zusaninenhdngend.

Beweis: Fiir hinreichend grofles 7 ist K, diskret. I7,: = m#/m”
stellt fiir 2= 1,2, .., » eine absteigende Folge von «, (G )-invarian-
ten Teilrdumen in m/m” dar. Nach Voraussetzung operiert G tri-
vial auf m/m® und damit auch trivial auf V7,/17, ., fur alle £, d. h.
o, (G)und damit auch G ist nilpotent. Da & auBer der trivialen
keine kompakte Untergruppe enthilt, ist & einfachzusammen-
hingend. ¢ = K, ist nach Voraussetzung zusammenhingend.
Ist X, zusammenhingend, so auch X, ,, denn K, — K [K, .,
ist ein Faserbiindel Giber einer Vektorgruppe, und A, ist deshalb
als topologischer Raum isomorph zu K, ; X K, /K, ; (vgl
[2] p. 270).

Ist also G eine Liegruppe, die schwach stetig auf A4 operiert, so
ist die Einskomponente K° von K: = Kern (#,) topologisch dqui-
valent zu einem R”. Im allgemeinen stimmt nun A nicht mit A
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iberein wie folgendes Beispiel zeigt: Es sei k = C, 4 der Ring
aller konvergenten komplexen Potenzrethen in z, w und G die
einparametrige Gruppe aller Automorphismen

z, w) — fle™z, " w + 11 (e2)?).
\ /

Es sei A im folgenden die Komplettierung (vgl. [7]) von A4 be-
ziiglich der Krulltopologie (A kann iibrigens auch als Komplet-
tierung beziiglich der schwachen Topologie aufgefalit werden).
A ist ebenfalls eine k-Stellenalgebra, und jeder Automorphismus
g von A kann zu einem Automorphismus & von A fortgesetzt
werden. — Jede lincare Abbildung 2D: A—A mit D (ad) = D(a)d
4= aD (b) fur alle a, & & A heilit eine Derivation von A. Die
Menge aller Derivationen 2 von 4 mit D (m) C m ist vermoge
[D,D") = D>D"—D"°D eine k-Licalgebra, die wir mit A (4) be-
zeichnen wollen. A4(A4) ist in natiirlicher Weise ein A-Modul, und
es gilt D(m”) C m” fur alle 2 und D & A(A). Jede Derivation
von A kann eindeutig zu einer Derivation von A fortgesetzt wer-
den; in diesem Sinne ist 4(A) eine Unteralgebra von A(A). Neh-
men wir nun an, es sei G eine Liegruppe mit Liealgebra g, die
schwach stetig auf 4 operiert. Ist g, = exp(7.X) mit X' & g eine
einparametrige Untergruppe von G, so existiert fiir jedes f & 4
der schwache Limes

1

Dy(f):= lh_‘.o —+ & f=re4d
(denn # — #,(g,) ist reell-analytisch fir alle 22, und & operiert auf
A ebenfalls schwach stetig). Es gilt offensichtlich 2, & A (),
und vermoége X — D, kann g als reclle Liesche Unteralgebra von
A(A) angesehen werden. Wir sagen auch, D, wird durch die ein-
parametrige Gruppe (g,) erzeugt. Ist umgekehrt D = A(A) be-
liebig vorgegeben, so konvergiert fiir jedes f & A und 7 € k die
Reihe

o0
. (D) s
> 5 (=: exp D) ()

n A schwach gegen ein g,(f) € A, und {g,} ist eine einpara-

metrige Liegruppe, die schwach stetig auf A operiert und die



48 Wilhelm Kaup

Derivation D erzeugt. Die Frage ist nun, wie die folgenden Be-
dingungen zusammenhingen: (1) D € 4 (4); (2) g,(A) = 4 fir
jedes g, = exp (D). — Uns interessiert dabei besonders der Fall,
da A ein analytischer Stellenring ist; dabei heif3t 4 ein analyti-
scher Stellenring, wenn flir gecignetes » im Ring @, aller kon-
vergenten Potenzreihen in xy, . ., x, Gber k ein Ideal <7 existiert
mit @0,/¢7 = 4. Als Teilantwort auf die obige Frage wollen wir
nun zeigen:

Bemerkung 5: /st A ein analytischer Stellenring, so ist exp (D)
Jiir jedes D & A(A) ein Automorphismus von A.

Beweis: Nach Voraussetzung existiert ein surjektiver Homor-
phismus ¢: 6, — 4 mit Kern 7. Wir wihlen Elemente &, .., &,
€ 6, mit p(&,) = D(p(xy) fir alle £ Durch O(x,) = &, wird
eindeutig ein @ & A(0,) festgelegt mit O (<) C J. Da 6:0,
— (9, schwach stetig und <7 schwach abgeschlossen in @, ist, ge-
nligt es, exp (0) (f) € 6, fur jedes f & O, zu zeigen (denn dann
folgt exp (D) (pf) = ¢(exp(0)f) € A). Dazu fassen wir @, auf als
Ring der k-analytischen Funktionskeime im Nullpunkt o des k”.
In einer Umgebung U des Nullpunktes o & k* kann ein k-ana-
lytisches Vektorfeld

so bestimmt werden, daB &, ein Reprisentant von Eist. Ist VC U
eine weitere Umgebung von o in k* so 1d0t sich ¥ bekanntlich
integrieren zu einer lokalen einparametrigen Gruppe {#,: |#| < ¢}
von k-analytischen Abbildungen #%,:V — U (vgl. [4]). Wegen
D (m) C m verschwinden alle Koeffizienten &, im Punkte o,
d.h. %,(0) = o fiir [#| < &. Da {4} eindeutig durch ¥ bestimmt ist,
gilt exp(¢D) (f) = foh, € 9, fir alle |/ <<eund f= 0, d.h.
exp(¢D) ist fur |#| < & — und damit auch fiir alle # — ein Automor-
phismus von 4.

Bemerkung 3 liefert die Méglichkeit, einparametrige Auto-
morphismengruppenvon 4 zu konstruieren. Ob jede schwach steti-
ge einparametrige Gruppe auf 4 in dieser Weise gewonnen wer-
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den kann, ob also fiir jeden analytischen Stellenring die Relation
(2) = (1) gilt, ist noch offen.

Wir wollen jetzt speziell den Fall betrachten, dall 4 ein kom-
plexer analytischer Stellenring ist. Dann gibt es also einen kom-
plexen Raum X und einen Punkt p € X, so dall 4 der Ring aller
holomorphen Funktionskeime in p ist. Fur jedes # => o ist {p} ver-
sehen mit der Strukturgarbe A4/m” ein komplexer Raum ¥, ; und
der Surjektion 4 — A/m" entspricht eine Injektion ¥V, C X
durch p. Die schwache Topologie kann also auch folgender-
mabBen charakterisiert werden: Eine Folge f, © 4 konvergiert
genau dann gegen cin f & 1, wenn fur jeden einpunktigen kom-
plexen Unterraum ¥ © X durch p die Folge f,| ¥ gegen f| ¥V
konvergiert.

Ist G eine Gruppe von Automorphismen des komplexen Stel-
lenringes A, so sagen wir, dall G schwach holomorph auf A ope-
riert, wenn ( eine komplexe Liegruppe ist und jede Darstellung
o,: G — GL (m/m") holomorph ist. Da jede der komplexen Lie-
gruppen GL (m/m") holomorph-separabel ist, folgt insbesondere

Bemerkung 6: Operiert G schwach holowmorph auf A, so ist G
holomorph separabel. ([Line komplexe Liegruppe, auf der alle
holomorphen Funktionen konstant sind, besteht also notwendig
aus der Identitit allein, wenn sie schwach holomorph anf A
operiert).

Da jede holomorphe Darstellung einer reduzierten komplexen
Liegruppe (vgl. [8]) vollreduzibel ist, gilt analog zu Folgerung 1
die
Bemerkung 7: Fiir jede reduzierte komplexe Liegruppe, die schwach
holomorph auf A operiert, gilt der Cartansche Eindeutigkeitssatz.

Als einfache Konsequenz von ([4] Satz 1) sei schlieBlich noch
vermerkt

Bemerkung 8: 75z G eine komplexe Liegruppe mit Liealgebra g, die
schwach stetig auf A operiert, so operiert G genaw dann schwach
holomorph auf A, wenn die kanonische Injektion g — A(A) kom-
plex-linear ist.

Zum SchluBl wollen wir noch den Zusammenhang zu den
Transformationsgruppen komplexer Riume aufzeigen. Es sei
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also G eine Gruppe von Automorphismen des komplexen Raumes
N und A der lokale Ring in einem Fixpunkt p & X. Dann gilt

Satz: Opericrt G stetig (bzw. holomorph)t auf X, so ist die durch
g — o (g%) fiir jedes n definierte Darstellung G — G L (mjm”)
stetig (bzwo. holomorph).

Der Bewels folgt fiir ,,stetig'* und ,,#z = 2 aus ([5] Satz 4.1);
fir beliebiges 7 kann der Beweis analog durchgeflihrt werden.
Der Fall,,holomorph** folgt dann aus (4] Satz 1) und Bemerkung 8.
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