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Die Darstellung holomorpher Funktionen 

durch Laplace-Maße in der komplexen Zahlenebene 

Von Peter Vachenauer in München 

Vorgelegt von Herrn Georg Anmann am 5. Juli 1968 

Die von G. Aumann [1] vorgeschlagene Methode der matri- 

ziellen Trennung der Veränderlichen bei linearen partiellen Dif- 

ferentialgleichungssystemen mit konstanten Koeffizienten liefert 

(angewandt auf die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichun- 

gen) für holomorphe Funktionen f einer komplexen Veränder- 

lichen z Darstellungen der Form 

worin m ein komplexwertiges Maß auf dem Körper der Lebes- 

gue-meßbaren Mengen in der komplexen j-Ebene bezeichnet 

und die Integration über die gesamte komplexe Zahlenebene zu 

erstrecken ist. 

Bekannte Darstellungen dieser Art ergeben sich für spezielle 

Maße: Etwa die „Exponentialreihen“, wenn das Maß m auf eine 

abzählbare Punktmenge konzentriert ist (d. h. außerhalb einer 

abzahlbaren Punktmenge im Komplexen verschwindet) oder 

die „eindimensionalen Laplace- bzw. Fourier-Transformationen“, 

wenn m auf die reelle bzw. imaginäre Achse der r-Ebene kon- 

zentriert ist. Schließlich treten Darstellungen der Form (1.1) mit 

kompaktem Integrationsbereich bei der Laplace-Transformation 

analytischer Funktionale auf ([5], S. 97). 

Trotz dieses umfassenden Charakters hat die Darstellung (1.1) 

bisher wenig Beachtung gefunden. Der Grund hierfür mag viel- 

leicht darin liegen, daß eine holomorphe Funktion /verschiedene 

Darstellungen der Form (1.1) besitzt. 

In der vorliegenden Arbeit wird die durch (1.1) vermittelte 

verallgemeinerte Laplace-Transformation daher allgemein für 
München Ak. Sb. 1968 

1. Einleitung 

(l.l) 
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Borelsche Maße in der komplexen Zahlenebene betrachtet. Hin- 

sichtlich ihrer Wirksamkeit bei der Darstellung holomorpher 

Funktionen interessiert dabei: (a) Von welcher Gestalt sind die 

Bereiche der ^-Ebene, in welchen Integrale der Gestalt (1.1) 

konvergieren ? Wie läßt sich für ein Borelsches Maß m der Kon- 

vergenzbereich des Integrals (1.1) bestimmen? (b) Welche 

Funktionen / können in ihrem Holomorphiegcbiet in der Form 

(1.1) dargestellt werden? (c) Durch welche Spezialisierung des 

Integrationsbereiches kann Eindeutigkeit der Darstellung er- 

zielt werden ? 

Nach den einleitenden Vorbereitungen wird in Abschnitt 3 in 

Beantwortung der Frage (a) gezeigt, daß ein Integral (1.1) stets 

in einer konvexen Menge der s'-Ebene konvergiert und daß jedes 

konvexe Gebiet als Konvergenzgebiet K°(m) eines Borelschen 

Maßes m auftreten kann. Weiterhin wird eine Formel zur Be- 

stimmung von K°(m) angegeben. In Beantwortung von (b) wird 

gezeigt, daß jede holomorphe Funktion f lokal eine Darstellung 

(1.1) besitzt. Ist das Holomorphiegebiet G von f der Durch- 

schnitt endlich vieler offener Kreisscheiben, so gibt es eine Dar- 

stellung (1.1) für f, die sogar in G konvergiert. 

Die Darstellung (1.1) ist im allg. nicht eindeutig: Es gibt 

sogenannte Nullmaße m, für welche die zugeordnete Funktion 

(1.1) in einem nicht leeren Gebiet M der 2-Ebene verschwin- 

det. In Beantwortung der Frage (c) und in Verallgemeinerung 

der bekannten Eindeutigkeitssätze für die eindimensionalen Fou- 

rier- und Laplace-Transformationen werden in Abschnitt 4 sol- 

che Bereiche M und 5 der komplexen Zahlenebene gekennzeich- 

net, für welche die Zuordnung 

umkehrbar eindeutig ist. 

Die Fülle der Nullmaße bedingt unterschiedliche Konvergenz- 

bereiche der möglichen Darstellungen (1.1) einer holomorphen 

Funktion /. In der Menge dieser Darstellungen entspricht somit 

der analytischen Fortsetzung von f bei den zugeordneten Dar- 

stellungsmaßen m die Addition eines Nullmaßes. Aus diesem 

Grunde interessieren Darstellungen der Nullmaße über einem 

(1.2) m 1—> 
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komplexen Bereich M, d. h. der Maße m, für welche 

(1.3) J e*z dm (s) = o für alle z E M. 

Es sei im Rahmen dieser Arbeit nur am Rande erwähnt, daß 

für Nullmaße, die auf den Rand S einer kompakten Menge mit 

zusammenhängenden Komplement in der j-Ebene konzentriert 

sind, mit Hilfe der Theorie der Dirichlet-Algebren eine eindeutig 

charakterisierende Darstellung gegeben werden kann. 

Für die Anregung zu dieser Arbeit und für deren Förderung 

danke ich Herrn Prof. Dr. G. Aumann. 

2. Vorbereitungen 

1. Im folgenden bezeichne IV die Menge der natürlichen, R die 

Menge der reellen und C die Menge der komplexen Zahlen; ist 

S eine Teilmenge von C, so bezeichne S° den offenen Kern und 

V die abgeschlossene Hülle von V und 33(S') den Borel-Körper 

über S, d. i. der kleinste cr-Mengenkörper über S, der alle kom- 

pakten Teilmengen von V enthält. 33 kennzeichne den Borel- 

Körper über C und ~yE die charakteristische Funktion einer 

Menge E Q C (d. h. yE(s) = 1 für s EL E und %E(s) = o für 

.? G •£)• Ist .? (->/($) eine komplexwertige Funktion in der kom- 

plexen j-Ebene und B eine Teilmenge von C, so setzen wir f(E) 

für {/0) : * EL B) und /[“1] (B) für {s : f(s) E B}. 

2. Ist E ein cr-Mengenkörper von Teilmengen in C und 

m : E —* C ein Maß auf E, so kennzeichnet im folgenden Supp m 

den Träger von m und \ vi j(S) für S E E die Totalvariation von 

m auf S. 

Eine Funktion f : C —* C heißt bekanntlich im Lebesgueschen 

Sinne »z-integrierbar, wenn sie »z-meßbar und J |/(i')| d\m\(s)<C. 

< T- co ist ([4], S. 112). Wir sagen demnach, daß das Laplace- 

Integral 

(2.0) J es z dm (s)1 

1
 Falls nicht besonders gekennzeichnet, erstrecken sich alle vorkommenden 

Integrale über die Ebene C. 

5 München Ak. Sb. 1968 
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für ein z £ C existiert, wenn j i—> e“, s £ C, ra-meßbar ist 

und 

Im Gegensatz hierzu ist das eindimensionale Laplace-Integral 

bekanntlich als uneigentliches Integral unabhängig von (2.1) de- 

finiert. Der Träger des Maßes ra in (2.0) ist im allg. ein reell 

zweidimensionaler Bereich, daher könnten uneigentliche Inte- 

grale der Form (2.0) nur mit zusätzlichen Bedingungen definiert 

werden ([8], S. 18). Es zeigt sich aber, daß für unsere Zwecke 

bereits die eigentliche Integration (mit der Bedingung (2.1)) 

ausreichend ist. 

Für jedes z £ C ist es : s esz eine stetige Funktion auf C, 

die für kein s E: C verschwindet. Ist daher et für ein z £ C m- 
integrierbar, so ist | ra | (5) ■< + 00 für alle S mit inf {Re (.rz) : J £ S} 
^> — 00. Ist e, sogar für alle z — zn einer Nullfolge (z„)„ w-inte- 

grierbar, so muß die Lebesguesche Vervollständigung V* von 

Z bezüglich ra den Boreikörper 25 enthalten ([11], S. 8). 

Wir beschränken uns daher in der Betrachtung der Laplace- 

Integrale (2.0) auf komplex-wertige Borelsche Maße in der kom- 

plexen Zahlenebene, die auf den kompakten Teilmengen von C 
von beschränkter Totalvariation sind. 

Definition 1 

Ist N eine abgeschlossene Teilmenge von C, so bezeichnet B(S) 
den (linearen) Raum der komplex-wertigen Borelschen Maße 

auf S, die auf den kompakten Teilmengen von 6" von beschränk- 

ter Total variation sind; i?0(^) bezeichnet den Teilraum der be- 

schränkten Maße in B(S). 

Im Raum B(C) definieren wir nun die für unsere Zwecke nöti- 

gen Teilräume und führen zu diesem Zwecke den Begriff des 

Laplace-Maßes ein: 

(2.1) 

3. Borelsche Laplace-Maße 
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Definition 2 

Für eine Teilmenge M von C wird 

BL (M) : = {m £ B (C) : J \esz\ d \ m | (s) <C + o° für alle z £ M } 

der (lineare) Raum der Borelschen Laplace-Maße über M 
(kurz BL-Maße über M) genannt. 

Definition 3 

Für eine Teilmenge M von C wird 

BLN(M) : = {m £ BL(M) : J esz dm(s) = o für alle z £ M} 

der (lineare) Raum der Laplace-Nullmaße über M genannt. 

Die Existenz derartiger Nullmaße zeigt 

Beispiel 1 

Ist A eine beschränkte geschlossene und rektifizierbare Jordan- 

Kurve, so ist m £ BLN{C), wenn Supp m = S und 

m(B) = <j> Xß(.s)ds für alle B £ 95. 

Aus diesen Definitionen folgt unmittelbar mit [4], S. 114, S. 180: 

Lemma 1 

Es sei a £ C beliebig, dann ist die Abbildung ëa : B (C) —> B (C) 

mit 

êa(m) (B) : = J esa dm (s) für beschränktes B £ 29, m £ B(C), 
B 

für jedes M £ C ein Isomorphismus zwischen den linearen Räu- 

men BL(M) und BL({z — a : ^ £ M}~) bzw. zwischen BLN(M) 
und BLN{\z — a : z £ A/}). 

Und 

Lemma 2 

Sind Mx und Mo Teilmengen von C und Mx £ Mo, so gilt stets 

BL (Mo) £ BL(Mx) £ B(C) und BLN(M2) £ BLN(Mi). 
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3.1 Die Topologisierung der Maßräume 

1. Die Konvergenz von i?T-Maßen bezieht sich auf eine ge- 

eignete Topologisierung der Räume BL(M), M Ç C. Hin- 

sichtlich der Darstellung (l.i) einer holomorphen Funktion /be- 

nötigen wir einen Konvergenzbegriff für Maße m G BL(M), 
der zumindest die punktweise Konvergenz der zugeordneten 

Funktionen /nach sich zieht: 

Ist o G M, so gilt BL(M) C B0(C). Es ist daher naheliegend, 

in diesem Falle BL(M) als topologischen Teilraum des vollstän- 

dig normierten Raumes (F?0(C), || . ||) mit 

(3.0) Il m II : = M (
c

). ™GB0(C), 

zu betrachten. Das lineare Funktional 

(3.1) m J esz dm(s), mÇEBL(M), 

ist jedoch nur für z = o auf (50(C), || . ||) beschränkt. Dies zeigt 

Beispiel 2 

Es sei M = C und (?«„)« die Folge der Maße mn G B0(C) 

mit Supp mn — S„ : = {s : |j | = A • ri), o < A < +cx>, und 

J esz dmn(s) 
A"n 1 

2 71 i 
n G IV. 

Die Folge («zj„ konvergiert in (ü0(C), || . ||) gegen m — o; 

denn 

lim \m„\ = lim — o. 
n —► 00 n —*■ 00 ?l 

Da für jedes n G IV und jedes z G C im Holomorphie- 

gebiet von x 1—»• esz liegt, folgt mit dem Residuensatz für Kurven- 

integrale 

J e“ dmn(s) = (A ■ z)n, n G IV, 

und damit 
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2. Soll das lineare Funktional (3.1) für jedes z G M, M S C, 
stetig sein, so muß in BL(M) eine von M abhängige Topologie 

eingeführt werden. Um eine lokal-konvexe und separierte Topo- 

logie zu gewinnen, betrachten wir die Familie der Normen 

{! m ||{.j : = J I es,\ d\ m \ {/), m G BL(M)J, z G M, 

und für z G M, e > o, m G BL(M) setzen wir 

(3-2) := im' G BL(M) : \\m'—m\\[M} < e}. 

Definition 4 

Ist M eine Teilmenge von C, so bezeichnet xM die gröbste To- 

pologie im linearen Raum BL(M), die die Umgebungsbasis der 

Null 

(3-3) 

®ir(o): = {^2f,«(o)o ...o V^e(p):z1,...z„EM,n^N,e>o} 

enthält und mit der algebraischen Struktur von BL(M) ver- 

träglich ist. Für L £ M und m G BL(M) ist 

(3-4) II Hl 

(Ist L offen, so ist vi 

= sup J l^'l d\m\(s). 
sei 

m keine Norm auf BL(L)ty 

Da für jedes z G M und 771,771' G BL{M~), M ÇZ C, 

I J esz d 7>i (j) — J esz d 771' (s) | ^ 17?i — m ||{aj, 
gilt 

Lemma 3 

Für jedes z G M, M C C, ist das lineare Funktional (3.1) 

stetig auf (BL(M), riU). 

Konvergiert also eine Folge (mn)n in (BL(M), r w) gegen ein 

77i G BL(M), so konvergiert die zugehörige Funktionenfolge 

(/„)„ in (i-i) punktweise, d. h. für jedes z G M, gegen die mit 

(1.1) zu 771 gehörige Funktion f. 
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Zur weiteren Untersuchung der Räume (BL(M), x^) benö- 

tigen wir 

Lemma 4 

Für jedes z E C ist der normierte Raum (BL ({2}), ||. I^j) 

vollständig, d. h. ein Banachraum. 

Beweis: 

Der Isomorphismus s, : (BL({z}), H- ||{*j) -*■ {F0(C), ||.||) mit 

B, (m) (B) J eszdm(s), B E iS, H é W({Z}), 

B 

ist wegen \\Bz(tn) || = || m ||w isometrisch und (i?0(C), ||. ||) ist 

nach [4], S. 161, vollständig, 

w. z. b. w. 

Satz 1 

Für alle M, M ÇZ C, ist (BL(M), xM) ein vollständiger sepa- 

rierter lokalkonvexer Raum und stets ist (i?LN(M), xM) ein 

abgeschlossener Teilraum von (BL(M), T^). 

Beweis: 

1. Die Topologie xM ist durch eine Familie von Normen über 

BL(M) in der üblichen Weise definiert ([7], S. 23), daher ist 

(.BL(M), rM) lokal-konvex und separiert. 

Zum Nachweis der Vollständigkeit betrachten wir einen 

Cauchy-Filter g in r^). Ein Filter in einem lokal-kon- 

vexen Raum heißt bekanntlich Cauchy-Filter, wenn er zu jeder 

Umgebung V des Nullelements eine Menge F enthält, so daß 

für mlt F stets mx — m2E V folgt. 

Wegen (3.2) ist für z E M und n E IV die Menge U^„(o) 

Umgebung der Null; daher enthält g für jedes z G M eine 

Folge (FZ' „)„ von Mengen F mit EjÇ F für k > n, so 

daß für jedes n E IV und beliebige m1, m2 E Fz n 

II m\ — llw < !/«• 
Jede Folge {mz mit mzn E Fz n, n E IV, ist daher eine 

Cauchy-Folge in (BL({z}), ||.||{t}). 
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Mit Lemma 4 konvergieren alle derartigen Folgen (mz „)„ 

gegen einen Grenzwert mz in (BL({z}), ||.||w) und es gilt für 

alle B E 23 

(3.5) mz (B) = lim m (B). 
n —► 00 

Für alle z', z G M ist Fz n r\ Fz. n =j= 0. Wir können daher 

eine Folge (m„)„ finden, die gegen mz bezüglich [|. ||(rj und gegen 

mz, bezüglich ||. konvergiert. Wegen (3.5) ist daher mz = 

Es existiert somit ein m G BL(M), so daß für alle z G M 
m — mz gilt. 

Der Filter 5 konvergiert gegen m\ denn jede Umgebung von 

m in (BL(M), rM~) enthält eine Menge der Gestalt 

mit zl,... zk(F M, «^...»jGJVund^GM 

2. Ist § ein Cauchy-Filter in (BLN(M), r^) mit dem Limes 

m G BL(M), so gilt für jedes z G M und für die in 1. definier- 

ten mz n G BLN(M) 

\jes,dm(s)\ = I jVV^O)— \e,z dmzn(s)\ ^ fl nt — mzn\\[z), 

somit ist m G BLN(M), 

w. z. b. w. 

Ist M eine Teilmenge von C und u G C, so setzen wir abkür- 

zend Stern (u, M) für {u} w {2 £ Af : Es gibt ein k^> 1, so daß 

auch u -f- k{z — u) G M}. Es gilt dann die folgende Charakteri- 

sierung konvergenter Folgen in (BL(M), r^) : 

Satz 2 

Es sei M eine Teilmenge von C und (?«„)„ für ein z0 G C eine 

fl. fl^-Cauchy-Folge. Gibt es zu jedem Punkt f von M* : = 

:= Stern (T0, M) ein Kj -f-00, so daß für alle n G N 
fl dann ist (tn„)„ eine Cauchy-Folge in (BL(M*), rr). 

Beweis: 

1. Wir zeigen zunächst, daß für jedes z G M* die Folge (m„)„ 
eine Cauchy-Folge in (BL{\z}), ||-||{.)) ist und betrachten zu 



54 Peter Vachenauer 

diesem Zwecke die Maße m'n, n E IV, aus (B0(C), |].||) mit 

:= J esz°dmn(s), 5£S5, n E N. 
B 

Ist z E M*, so gibt es ein k 3> i, so daß zü + k(z — z^) E M. 
Mit X : — k'l' ist wegen X^> i und 

z0 + ^ {{zo + Kz ~ zo)) — 
zo) = zo + ^20 — 

zo) 

auch z0 + X{z — z0) E M*. 
Mit der Hölderschen Ungleichung ([4], S. 119) gilt somit für 

beliebiges n, l E IV 

I m,— = J I • \ess’\ d\ml— mn| (s) 5S 

= {JI |
A
 d\m\ — mn I (j)}

1/A
 • {J l'1

 d \ ml — m'n \ (J)}
1
^, 

wobei fJ. gemäß l/A + i//t = 1 endlich und positiv ist. 

Für f \= zü-\- X(z — z0) ist 

II mi — ||w < {J I es{z° + I d I m, — mn | (V)}
1/A

 ■ || m, — mH 

2. Jede ryl/.-Umgebung von O E BL(M*) enthält wegen (3.2) 

und (3.3) eine Menge der Gestalt 

F^*e (o) o . . . r\ V£.(o) mit zlt . . . zk E d/*, k E AT, e > o. 

Wegen 1. gibt es ein W E IV, so daß für alle /, n > W die 

Maße ml—in Vft'e(o) r\ ... r> V™’c(p) liegen; daher ist 

der durch (m„)„ erzeugte Fréchet-Filter ein Cauchy-Filter in 

w. z. b. w. 

Ist Æf offen, so ist Stern (o, M) = M KJ {O}, daher folgt mit 

Satz 2 aus Satz 1 
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Korollar 1 

Ist Me ine offene Teilmenge von C und («JB eine ||. ||-Cauchy- 

Folge in BL(M) und gibt es zu jeder kompakten Menge F, 
F C M, ein ICF<C +co, so daß für alle n G N ||mn\\F ^ KF, 
so besitzt (m„)„ einen Grenzwert in r^). 

3.2 Der Konvergenzbereich 

1. Wir wenden uns nun den in der Einleitung aufgeworfenen 

Fragestellungen zu und untersuchen zu diesem Zwecke zunächst 

das Konvergenzverhalten des Integrals (2.0) für ein Maß 

m G B(C) : 

Definition 5 

Der Konvergenzbereich K{ni) eines Maßes m G B(C) ist die 

Menge aller 2 G C, für die (2.1) erfüllt ist; das Konvergenz- 

gebiet K°(m) von m ist der offene Kern von K(m). 

Für jedes m G A?(C) ist K(m) charakterisiert durch 

Satz 3 

Ist M' die konvexe Hülle der Menge M in C, so ist BL{M') 

= BL(M), d. h. für jedes m G B(C) ist der Konvergenzbereich 

K(m) konvex. 

Beweis: 

Mit Lemma 2 ist wegen M £ M' sicher BL{M") C BL{M). 
Seien umgekehrt 2, z' G M und m G BL(M), dann gilt für 

jedes A, o < A< 1, mit der Hölder-Ungleichung und p : = 
: = l/A > 1 und q : = 1/(1 — A) 5> 1 

JI e^z + ü-■»)*')* I d I m I (s) < 

< [j\esz\*f d\m\(s)]llp • [JV*'| (1~»<d\m\ (»]
1/?
 = 

= [J \e,l\ d\m\(s)]llf ■ [J|e"'| d\m\(J)]
1/?

 < +00. 

W. z. b. w. 
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Satz 3 deckt die Bedeutung der konvexen Mengen für die 

BL-Maße in B(C) auf; daher nun kurz die für uns wichtigsten 

Begriffe aus der Theorie der konvexen Mengen in C: 

Definition 6 

Eine abgeschlossene konvexe Menge heißt konvexer Be- 

reich. Eine offene konvexe Menge heißt konvexes Gebiet; 

sie ist der offene Kern K° eines konvexen Bereichs K. Die Stütz- 

funktion M) einer konvexen Menge M ist durch 

(3.6) H{s; M) : = sup Re(j • z) für alle s Çz C 
i£i1/ 

definiert. 

So hat z.B. die Kreisscheibe K mit Mittelpunkt z und Radius 

g, g >> o, die Stützfunktion ff(s ; K) = H(s\ {ä}) -)- g|j| = 

= Re(?£r) -f g I s I. 
Bekanntlich ist j 1—>H(s) H(s; M) für jede konvexe nicht- 

leere Menge M eine konvexe Funktion; denn es gilt ([2], 

S. 23) 

(3.7) H(o) = o, 

(3.8) H(t ■ s) = H(s) ■ t für alle J G C und t >> o, 

(3.9) H(s + s') < H(s) + H(s') für alle J, s' e C. 

Ist M beschränkt und konvex, so ist s>-*H(s) M) stetig. 

Weiterhin gilt für zwei konvexe Bereiche M und M' in C, wenn 

MÇ, M' 

(3.10) H(s\M) <H{s\AT) für alle s E C. 

Mit Hilfe der Stützfunktion des Bereiches {z}, z G C, lautet 

die Bedingung (2.1) für ein m G B(C) wegen //(J; {z}) = Re(?2) 
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und es ist wegen (3.4) für jede konvexe Teilmenge F von K(m) 

(3.11) \\m \\F <L § d\m\(s). 

Das Integral der rechten Seite existiert für kompakte Teil- 

mengen F von K°(m) \ denn es gilt 

Lemma 5 

Ist G ein konvexes Gebiet in C und m G BL(G), so gilt für 

jeden beschränkten konvexen Bereich B in G 

J eH(s : B) d I m I (s) <C -f- 00, 

und I. ||Ä ist eine Norm auf BL(B). 

Beweis : 

B ist kompakt und G ist ein konvexes Gebiet, daher existiert 

ein kompakter konvexer Polygonbereich P, so daß B G P C G, 
([2], S. 36). Mit (3.10) gilt dann H(s\B) GLH(s,P) für alle 

j G C. Hat das Polygon P die n Eckpunkte zlt z2, ■ . . z„, 
n G IV, so gilt wegen der Monotonie von x H* ec, x G R, 

J ^ J eH('s,P) d\m\(s) ^ 2J J |<W*| d\m\(^s) <f +<x> 
k = 1 

denn wegen P C G sind die zk G G, k = \, 2w.z.b.w. 

2. Da das Konvergenzgebiet K° (m) mit Satz 3 für jedes 

m G B(C) konvex ist, wird K°(m) eindeutig durch die Stütz- 

funktion bestimmt. Daher läßt sich ein kon- 

struktives Verfahren angeben, mit dem für jedes m G B(C) das 

Gebiet Kü(m) bestimmt werden kann. 

Wir definieren zu diesem Zweck für jedes 711 G B(C) zwei 

Funktionen mit Wertebereichen in R w {—00, -fco}: 

Für cp G [o, 2 7t), ô > o und r>o setzen wir 

(3-12) 

177i I (9?, ô, r) : = I Tn I ({J : | J | -< r und | arg j — cp \ ^ <5 mod 2 ?r}) 
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(3-13) lim lim   log (| m \ (cp, ô, + oo) — I m I (cp, ô, r)), 
<i^0 r—►oo r ' 

wenn lim \m I (93, <5, +00) •< -foo; 
<5—*-0 

Km{<P) : = 

lim lim log | m \ (cp, ô, r), 
(3-*-0 r—*oo r 

wenn lim \m\Up, 6, +00) = -f-00. 

(lim kennzeichne dabei den Limes inferior; außerdem sei stets 

log -f-co = -)-oo und log o = —00.) Es gilt dann 

Satz 4 

Das Konvergenzgebiet K^Çm) eines Maßes 771 £ B(C) ist mit 

(3.13) der offene Kern D° von 

D ,= H {*: Re (**•*) ^ K „(#)}. 
<PG [0, 2n) 

Beweis: 

1. Ist D° =4= 0 und z £ D°, so ist (2.1) für dieses z erfüllt: 

Aus der Definition von D folgt unmittelbar 

(3-14) 

H(s\ D) = sup Re (sz) 5^ k I ' Km (arg s) für alle j£C. 

D° ist nicht leer, daher gibt es ein s > o, so daß für alle s G C 

H(s ; {2}) + e • I s | H(s ; D). 

Ist D’ := D r\ {z' : \z’ | < \z\ -f- e}, so gilt wegen (3.10) und 

(3-H) 

(3-15) 

#(J; {*}) + £• M ^ \s\■ s), s G C, 

und damit 

(3.16) J \e“\ d\TH\ (s) ^ J d\rn\ (s). 
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Mit D° 4= 9 ist für jedes cp G [o, 2n) Km(cp) > —oo; außerdem 

ist für öi-» \ m \ (cp, ô, -f-oo), ô)> o, jedes cp G [o, 2n) monoton 

nicht fallend. Daher gibt es für jedes cp G [o, 2n) ein <50(ç>)> o, 

so daß für alle ô, mit o < (5 5k \(cp) folgendes gilt: 

Falls Km (cp) < + oo : 

(3-17) 
Km(<p)—j< lim-y log (1^1 

Z
 r—>0O ' 

und ImI (cp, à, -j- oo) < Foo, 

bzw. 

(cp, Ô, + oo) - [ m I (cp, Ô, r)) 5k Km (cp) 

wenn lim | m \ (cp, ô, -j- oo) + oo, 

(3-18) 
z
 r—MX) ' 

und I w| (<p, ô, -f- oo) = -j- oo, wenn lim | m \ (cp, <5, -f oo) = -j- oo. 

(3-19) 

Falls Km(cp) = +oo: 

M + ^r<\kü-—^~\og(\m\ (cp, ö,-\-co)—\m\ (cp, ö,r)) 
J r—►OO 7 

und I m I (cp, ö , -f- oo) <f + oo. 

Die Funktion H(s ; D') ist gleichmäßig stetig auf {s : |j| = l} ; 

denn D’ ist beschränkt. Es gibt daher ein ß >■ o, so daß für alle 

cp, cp G [o, 2n) mit \<p — y>\ < ß mod 2n 

IH(e-* ; D') - H(ei'f ;D')\< £/4. 

Für ô (cp) G (o, min (ß, <50(ç>))), 9 £ [°, 2 n), bilden die offenen 

Intervalle (cp — ô (<p), cp -f ô (g?)) mod 2 n ein Überdeckungs- 

system des Kompaktums [o, 2n\. Mit dem Heine-Borelschen 

Überdeckungssatz existieren somit Werte (Pi, cp2, ■ ■ • cpNin [o, 2a), 

so daß mit 

Sk : = {.f : I arg j — cpk | ^ ö(cpk) mod 2 7t}, k = 1,2, . . . N, 

N 

c=Us„ 
£=1 
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und für alle <p E (yk ~~ &(SPk)> 9A + à(SPkj) und k = 1, 2, . . . N 

D') < H^o-D') + «/4. 

Mit N-L : = {k: Km (cpk) < -fco} uncj N2:= {1, 2, . . . N} \ Nx 

folgt damit aus (3.15) und (3.16) 

J I es‘\ d\m\ (s) ^ J e\!\(^m(fk)-i^) d |m | (j) _p 
kGN, sk 

+ 'y J eld 11'I + i ') d Im\ (s). 
k£N, sk 

Damit gilt 

+00 

J \esz\ d\m\ (J) < ^ J d\m\ (<pk, ö((pk), r) -f- 
AEiV, r = 0 

+ 2! J <?r'(M+i‘) d\m\ {cpk, ö{(pk),r). 
k£Nt r — 0 

Da für jedes k E {1,2, ... W} mit (5 ^ (5(ç?j) eine der Bedin- 

gungen (3.17) bis (3.19) erfüllt ist, folgt mit den bekannten 

Formeln für die Abszisse der absoluten Konvergenz von ein- 

dimensionalen Laplace-Integralen ([10], S. 46) die Bedingung 

(2.1). 

2. Ist z E D, so ist (2.1) nicht erfüllt; denn dann gibt es ein 

95 E [O, 2 n) und ein £ j> o, so daß 

Re(d9z) ^ Km(<p) + £• 

Da der Fall Km(cp) = —00 eintreten kann, setzen wir 

l(SP) : = 
K

m(<P) + £. falls Km(<p)>— co, 
— 2\z\ , falls Km(95) = —00. 

Es gilt damit in jedem Falle Re(e‘,>2’) ^ /(<p)- Wir wählen wie- 

der ein ö(cp) > o, so daß die entsprechende der Bedingungen 

(3.17) und (3.18) erfüllt ist und zugleich für alle y) E (9 — <5(95), 

9 + <5(9’)) gilt: 

Re (e‘vz) = {*}) > %)-£/2. 
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Damit ergibt sich mit S {r : |arg j — <p\ ^ <5(ç>) mod 27t} 

J \es*\ d Im\(s) ^ J \e,z\ d\m\(s) ^ J d\m\ (s) ^ 
5 5 

+ oo 

= J djmj (jpt <5(gc>), r). 
r=0 

Dieses eindimensionale Laplace-Integral divergiert wegen (3.17) 

bzw. (3.18) und ([io], S. 46), w. z. b. w. 

Korollar 2 

Für jedes konvexe Gebiet G in C gibt es ein ni E B(C) mit 

W°(» = G. 

Beweis: 

Für das Borel-Lebesguesche Flächenmaß A gilt K° (A) = 0 

und für m — o ist K°(ni) = C. Es sei daher G =j= 0 und G ={= C, 

d. h. A/(J; G) > —00 für alle î£C und 0 : = {95 : H(e~"p; G) <C 

<C +00} =|= 0. Ist n ein positives Maß auf S3 ([o, 2 7t)) mit 

Supp /< = 0 und /t([o, 27t)) = 1, sowie £(*) : = o für * = +00 

und e(x) : = e-* für —00 <ix <i +00, so gilt K°(m) = G für 

das Maß m mit 

+ 00 2 n 

m (B) = J J Z/f(r • O • * (r • //(«-""; G)) rfr, ,9 E 25. 
0 0 

W. z. b. w. 

3.3 Die Laplace-Transformierte 

Wir beginnen nun mit der Untersuchung der Funktionen /, 

die durch Laplace-Maße m E B(C) mittels (1.1) dargestellt 

werden können: 

Definition 7 

Ist m E BL(M), M £ C, so heißt die Funktion 

(3.20) z i-> J e“ dm(s), z E M, 

die Laplace-Transformierte von m. 
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Satz 5 

Enthält für ein m G B{C) der Konvergenzbereich K(m) einen 

Punkt zQ mit einer Umgebung {z : \ z — z0 \<*h ô >> o, so ist 

die Laplace-Transformierte von m holomorph im Punkte z0. 

Beweis: 

Für jedes n G IV ist mit Sn : = {J : « — l ^ |J| < «} offen- 

sichtlich 

* ^ ^0) = £+t=o Jï J Xs„(s) skdm(s) 
Sn 

eine ganze Funktion in C. Wegen Femma 3, (3.11) und Lemma 5 

konvergiert die Reihe 

(3.21) f{z) = J e”dm(s) 
Sn 

in jedem Bereich {z : |z-—z0\ ^ <5'}, o à' < (5, gleichmäßig. 

Somit ist f nach dem Weierstraß’schen Reihensatz holomorph 

in z0. W. z. b. w. 

Für alle n G iV und jedes <5' <5 gibt es ein A < +00, so daß 

für alle JG C 

|j|" • <jj A • 

Daher folgt durch formale Differentiation der Reihe (3.21): 

Korollar 3 

Ist der offene Kern M° von M, M G C, nicht leer und ist 

m G BL(M), so gilt für die #-te Ableitung der Laplace-Trans- 

formierten / von m 

(3.22) f^(z) = § s” eIZ dm(s), z G M°. 

Enthält K(m) keine inneren Punkte, so ist die Laplace-Trans- 

formierte / von m i. allg. nicht überall differentiierbar ([ 11], 

S. 28). 
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3.4 Laplace-Maße mit beschränktem Träger 

Ist der Träger eines Laplace-Maßes beschränkt, so kann die 

Laplace-Transformierte von m unmittelbar charakterisiert wer- 

den. Die in der Einleitung aufgeworfenen Fragen können dann 

alle mit bekannten Sätzen beantwortet werden: 

Definition 8 

Ist S eine abgeschlossene Teilmenge von C, so bezeichnet 

BL(M, S') den (linearen) Teilraum der Maße m in BL(M) mit 

Supp m = S. BLN(M, S) ist BLN(M) BL(M, S). 

Liegt für ein m GB(C) Supp m in {J : |j| S^A}, A < +00, 

so ist m G B0(C) und es gilt für alle z G C und S : = Supp m 

(3.23) IIm Up} = J I eS‘\ d Im I (s) ^ eAl*l\m\(S) ^ «^"1 I m ||. 

Daraus ergibt sich 

Lemma 6 

Ist der Träger 5 eines Maßes m G B(C) kompakt, so ist m 
beschränkt und .f 1—* esz für alle «GC w-integrierbar. Liegt S' 

in der Kreisscheibe {J : | J | < A }, A < +00, so ist die Laplace- 

Transformierte / von m eine ganze Funktion vom Exponential- 

typus A, d. h. es gibt ein K <C + 00, so daß für alle z G C 

|/(*)| SL K• eA>zl. 

Mit (3.23) ist das lineare Funktional (3.1) für jedes zGC be- 

schränkt über (B0(S), ||. ||), wenn S kompakt ist; und es gilt mit 

Satz 1 

Satz 6 

Ist S C C kompakt, so sind die Räume (BL(C, S),rc) und 

(.B0(S), ||.)|) homöomorph unter der identischen Abbildung; der 

Raum (BL (C, S), rc) ist durch ||.|| metrisierbar. 

Mit einem Satz von G. Polya ([5], S. 98) läßt sich Lemma 6 

in folgender Weise umkehren: 
6 München Ak. Sb. 1968 
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Satz 7 

Ist die Funktion z H» 
an z"> 2 E: C, vom Exponential- 

typus A, A <C +oo, so ist sie Laplace-Transformierte des Ma- 

ßes m mit Supp m — S : = {J : | J | = A -f- e}, e > o, und 

Laplace-Maße mit nichtleerem Konvergenzgebiet können mit 

Satz 5 zur Darstellung holomorpher Funktionen einer komplexen 

Veränderlichen als Laplace-Integrale herangezogen werden. Von 

größtem Interesse ist die Frage, ob damit die Gesamtheit aller 

holomorphen Funktionen erfaßt wird. Wir zeigen, daß die Ant- 

wort auf diese Frage positiv ist: 

Jede holomorphe Funktion einer komplexen Veränderlichen 

kann lokal als Laplace-Transformierte eines Maßes m G B(C) 
in der Form (3.20) dargestellt werden. 

Eine im Punkte fl£C holomorphe Funktion / ist genau dann 

Laplace-Transformierte eines Maßes m G B(C), wenn die im 

Nullpunkt holomorphe Funktion z H-> f(z -f- d) Laplace-Trans- 

formierte eines Maßes ma G B(C) ist; denn mit via = Sa{m) 

und Lemma 1 ist 

= J ß,(s + °) dm(s) = J es* dma(s). 

Für die Darstellung der im Nullpunkt holomorphen Funktionen 

gilt 

Ist / eine in M \ = {z : \z | < 7?}, o <C R <C + 00, holomorphe 

Funktion, so ist / die Laplace-Transformierte eines Maßes 

m G BL^M)1. 

1 Dieser Satz ist bereits in [1], S. 64, formuliert, jedoch gilt der dort skiz- 

zierte Beweis nur für gewisse ganze Funktionen. 

3.5 Die Darstellung holomorpher Funktionen 

Satz 8 
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Beweis: 

Wir setzen für k £ iV sk : = (k i)/B und Si : = {J : |J | = JJ 

und konstruieren damit die Folge (wz„)„ aus B(C) mit 

».(*) := 21 

£=0 

/W (o) 

2.71 i £ ZüOO 
sk 

ds 
T+T B E 23, n E IV. 

Für jedes w G IV ist Supp m„ beschränkt, daher ist mn E BL(C). 

Mit dem Residuensatz gilt für alle z E M 

(3.24) lim W*dmn(s) 
w ' W—>00 d 

n 

lim y f™ (o) 
**=/(*)• 

Wir zeigen nun, daß die Folge (m„)„ in Æf die Voraussetzungen 

von Korollar 1 erfüllt und damit in (BL(M), rJ einen Grenz- 

wert m besitzt, für welchen mit (3.24) für alle z E M 

(3.24') f(z) = \esz dm (s). 

1. (m„)„ ist in BL(M) eine ||. ||-Cauchy-Folge; es ist nämlich 

< V I fW (0)1 

* = 0 

Mit 2 R/e *< r < R und den Cauchyschen Ungleichungen 

\fw (0)1 Mr<+ 00, kGN, 

gilt für n >> 1 

Die rechte Seite ist Abschnitt einer konvergenten Reihe. 

2. Für jedes t, o <j t < R, ist mit T : = {z : \z\ t} die Fol- 

ge (\\mH IT-X gleichmäßig beschränkt: Es ist nämlich für alle 

n E IV 
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Weiterhin gilt mit v : = R • e(t R’>I'2R sowohl v < R als auch 

für alle k £E iV 

(3-25) 
«V 

^ e V 271 e R 

R-t 

v i 

k\ ' 

Denn für jedes k £ 2V ist mit der Ungleichung nach Stirling 

k\ ^ (2kn)1!2 . kk • ex-\ 

mit sk = (k + 1 )\R und mit t <C R 

es»‘k\ S<A+vH*kl 
^ (277:)2 • e2 • k2 

-4? 

Das Maximum von k /è1/2 • e-^x-t)fès ^ k >• o, wird für 

/£ = R\(R— / angenommen, damit ist (3.25) bewiesen. 

Damit gilt gleichmäßig für alle n N mit v <C R 

r  00 

/&! 

Mit /^ := max |/(^)| für w R und den Cauchy-Unglei- 

chungen ist 

I 11T — * £)*• 

Somit erhalten wir für alle n £ iV und ./? • £(/ Ä)/2Ä < w < R 

.. eR\R
27ieR mÄ-r< y~j^t(w_v) '/»■ 

Da /in {2: |;| < w}, w <C R, holomorph ist, sind die Normen 

\mn\T mit festem T — {z \ \z\ < t}, o <f t <C R, gleichmäßig 

beschränkt. 

Nach Korollar 1 existiert also in (BL^M), rM) der Grenzwert 

m mit 

(3.26) m(B) 
Ä = ü 

f(k) (o) 
2 71 i 

ds 
», 
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und 

(3-26') 
e R ]/7.neR 

II m ll{z: I a| £t) — ŸR — t {w — V) 
max I f(z) I , 
\z\<.w 

wobei o <7 t <C v = R • <?(/ R^2R <7 w <f B. Daher ist m G 

G BL(M), w. z. b. w. 

Bemerkung: 

Ohne weitere Umstände lassen sich auch darstellende Maße m 

angeben, die totalstetig bezüglich A195 sind, so daß (3.24') er- 

füllt ist. Jedoch ist dann der von t, v, w abhängige Faktor für die 

Abschätzung der Form (3.26') größer als der in (3.26') angege- 

bene. (A 195 bezeichne dabei das Borel-Lebesguesche Flächen- 

maß in C.) 

Im Flinblick auf Frage (b) der Einleitung interessiert natür- 

lich eine Verallgemeinerung von Satz 8 auf allgemeinere als 

Kreisgebiete. Wir geben nun zwei Erweiterungen, die die Wirk- 

samkeit der Darstellung durch Laplace-Maße unterstreichen, 

deren Beweise jedoch (im Gegensatz zum Beweis von Satz 8) 

nicht konstruktiv sind : 

Satz 9 

Ist das Gebiet G der Durchschnitt endlich vieler beschränkter 

offener Kreisscheiben, so gibt es für jede in G holomorphe Funk- 

tion / ein m G BL(G), so daß 

(3.27) f(z) = J e*‘ dm(s) für jedes 2 G G. 

Beweis: 

G besitzt die Gestalt 

G = n.hGj 
(3.28) mit Gj : = {2 : \ 2 — a, \ < rj, ay G C, o < r] < + 00, 

j = \, ... n, n G N. 

Wir beweisen (3.27) durch Induktion nach n: 

1. ,,n = 1“: Dann \st G = {z :\z— ßx|<Vi}. Die Funktion 

z i-> f(z 4- ax) ist holomorph in M : = {z : \z | < rxj und besitzt 
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wegen Satz 8 eine Darstellung der Form (3.27) mit einem 

mÇiBL(M). Mit Lemma 1 ist das Maß mx\= B_ai{rn) aus 

BL(G) und es gilt für \z | <f rx 

f(z -f- ßx) = J es*dm(s) = J esl-‘ + ai) dmx{s). 

2. ,,nt->n-\- 1“: Dann ist G = G„ + 1 o Gj. Eine in G 
holomorphe Funktion f läßt sich in G zerlegen in der Form 

/ = /1 +/21 wobei fx in Gn + 1 und /2 in Gj holomorph 
ist; dies folgt aus der Lösung des sogenannten „ersten Cousin- 

schen Problems“ für eine komplexe Veränderliche ([5], S. 13). 

Nach Induktionsvoraussetzung und 1. existieren zwei Maße 

mx G BL(Gn + ^) und G BL ((^. 6h), so daß mit m = 
= m1 m2 die Gleichung (3.27) in G erfüllt ist. W. z. b. w. 

Satz 10 

Ist G ein beschränktes konvexes Gebiet und G* D 0 offen, so 

besitzt jede in G holomorphe und in G* meromorphe Funktion 

f in G eine Darstellung der Form (3.27) mit einem m G BL(G). 

Beweis: 

/ besitzt nur endlich viele Pole zy, ... zn in G*\G. Ist hk 

der zu zk gehörende Hauptteil von /, so besitzt / die Darstellung 

f = g hx + h2 -f- • • • + hn, wobei g in G* und damit in einem 

Gebiet G' 3 G der Gestalt (3.28) holomorph ist. Mit Satz 9 

besitzt g eine Darstellung (3.27) in G. Die Hauptteile hk können 

mittels eindimensionaler Laplace-Integrale längs geeigneter Ge- 

raden gk in C dargestellt werden, so daß (3.27) für / erfüllt 

ist. ([11], S. 35). W. z. b. w. 

Mit Satz 5 und Satz 9 ist, wenn G von der Gestalt (3.28) ist, 

der lineare Raum der in G holomorphen Funktionen algebraisch 

isomorph zum Quotientenraum BL(G)/BLN(G). 
Weiterhin lautet das Prinzip der analytischen Fortsetzung ho- 

lomorpher Funktionen in der Darstellung durch i?Z.-Maße: 

Korollar 4 

Ist das Gebiet G von der Gestalt (3.28) und f eine in G holo- 

morphe Funktion, die in einem Gebiet G', C £ G, mit einem 
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m' G BL(G') eine Darstellung der Form (3.27) in G' besitzt, so 

existiert ein Nullmaß n G BLN(G'), so daß mit m : = m' -j- n 

in G 

f(z) = J esz dm(s). 

Beweis: 

Ist K°(wi') 3 G, so ist die Behauptung trivial. Ansonsten folgt 

mit der Existenz von m G BL (G) auch die Existenz von n = 

= m — 7YT! aus Satz 9. (Ist echt in G enthalten, so liegt n 

nicht in BLN(6-)). W. z. b. w. 

Bemerkung: 

Bekanntlich kann eine im Nullpunkt holomorphe Funktion/, 

falls sie durch eine Potenzreihenentwicklung um den Nullpunkt 

gegeben ist, mit dem Borelschen Summationsverfahren in ihren 

(konvexen) Borel-Stern analytisch fortgesetzt werden ([3], S. 302). 

Die bekannte Darstellung mit einem eindimensionalen Laplace- 

Integral kann in die Gestalt (3.27) transformiert werden, falls für 

den Integranden (d. i. die sogenannte zugeordnete Funktion 

von /) die Darstellung von Satz 7 verwendet wird. Das resultie- 

rende Laplace-Integral konvergiert jedoch nur in einem echten 

konvexen Teilbereich des Holomorphiegebietes von/, auch wenn 

dieses eine Kreisscheibe ist ([11], S. 36). 

4. Die Eindeutigkeit der Darstellung durch Laplace-Maße 

Im Hinblick auf Frage (c) der Einleitung werden wir in die- 

sem Abschnitt solche Teilmengen M und S von C charakterisie- 

ren, für welche BLN(M, S) nur das triviale Nullmaß m = o 

enthält; so daß die Zuordnung 

m t-> i—>• J eszdm(s), z G d/j, m G BL(M, S), 

1-1-deutig ist. Unsere Ergebnisse, die Sätze 13, 14 und 15 sind 

in diesem Sinne Eindeutigkeitssätze für die Darstellung holomor- 

pher Funktionen durch Laplace-Maße. 
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Enthält M eine Umgebung der Null, so gilt für jedes 

m (E BLN(M, S) neben 

(4.1) J eSI dm(s) = o für alle z £ M 
s 

wegen Korollar 3 auch 

(4.2) J s" dm (s) — o für n = o, 1, 2, ... . 

Ist A kompakt, so ist mit Lemma 6 jede Lösung des Momenten- 

problems (4.2) auch Lösung von (4.1) mit M = C. Die Lösungs- 

räume von (4.1) und (4.2) sind für kompaktes S und M = C 

also gleich. 

Bei unbeschränktem 5 dagegen ist nicht jede Lösung von (4.2) 

zugleich Lösung von (4.1); denn sonst würden sich die beiden 

folgenden bekannten Tatsachen widersprechen : 

(A) Für A = {4 : Im(r) = 0} reduziert sich (4.2) auf ein Ham- 

burgersches Momentenproblem, das nach Stieltjes von 

Null verschiedene Lösungen m £ B(S) besitzt mit K°(?n) = 

— {2 : Re (z) < 0} ([10], S. 125). 

(B) Für S = {4 : Im(.f) = 0} hat (4.1) mit M = {z : | Re(Ä)| <7ß}, 

ß j> o, wegen des Eindcutigkeitssatzes der bilateralen ein- 

dimensionalen Laplace-Transformation nur die Lösung m = 

= o ([10], S. 243). 

Es bieten sich zwei Wege an, das Problem (4.1) unter Verwen- 

dung des Momentenproblems (4.2) zu lösen: Man löst das Mo- 

mentenproblem (4.2) mit der Nebenbedingung (2.1) für alle 

z G M - oder — man transformiert (4.1) durch eine Variablen- 

substitution in eine Form (4.2). 

Wir wollen uns in Abschnitt 4.2 ausschließlich der zweiten 

Methode bedienen. 

Enthält die Trägermenge 5 eine Kreisscheibe, so gibt es we- 

gen Beispiel 1 in BLN(C, S) sicher von Null verschiedene Null- 

maße. Eine notwendige Bedingung dafür, daß BLN(M, S) nur 

das triviale Nullmaß m = o enthält, ist daher (unabhängig von 

M): Der offene Kern von S ist leer. 
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Wir suchen nach hinreichenden Bedingungen für BLN(71/, S) 
= {0} und betrachten zu diesem Zwecke Mengen X E C mit 

(4.3) Der offene Kern X° von X ist leer, 

(4.4) X ist kompakt, 

und 

(4.5) Das Komplement von X in C ist zusammenhängend, 

bzw. 

(4.6) Das Komplement von X in C zerfällt in zwei Komponen- 

ten, wovon die eine den Punkt 00 und die andere den 

Nullpunkt enthält. 

Solche Mengen sind charakterisiert durch die folgenden beiden 

Sätze : 

Satz 11 (Mergelyan, 1951) 

Erfüllt eine Menge X, X C C, die Bedingungen (4.3), (4.4) 

und (4.5), so kann jede stetige Funktion f:X—+C auf X gleich- 

mäßig durch Polynome / : C —* C approximiert werden. 

Beweis: [9], S. 18 und [9a], S. 74. 

Satz 12 

Erfüllt eine Menge X, X C C, die Bedingungen (4.3), (4.4) 

und (4.6), so kann jede stetige Funktion / : X —* C auf X gleich- 

mäßig durch rationale Funktionen r : C —» C approximiert wer- 

den, die höchstens einen Pol und zwar im Nullpunkt besitzen. 

Beweis: [9a], S. 78. 

4.1 Laplace-Nullmaße mit beschränktem Träger 

Ist die Trägermenge S, S Q C, beschränkt, so erfüllt N die 

Bedingung (4.4). Damit gilt als 1. Eindeutigkeitssatz für 

die Zuordnung (1.2): 
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Satz 13 

Der Raum BLN(M, S) enthält kein von Null verschiedenes 

Maß, wenn 

(1) M eine Folge von Punkten enthält, die sich in C häuft, und 

(2) die Menge S die Bedingungen (4.3), (44) und (4.5) erfüllt. 

Beweis: 

Ist m G BLN(M, S), so ist wegen (4.4) und Lemma 6 die 

Laplace-Transformierte von m eine ganze Funktion und mit 

(1) und Korollar 3 folgt (4.2). Das Maß m ist wegen (4.4) be- 

schränkt, daher gilt mit Satz 11 für jede auf N stetige Funktion 

g : Jg(s) dm(s) = o. Für jedes a G C und r j> o konvergiert 

die Folge der auf C stetigen Funktionen 

£■*(•0 : = 

1 , o = k—a\ <c r 

1 — n>(\s — a\ — r), r^\s — a\ , JGC,»GiV, 

o , r A < |j — a\ <" +00 
71 — 1 1 

auf C punktweise gegen die charakteristische Funktion der Kreis- 

scheibe Ka : = {r : o ^ |j — a| <1r}. Mit dem Lebesgueschen 

Konvergenzsatz ist aus diesem Grunde für jedes a G C und 

jedes r j> O 

= lim„ §g«(f)dm(s) = o. 

Das Maß m ist cr-additiv und beschränkt und damit regulär, da- 

her folgt m(B) = o für jedes B G S3- W. z. b. w. 

Wie die Bemerkung am Ende von Abschnitt 4.2 zeigt, ist die 

Bedingung (4.5) im Falle (4.4) genauso wie (4.3) notwendig. 

4.2 Laplace-Nullmaße mit unbeschränktem Träger 

Bei unbeschränktem Träger S, S ÇZ C, läßt sich Satz 11 und 

Satz 12 nicht mehr direkt auf das Momentenproblem (4.2) anwen- 

den; denn dann ist die Voraussetzung (4.4) in diesen Sätzen 

verletzt. 
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Wir betrachten daher statt (4.2) die ursprünglichen Bedin- 

gungsgleichungen (4.1) für Laplacesche Nullmaße in BL(M), 

M £ C, und transformieren sie durch Einführung der neuen 

Integrationsvariablen 

(4.7) t : = et(s) ■= e’M, sES, z =}= o. 

Der Umstand, daß die Abbildung s >->■ t, J£C, die Periode 

2ni/z besitzt, gibt zu folgender Überlegung Anlaß: 

Offensichtlich bilden für z 4= O die 2ni/^-periodischen Men- 

gen 3 (das sind Mengen aus S3, die mit einem z' auch 

z' -f- k • 2ni[z für k = O, dr L ± 2, . . . enthalten) für sich allein 

einen cr-Mengenkörper S3, C S3, und S3, ist isomorph zu 

®(C\ {o}): 

Zerlegen wir nämlich jedes B E 23, in der Form 

B = B* w mit B* r\ B* = 0 und 

B* C {r :—n <j Im(r^r) r^jr}, 

dann sind die Verschiebungen von B* um Vielfache der Periode 

27ii\z disjunkt und ihre Vereinigung ergibt gerade B. Für z 4= o 

wird der Streifen {s :— n < Im(t2) 5^ n} vermöge ez bijektiv 

und gebietstreu auf C\{o} abgebildet. Daher ist ez(B) = ez(B*) 
für jedes B E 23, borelsch ([4], S. 182) und die Abbildung 

5 H> «,(5*) von S3, auf S3(C\{o}) ist bijektiv. Zu einer Menge 

D E 23(C\{o}) gehört ja vermöge g1,'11 die azrz'/.s'-periodische 

borelsche Menge 

Für jedes m G B0(C) und jedes ={= o ist durch 

(4.8) mz(D) := D E » (C\{o}), 

ein Maß mz E i?0(C\{o}) erklärt und es gilt für jedes 

D E S3 (C\ {o}) 

(4.9) mz(D) = m(D*) -f m(Dz), 

wobei D* : = {e[;l\D))* und D, := (<V1](£>))#. 
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Lemma 7 

Ist m ein beschränktes Borelschcs Maß und verschwinden für 

eine Nullfolge (zv)v mit zv =)= o für alle v die nach (4.8) zugeordne- 

ten Maße vizv identisch für alle v £ IV, so ist auch m = o. 

Beweis: 

Für v —► 00 strebt \zv\ nach o, daher gibt es für jedes 

R ■< -f- 00 ein vR G IV, so daß für alle v ^ vR der Streifen 

Sv : = {s : — 71 <C Im (szv) ^ n) die Kreisscheibe {j : | j j 5^ R } 

enthält. Für jedes v ist zv =(= o, daher kann für alle V^R_VR jedes 

5 £ 18 ({j : |$ I ^ R}) in der Form B = (el71] (/?„))* mit einem 

AG»(C\{o}) dargestellt werden. 

Für alle v G IV ist «2, = o, daher gilt mit (4.9) für jede 

Borel-Menge B G 23({J : |J | ^ R}) und v ^_vR 

m (B) -j- w(Z?zv) = o, 

wobei Bz„ : = (r^11 («*,(.0))#. Das Maß m ist borelsch und be- 

schränkt, daher ist m regulär und es gibt für jedes £ j> o ein 

Re <C + 00, so daß 

\m\({s: Is I > Re}) < £. 

Für alle zv mit (d. h. mit \zv\ ^nlRe) liegt Bganz in 

{.r: |J| > 7?£}; daher gilt für alle v jP vR^ \m\ (B,J) < £■ Für alle 

v > max(VÄ, ) ist somit 

I m (B) | = | m (Bz„) | <j | m \ (B*„) < e. 

Für jedes beschränkte Z? G 23 ist daher m(B) = o. Da w ff-ad- 

ditiv, ist m = o; w. z. b. w. 

Damit folgt der 2. Eindeutigkeitssatz für die Zuord- 

nung (1.2) 

Satz 14 

Der Raum BLN(M, S) enthält kein von Null verschiedenes 

Maß, wenn M, M ÇI C, zwei verschiedene Punkte a und a -j- z' 

enthält, so daß 
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(1) mit a und a + z' der Strahl {r ■ z' + a : r ^ 0} in M liegt, 

und 

(2) das Bild ez.(S) der Trägermenge S, S E C, in einer Menge 

Tz, enthalten ist, die den Bedingungen (4.3), (4.4) und (4.5) 

genügt. 

Beweis: 

Es sei m EL BLN(M, S). Für ß : = i/n, n EL N, setzen wir 

Tß : = {t = dß*' :s ES} 

als Teilmenge der komplexen il-Ebene. Tx — e.,{S) liegt wegen 

(2) in der Menge Tz, mit den Eigenschaften (4.3), (4.4) und 

(4.5) und Tp ist Teilmenge von 

( Ti/ : = {t tn E Tx}. 

Durch die Abbildung 11—* tß : = {t' : t'" = t} wird jedem t E Tx 

eine höchstens w-elementige Menge der F-Ebene zugeordnet. Die 

eindeutigen Zweige von 11—> 1? sind für t =j= o holomorph, daher 

erfüllt mit Tx auch (Tdie Bedingungen (4.3), (4-4) und (4.5). 

Da Tß in (7'1)'
3 enthalten ist, gilt auch für Tß (4.3), (4.4) und 

(4-5)- 
Mit 2 = 2'jn, n E N, ist a + z E M und mit Lemma 1 ist 

J gJ(- + °) dm = J esz dSa(m) (s). 

s s 

Für beliebiges k E N ist e*z'k = (esz'f. Daher gilt mit t := ez(s) 

für s E S und dem nach (4.8) êa{m) zugeordneten Maß m, : 

J es:i dëa(iri) (J) = J t1 dmz(t), k = o, 1, 2, ... . 
5 Tß 

Wegen (1) ist für alle k ^ o « + M, daher gilt für 

k = o, 1, 2, . . . 

C tk dm z(f) — o. 

h 

Da Tß die Bedingungen von Satz 11 erfüllt, folgt analog zum 

Beweis von Satz 13 für jedes n E N m
z'j„ — °- M—a enthält 
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den Nullpunkt, daher ist êa(m) beschränkt; mit Lemma 7 folgt 

daher Sa(m) = o. Wegen Lemma 1 ist schließlich m = o, 

w. z. b. w. 

Bemerkung: 

Satz 14 umfaßt die bekannten Eindeutigkeitssätze für die ein- 

dimensionale Laplace-Transformation, die verallgemeinerten 

Dirichlet-Reihen und die Fourier-Reihen im Falle der absoluten 

Konvergenz. 

Der 3. Eindeutigkeitssatz für die Zuordnung (1.2) 

lautet: 

Satz 15 

Der Raum BLN(M, S) enthält kein von Null verschiedenes 

Maß, wenn M, M E C, zwei verschiedene Punkte a und a -f- z' 
enthält, so daß 

(1) die Gerade {z = a -f- r • z' : r G R} in M liegt, und 

(2) das Bild ez,(S) der Trägermenge S, S C C, in einer Menge 

Tz, enthalten ist, die den Bedingungen (4.3), (4.4) und (4.6) 

genügt. 

Beweis: 

Es sei wieder m G BLN(M, S). Wie im Beweis von Satz 14 

gilt mit t = und mz. nach (4.8) wegen (1) für k — O, ±1, 

i 2, ■ ■ • 

J esz 'k dëa(ni) (s) = J t1 dm^(f) = o. 
5 ?V 

Der lineare Raum der Funktionen, der durch die Funktionen- 

familie t G C : n = o, ± 1, ± 2, . . .} erzeugt wird, 

ist wegen (2) und Satz 12 in der gleichmäßigen Norm dicht im 

Raum der stetigen Funktionen auf Tt,. Mit dem Lebesgueschen 

Konvergenzsatz folgt analog zum Beweis von Satz 13 in., = o. 

Wie im Beweis von Satz 14 gezeigt wurde, besitzt mit ez,(S) 
auch ez(S) mit z = z' • l/n, «GW, die Eigenschaft (2). (Die 

Bedingung (4.6) ist dabei genauso wie (4.5) zu behandeln.) Da 

ëa(m) beschränkt ist, folgt mit Lemma 7 analog zum Beweis von 

Satz 14 m = o, w. z. b. w. 
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Bemerkung: 

Satz 15 umfaßt die Eindeutigkeitssätze für die Fourier- und 

die bilaterale eindimensionale Laplace-Transformation im Falle 

der absoluten Konvergenz. Gegenüber den bekannten Beweisen 

ist der hier zitierte Beweis unabhängig von den Umkehrformeln 

dieser Transformationen. 

Liegen 7 = 0 und 7 = 00 gemeinsam in einem der beiden Ge- 

biete, in die C durch Tz. zerlegt wird, so können von Null ver- 

schiedene Maße in BLN(M, S) auftreten, wie bereits Beispiel 1 

zeigt. 

Liegt 7=0 auf dem Rand dieser beiden Gebiete oder zerlegt 

Tt. die geschlossene Ebene C in mehr als zwei Gebiete, so existie- 

ren ebenfalls in BLN(M, S) nichttriviale Maße ([11], S. 47). 

Bemerkung zur Darstellung von Laplace-Null- 

maßen: 

Ist S C C der Rand einer kompakten Menge X mit Eigen- 

schaft (4.5), so ist i. allg. zwar BLN(C, S) =j= {o}; jedoch kann 

in diesem Fall BLN(C, S) als Teilmenge von B0(S) vollständig 

charakterisiert werden: BLN(C, S) ist dann nämlich in B0(S) 

das orthogonale Komplement der Dirichlet-Algebra aller steti- 

gen Funktionen, die sich auf S gleichmäßig durch Polynome 

approximieren lassen. Daher bestimmt die in [9], S. 20, angege- 

bene Darstellung gerade die Maße m G BLN(C, S). 

Ist S = {r : |s j = 1}, so sind alle m G BLN(C, S) totalstetig 

bezüglich des Bogenlängenmaßes auf N. Dies besagt bereits der 

Satz von F. u. M. Riesz ([6], S. 209). 
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