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Ein Monotoniekriterium

Von Gerhard Heindl und Giinter Kéhler in Miinchen

Vorgelegt von Herrn Georg Aumann am 8. November 1968

1. Die ublichen Monotoniekriterien, die das lokale Verhalten
einer auf einem Intervall erklirten reellen Funktion f betreffen,
setzen durchgehende Stetigkeit von f voraus und beziehen sich
an allen Stellen x auf das Verhalten von f nach derselben Seite
von x.

Demgegeniiber wird im Folgenden ein ,,gemischtes’’ Krite-
rium bewiesen, das auch unstetige Funktionen ecinbezicht und
keine Seite auszeichnet. Hiermit lassen sich dann unter schwi-
cheren als bisher bekannten Voraussetzungen Schrankensitze
fir die Differenzenquotienten reeller Funktionen herleiten.

2. Satz 1 (Monotoniekriterium?). Voraussetzung: Es sei f eine
reelle Funktion in ecinem Intervall /7, die in jedem Punkt x &€ 7
eine der Eigenschaften (1) oder (2) oder (3) hat:

(1) fist in x lokal steigend, d. h. es gibt eine Umgebung U
von z, so dall aus ¥,z € U N 7, y <z <z folgt f(y) <
< f(x) < f@);

(2) fistin x von rechts stetig und von links lokal steigend, d.h.
es gibt eine Umgebung U von x, so dall aus y &€ U M 7,
y < x folgt f(y) < f(x);

(3) f ist in x von links stetig und nach rechts lokal steigend.

Behauptung: f ist in / monoton steigend.

Zusatz 1. Der Satz bleibt richtig, wenn von f in abzihlbar vie-
len Punkten 2y, z,, . .. aus / statt einer der Eigenschaften (1), (2),
(3) die Stetigkeit gefordert wird.

1 Auf die eventuelle Giiltigkeit cines solchen Satzes hat uns Herr Prof. G.
Aumann aufmerksam gemacht.
Minchen Ak. Sbh, 1968
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Zusatz 2. Sowohl im Satz als auch im Zusatz 1 darf man ,,stei-
gend*‘ tberall durch ,,strikt steigend‘’ ersetzen.

Beweis von Satz 1. Wir nehmen an, es gidbe zwei Punkte z,
vy & 7 mit x; <y, und f(x,) > f(»,), und konstruieren mit-
tels einer Intervallschachtelung einen Punkt @ & 7, der weder
(1) noch (2) noch (3) erfillt.

Wir fixieren ein lineares Polynom p mit der Eigenschaft

) Sflay) > p(x) > p(31) > F(y)-

Es sei /; = [z, 1], und wir setzen voraus, cin Intervall 7, =
= [%,, ] mit

(s) F@x) > px) > p() > () =Ry

sei bereits konstruiert. Da f nach Voraussetzung in keinem Teil-
intervall von 7 mit p ibereinstimmen kann, kénnen wir im mitt-
leren Drittel von 7, einen Punkt z wihlen mit f(2) =F p(2), und
wir definieren

[x,, 2], wenn p(2) > f(2)
[z, %,), wenn f(z) > p(2).

Dann gilt (5) auch fir » + 1. Die durch diese Intervallschachte-
lung definierte reelle Zahl set @ = lim x, = lim y,. Falls @ von
allen Intervallendpunkten x,, y, verschieden ist, hat man
x, < a <y,, und es gilt: Fur f(a) < p(a) ist f wegen (5) in @ von
links weder stetig noch lokal steigend, fur f(a) > p(a) gilt das-
selbe von rechts, und fir

© f(@) = p(a)

ist / in @ weder von links noch nach rechts lokal steigend.

Falls @ mit einem Intervallendpunkt zusammenfillt, etwa z = x,
fiir schlieBlich alle v, so hat man eine Folge {3,} — 2 mity, > a
und

[v+1 = [xv+1)yv+1] =

f@) > p(a) > p(3) > (),

und f ist in @ nach rechts weder stetig noch lokal steigend. Analo-
ges ergibt sich, wenn a = y, fur schlieBlich alle v ist. Damit
ist der Satz bewiesen.
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Beweis von Zusatz 1. Ist p’ ein lineares Polynom mit der Eigen-
schaft (4), so wihlen wir ein € == f(z,) — p' (2,) fiir alle v, so daf
auch p = p' + e noch (4) erfiillt. Mit diesem p 148t sich der Be-
weis des Zusatzes genauso fuhren wie der Beweis von Satz 1. Es
ist lediglich zu beachten, daB falls @ mit einem z, zusammenfallt,
der Fall (6) nicht auftritt.

Beweis von Zusatz 2. Auf Grund des bereits Bewiesenen ist f
monoton steigend in 7. Gibe es zwei Punkte x, y © / mit x < y,
f(x) = f(»), so wire f konstant in [x, ] im Widerspruch zur Vor-
aussetzung.

Bemerkungen. 1. Man erkennt leicht, wie sich bei einer
monotonen Funktion die Stellen der Art (1), (2), (3) verteilen.

a) (1) gilt tberall.

b) In jedem Stetigkeitspunkt gelten (2) und (3).

c) An einer Sprungstelle x mit f(x—) < f(x +) gilt (1), (2) bzw.
(3) je nachdem f(x—) <f(x) <f(x+), f(x+) = f(x) bzw.
Jxr—) = f(x).

2. Nennt man zwei monotone Funktionen fy, f, dquivalent,

wenn fur alle x gilt f;(x +) = fo(x --) und f;(x—) = fo(x—), so
sicht man, dal} es zu jedem monotonen f genau je ein dazu dqui-
valentes f, bzw. f, gibt, welches tiberall von der Art (2) bzw.

(3) ist. Man setze f,(x) 1= f(x +) und f3(x) 1= f(x—).

3. Aus dem Monotonickriterium sollen nun Schrankensitze fir
die Differenzenquotienten reeller Funktionen abgeleitet werden.

D (fx vordere D, (f;x
Es bezeichne {7 (/3 2) die untere | . R s %) die
D, (%) hintere | D, (f %)
sordere . . .
obere 1V7"9T Derivierte der reellen Funktion f in einem
hintere

rechtsseitigen
linksseitigen

Hiufungspunkt des Definitionsbereiches von f.

Satz 2. Voraussetzung: Es seien 7 ein Intervall, A eine héch-
stens abzihlbare Teilmenge von 7, fund g reelle Funktionen in 7.
Fir alle x € 7\ 4 sei weder D, (f; x) = D,(g; x) = 400 noch
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D,(f; %) = D,(g;x) = 4 co. In den Punkten von A seien f
und g stetig. Fiir jedes x & 7\ 4! sei eine der Bedingungen (1),
(2") oder (3") erfiillt:

(1) Dy(f: 2) 2 Dy(g; ) und D,(f; %) = D, (g3 2).
(2" D,(f; %) > D,(g; x) und f und g sind in x von rechts stetig.
3N D ;x> Ey(g; x) und f und g sind in x von links stetig.

Enthilt 7 einen linken bzw. rechten Endpunkt @, so seien fund g
in @ stetig, oder es gelte D, (f;a) > D, (g; a) bzw. D,(f;a) =
2 Dy(g; a).

Behauptung: Fir alle xy, x, & 7 mit a; <, gilt
J(xe) — f(o01) = g(xg) — g (x0)-
Beweis. Wir zeigen: Fiir jedes ¢ > o erfiillt die Funktion

D, x> flx)—glx) +25x, xE€ 7

die Voraussetzung des (um den Zusatz 1 erweiterten) Monoto-
niekriteriums. Es sei x € 7\ 4. Ist D, (f;x) > D, (g;x) und
D,(f; x) = oo oder D,(g; x) = — 00, so ist f — g und damit @,
in x nach rechts lokal steigend. Sind D, (f; x) und D,(g; x) end-
lich, so gelten fir alle hinreichend nahe rechts von x gelegenen &'
die Ungleichungen

——f(xl%ff(i > D,(f;x)—e und —g(xl),_g(x) < D,(g;x) +e.

r—x = x'—x

Daraus folgt @,(x') — @ (x) >0, d.h. D, ist auch in diesem
Falle nach rechts lokal steigend. Falls 2,(f; x) > D,(g; ) ist,

so folgt analog, dafl @, von links lokal steigend ist. Aus dem
Monotoniekriterium ergibt sich nun

S(x) — fx) — (g(x0) —g(x) + 2e(x,—x) =0

fiir alle x;, 2, & 7 mit x; << x,. Flir € — o folgt die Behauptung
des Satzes 2.

1 7 bezeichnet den offenen Kern von 7.
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Hervorgehoben werden sollen zwei Sonderfille von Satz 2:

Mit g:x+— mx, m & R, erhilt man den

Satz 2.1. (Unterer Schrankensatz). Voraussetzung: Es secien
7 ein Intervall, 4 ecine hochstens abzihlbare Teilmenge von 7,
m & R, und f eine reelle Funktion in 7. In den Punkten von 4
sei f stetig, und fir jedes x © 7\ A sei eine der Bedingungen
(U 1), (U 2) oder (U 3) erfiillt:

(U1) D(fix)>m und D, (f;x) > m.
(U2) D,(fix) =m und fistin x von rechts stetig.
(U3) D,(f;x) >m und fistinzx von links stetig.

Enthilt 7 einen linken bzw. rechten Endpunkt @, so sci fin a
stetig, oder es gelte D (f;a) = m baw. D, (f; a) = m.

Behauptung: Fur alle xy, x; & 7 mit x; 5 x, gilt

PACH Rt GV

Xy — 1,

Bemerkung. Der Spezialfall m = o von Satz 2.1 stellt eine
verschirfte Form des Monotoniekriteriums (Satz 1) dar; man
kann diese Verschirfung auch auf dieselbe Art beweisen wie
Satz 1.

Mit frxv+> Mz, M & R, ergibt sich der

Satz 2.2. (Oberer Schrankensatz). Voraussetzung: Es seien 7
ein Intervall, 4 eine héchstens abzdhlbare Teilmenge von 7,
M & R, und g eine reelle Funktion in 7. In den Punkten von 4
sei g stetig, und fiir jedes x € 7\ A sei eine der Bedingungen
(0 1), (O 2) oder (O 3) erfiillt:

(01) M>D,(g;x) und M >D,(g;).

(02) M>D,g;x) und g istinx von rechts stetig.

(03) M>D,(g;x%) und g istinx von links stetig.

Enthilt 7 einen linken bzw. rechten Endpunkt 2, so sei g in a

stetig, oder es gelte M > D, (g; @) bew. M > D,(g; a).

9 Miinchen Ak. Sb. 1968
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Behauptung: Fir alle xy, 2, & 7/ mit xy 5= x, gilt

g(x) —g(xy)
Xg— %Xy

M=

Erfiillt eine reelle Funktion f in 7 sowohl die Voraussetzungen
des unteren als auch des oberen Schrankensatzes, so ist sie stetig,
und es gilt

Satz 3 (Schrankensatz). Voraussetzung: Es seien [/ ein Inter-
vall, 4 eine hochstens abzihlbare Teilmenge von /7, m & R,
M & R, und f eine reelle stetige Funktion in /. Fir jedes
x & I\ A sei eine der Bedingungen (S 1), (S 2), (S 3) oder (S 4)
erfiillt:

(S1) Duyf;x) =m und D,(f;x) < M.
(52) Dy(fix) =m und D,(f;x) < M.
(S3) D(f;x)=m und D,(f;x) < M.
(S4) D(f;x)=m und D,(f;2) < M.

Behauptung: Fr alle xy, x, © 7 mit x; == x, gilt

m < L& f(xz) —f(x1)

—_ Xy —ay

< M.

Bemerkung. Mit 7 = M = o wird Satz 3 ein hinreichendes
(und notwendiges) Kriterium dafiir, daB f in / konstant ist.

Die Sdtze 2, 2.1, 2.2 und 3 verallgemeinern bereits bekannte
Schrankensiitze, die man erhilt, wenn man von f und g Stetigkeit
in / und durchweg rechtsscitige bzw. durchweg linksseitige Dif-
ferenzierbarkeit in 7\ A voraussetzt. Man vergleiche etwa [1]
§ 2, [2] Kap. VIIL. 5, [4] S. 115.
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