BAYERISCHE AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN
MATHEMATISCH-NATURWISSENSCHAFTLICHE KLASSE

SITZUNGSBERICHTE

JAHRGANG
1968

MUNCHEN 1969

VERLAG DER BAYERISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN
In Kommission bei der C. H. Beck’schen Verlagsbuchhandlung Miinchen



Berechnung einer Gewichtskoeffizientenmatrix fiir die
Zwecke der europiischen Satellitentriangulation

Von Martha Nabauer, Miinchen

Vorgelegt am 6. Dezember 1968

Mit 5 Figuren

Bei einer Satellitentriangulation wird die Richtung von der
Bodenstation zum Satelliten auf photogrammetrischem Wege be-
stimmt. Aus den Plattenkoordinaten des Satellitenbildpunktes
und aus der bekannten Kammerorientierung berechnet man die
Koordinaten des Bildpunktes im Aquatorsystem und daraus dann
die Richtung zum Satelliten selbst. Es erweist sich als vorteilhaft
diese Richtung durch ihren Stundenwinkel # und ihre Deklina-
tion 0 festzulegen und diese beiden GroBlen als Beobachtungen in
die Triangulationsausgleichung einzufithren. Man braucht dann
fur die Ausgleichung nattirlich auch die Gewichtskoeffizienten-
matrix Q, 5 dieser Beobachtungen und bei deren Berechnung
hat man zu berticksichtigen, dal3 nicht nur die Plattenkoordina-
ten, sondern auch die Parameter der Kammerorientierung, die
ithrerseits aus einer Kalibrierungsausgleichung hervorgegangen
sind, stochastische Variable darstellen.

In der Praxis tritt noch eine Erweiterung dieses Problems auf.
Denn in Wirklichkeit hat man pro Platte nicht nur einen Satel-
litenbildpunkt, sondern die Bildspur des Satelliten wird durch
einen rotierenden Verschluf3 in einzelne Punkte zerhackt, deren
jeder der Bildpunkt einer anderen Satellitenposition ist. Bei der
Plattenauswertung werden die Richtungen zu diesen simtlichen
Satellitenpositionen berechnet und sie alle werden in die Trian-
gulationsausgleichung einbezogen, in dem man ihre # und ¢ dort
als Beobachtungen einfiihrt. Es sind aber diese # und 6 ein und
derselben Platte simtlich miteinander korreliert, denn in sie alle
gehen die Fehler in der Orientierung bzw. Kalibrierung dieser
Platte cin. Deshalb benétigt man fur eine fehlertheoretisch ein-
12 Manchen Ak. Sb. 1968
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wandfreie Ausgleichung die Gewichtskoeffizientenmatrix des
Gesamtsystems der # und ¢ dieser Platte. Im folgenden soll ge-
zeigt werden, wie man diese Matrix berechnet.

Dazu miissen wir erst einige Definitionen und eine bersicht-
liche Zusammenstellung der Bezeichnungsweise geben.

Sowohl das Aquatorsystem als auch das Kammersystem sind
rechtwinkelig-kartesische Rechtssysteme, deren Ursprung im
Projektionszentrum liegt.

Aquatorsystem x, ¥, 2

-+ z-Achse in Richtung der Rotationsachse der Erde, + x-Achse
parallel zur Meridianebene von Greenwich. 0
1

Kammersystem &, 7, {:
Die -+ {-Achse ist die Kammerachse in Richtung vom Beob-

achter zum Satelliten, &- und 5-Achse sind parallel zur Platte.

ty = Stundenwinkel® der {-Achse; 0 £ 4, < 2=n

po = Polabstand der {-Achse; 0 < py <=z (2)
(siehe Figur 1)

>N
>

+T

Figur 1

1 Stundenwinkel in bezug auf den Meridian von Greenwich, aber ent-
gegen der iblichen astronomischen Vorzeichenfestsetzung positiv nach Ost
um in Ubereinstimmung mit dem positiven Drehsinn der x, y-Ebene zu
bleiben. Man bezeichnet den in diesem Sinne gemessenen Stundenwinkel
einer Richtung auch als ihre Linge 1.
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ay = Winkel zwischen der Stidrichtung der Platte und der
- &-Achse (positiv gezdhlt im positiven Drehsinn (3)
der &, n-Ebene, siche Figur 2).

"
A
» £
%o
S,
u,,.%’a
g
Figur 2
¢ = Kammerkonstante; ¢ > o.

#, v, w = Koordinaten des Bildpunktes des Satelliten im
Aquatorsystem Y

§,m,—c = Koordinaten des Bildpunktes des Satelliten im
Kammersystem

4 = Entfernung des Bildpunktes des Satelliten vom Projektions-
zentrum,;

=y 0 w? = E2 o 2 (s)

Elgl¢ Drehmatrix oder Orientierungsmatrix,
d.h.Transformationsmatrix zwischen den
beiden Systemen (1). Die letzte Spalte (6)
Pr\Ba)Po gibt die Richtungskosinusse der {-Achse
Z1%11%21¥sl  im Aquatorsystem.
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Aus (6) und (4) folgt

u = oy -+ Nog—cog
v = &fy + nps— cPs
w = Eyy + Ny —cys.

Man findet unmittelbar anschaulich

COS Po = V1, 5inP0=]/F+—ﬂf;;0,
s Bs

oL o
cos ty = —2— = :

sin fy =

singe Vo + 5

o, f, v = Richtungskosinusse zum Satelliten (und seinem
Bildpunkt #, v, 2) im Aquatorsystem

¢, p = Stundenwinkel und Polabstand der Richtung zum

Satelliten oZt<<2m, 0ZLp<m.
Es ist
v
tg = 7,
¥4
'S
g
= VIETE
2 p —w Po

Figur 3

gy Vet

(7

(®)

(9)

(10)

(11)

(—w, denn der Satellit und sein Bild liegen auf verschiedenen

Seiten des Projektionszentrums).
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Weil «, #, y den Einheitsvektor der Richtung zum Satelliten
gibt, gilt
—u = Au, —uv=A4if, —w = iy, (12)

Wir wollen zunichst die Gewichtskoeffizientenmatrix eines
Paares #, p bestimmen. Hierzu missen wir die Differentiale d¢
und dp als lineare Funktionen der Differentiale eines Grof3en-
systems ausdriicken, dessen Gewichtskoeffizientenmatrix wir ken-
nen. Ein solches System bilden die aus der Plattenauswertung
hervorgegangenen Gréflen

§’y7/,:toyﬁo:°'-0y5; 50)770)4:5 (13)

(wegen der Bedeutung von &', %', &, 74, @, 6 siche (20) mit zuge-
horigem Text und Figur 5). Wir werden 7 und p deshalb jetzt
nach den Differentialen dieser GroBBen entwickeln.

Nun hédngen nach (11) # und p von %, v, w ab; 4¢ und dp las-
sen sich also zunichst als lineare Funktionen von du, dv, dw
darstellen, fiir die man aus (7), wo alle auf der rechten Seite vor-

kommenden Grélen als stochastische Variable zu betrachten sind,
findet

du = oy dé + agdn—ogdec+ du
dv = Py dE + odn— o de + d,v (14)
dw =y, d& 4+ yodn—yyde + d w.

d,u, d v, d,w bedeuten dabei die Anderungen, die #, v, w erfah-
ren, wenn die g Groéfen ay, . . ., 74 sich um kleine Betrige dndern,
d. h. wenn die Lage des Kammersystems zu dem als fest ange-
nommenen Aquatorsystem durch eine differentielle Drehung ge-
dndert wird. Da sich die 9 GroBlen «, ..., y; durch die 3 GréBen
%y, Po, %y ausdricken lassen, kann man setzen

du Ju . ou
a’,u ———310 a’fo-*—*d%-dpoﬁ——a;;d’ao
o ov ov dv p
({,d = —at-o-({fo + _aﬁlipo -+ ErN tZ’O'.O \15)
o ow s o
d,w-- ato—df0+—%dp0+mdao.
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Die hier vorkommenden partiellen Ableitungen findet man am
einfachsten durch eine geometrische Uberlegung. Die Anderung
des Winkels #, um d#, bedeutet eine Drehung um die z-Achse
um den Winkel &¢,. Der Einheitsvektor der Drehachse hat die
Komponenten x = 0, ¥ = 0, z = 1 und fiir die Koordinaten-
dnderungen des Punktes #, v, w gilt daher

du 5
8[0 (Z2 v
ov X LY + 6 1
~Fe o v = u (16)
dw
dto \1 \w \ ¥
y
A
=
(]
=
%
=
)
o
t
. > x
Figur 4

Bei einer Anderung von p, liegt die Drehachse in der x, y-Ebene
und schlieBt mit der -+ x-Achse den Winkel ¢, 4+ —;1 ein

(Figur 4). Der Einheitsvektor der Drehachse hat die Kom-
ponenten x = —sin f4;,, y = 4-cost,, z = o und man

findet

1 Das Zeichen X zwischen zwei Vektoren bedeutet die Bildung des vekto-
riellen Produktes.



Berechnung einer Gewichtskoeffizientenmatrix 147

(17)

ou .
— —sin ¢ u -+ w cos ¢,

920 # 0
A +costy | X | v | = + w sin 4

920

LN o] w —wucosty— vsint
aﬁo /

Bei einer Anderung von «, wird um die - {-Achse gedreht.
Der Einheitsvektor der Drehachse hat die Komponenten x =
= sin pg cOs #,, ¥ = sin pysinZy, z = cos py und man erhilt

(18)

ou - s . :

T sin p, cos ¢, u — v COSpg+ wsinp,siniy
0

ov . . .

3 = sinp,sin¢y, | X| v | =| +ucospy—wsinpycosi,
%o

Jw ) ]

> cos P, w sinpg(—usinty+ vcosty)
%o

(16), (17) und (18) in (15) eingesetzt gibt

du = —uvdty+ wcos tydp, + (— v cos py +
4 2 sin pg sin 4y) dog
dv= +udty+ wsin tydp, + (4 u cos pg — (19)

—  sin pg cos £,) day

dw = 0+ (— wucos ty— vsin ty) dpy +
-+ sin pg (— 2 sin 7y + v cos £y) doy.

Als nichstes bringen wir die in (14) auftretenden Differentiale
d&, dn in eine fir unsere Zwecke geeignete Form. Aus den ge-
messenen Plattenkoordinaten &', 7% werden Werte &,  berech-
net nach den Formeln

=& —& + al(§ + 9P + 658 + 77)° (20)
n=mn"—n+ an(&® 4 7% + o0& + n®>
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g
A

g’

A

Hauptpunkt
Eo [-——— O > 7

|
|
1
1
I ’
1 ; ‘n
Mo

£’ n’'=z Meflsystem
E.m = Rechensystem

Figur 5

Dabei sind &;, 5, die Koordinaten des Hauptpunktes im MeDB-
system (Fig. 5), , 4 sind die Koeffizienten des Verzeichnungspoly-
noms und so dimensioniert, daf3 die Glieder mit @ und 4 in (20)
sich in u ergeben, wenn man £ und # in cm angibt. Deshalb diir-
fen bei dem jetzt folgenden Ubergang zu den Differentialen
& und % als konstant betrachtet werden.

Aus (20) folgt

dé = d& —dE + EE + D) da + EE 4 22 db (21)
dn = dn —dn,+n(& + ) da + 5(E + 922 db.

(21) und (19) in (14) eingesetzt gibt

du = a;(d& — d&)) + og(dy —dny) — vy dc + (22)
+ (6 + %) (& 4 wom) [da A (82 + *) 0] —
— v dty+ w cos Zy dpy +
+ (——wcos py + w sin pg sin 7y) da,

dv = py(d&" —d&) + fyldy' — dng) — pydec +
T (& 477 (Fr& 4 Pam) [da + (&% -+ 0% 4] +
+wdty -+ wsin tydp, +
+ (2 cos py — w sin p, cos #,) d o,
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dw = y,(d§ — d&) + 7o(dy —dng) —ysdec +
+ (& + 7)) (1§ + vem) [da + (8 + %) db) +
+ 0 + (—u cos ty — v sin ty) dpy +
-+ sin po(— # sin 2, + v cos £,) dog.

Um nun zu den Differentialen ¢ und &p selbst zu kommen,
schreiben wir nach (11)
——
t=arctg7—z: p=arctgL_:;v—. (23)

Differenzieren der ersten Gleichung (23) gibt

1 v u® wdv—vdu wdv—uvdu
dt:T-:(_l?‘d;_ R u* Py ST R (24)
Setzt man fir den Augenblick

Vo + o8 =0, d@zud”#@_, (25)

so erhilt man aus der zweiten Gleichung (23)

1 0 vwdu + vwdv—p*dw
—d . - .d__ — i o s
4 1+ (2) = e (e®+ =)

(26)

vwdu + vwdv — (1> + v*) dw

Vit 4+ o® (4 o® + w?)

u, v, w selbst kennen wir nicht, sondern was wir von der Platten-
auswertung her unmittelbar kennen, sind die Richtungskosinusse
o, B, v. Wir wollen deshalb jetzt nach (12) o, f, ¥ in &# und dp
einfithren und erhalten aus (24) und (26)

__ pdu—adv .
U= s &
—dp = 1ydu+ﬂyd2/——-(oc2—i—ﬁg)d'z§_/¥‘ (28)

AVt + g2

In (27) und (28) setzen wir die Ausdriicke (22) fur du, dv,
dw cin und erhalten, wieder unter Beachtung von (12),



dt = e |(Bos — aBy) (48 — &) + (Boa— afy) (dnf — dng) + (—Bo + afy) de +

+ (&2 4 ) [(Boy — 2fy) & + (Bay— afy) 1) [da + (82 + 4®) db]} + (29)
+ —15 oc"‘—l—ﬂ“ [(«® 4B dt, + (—ﬁy costy + aysinty) dpy + [(a2+ B2) cos po— (By sinty + ay costy) sinpg] d o}
A B
—dp= W [y (2o + BB — 71 (2 + BD) (& —d&g) + [y (g + BB — pa(a®+ D] (' —dng) +

+ [y (—aaz—fBBs) + ys(a®+ 5] dc +
+ (1) [fy (2oy + BB — 71 (a2 + BB} € + [y (woe + BB —ya(e® + %)) [da+ (82 + 1) dB)} +
C
. , ~ )
o (o dto + [y¥a costo 1 B sinty) + (o 1 B9 (& cos fo + B sin t9)] 2y -+ &2
+ [(—ayﬂ + Bya) cos po + 92 sin po(a sin £,— B cos £y) + (¢ + f2) sin py(a sin £, — B cos t(,)l day}.
D

Mit (8) kann man die Ausdriicke A, B, C, D noch umformen in

A — ¥ (2 fy— Boy) ’ B — (a2 9 - )
Vo:+tpl (a2 + BB ys — v (23 + BBy) o)
C = acosty+ fsing, = —%:_ig“-- D = (asin#y— f costy) sinpy = afig— fog.

Bisher haben wir mit dem Polabstand p gearbeitet, weil das einige Vereinfachungen brachte. Jetzt gehen wir zur
Deklination § {iber. Sie wird vom Aquator aus positiv nach Norden, negativ nach Siiden gezihlt, so da3 immer gilt

p+o=2, dp=—do, po+ 8 =2, dp,=—db. (32)

oSt

IoneqeN eyMe



Unter Beachtung hievon schreiben wir (29) und (30) um in

dt = tpd& + t,dy + t, d&+ t, dng + t,dc + t,da + t,db A ¢, dty + 15, d Sy + £, d oy (33)
mit
fy = Lazch fy= (€ + 1) (e €+ 1 )
e 1(a2+ﬁ2) a T n (3 n n
= ST R GRa
ty, = —2p =1 (34)
e - Y (Bag—ofy)
o= T S ey
= —Pag+afs — _7(“aa+ﬂﬂsz
¢ T A+ e atp
dd = 8,dE + 6,dn + 8, dEy+ 8, dny + Sgdc + 8,da + 8,db + 8,dty + 8,,ddy + 8, dug (35)
mit
o 2 2
B0 — e +lﬂl/) :rj ;aﬁﬂﬂﬂ_ 0 = (& + ) (9 &+ 0,m)
R - A o = @+,
650 = - 65' 60‘. =, (36)
I — _ %t
o= 0 % = Virmva iR
T —y (xos + BB3) + ys (&F -+ B2) - “'“ﬁa_‘lﬁ“s )
: 2V ot B “ Vetp

Zusatz: Die Ausdricke fiir die Koeffizienten (34) und (36) lassen sich tiber innere und duBlere Produkte geo-
metrisch deuten, ja man kann sie sogar auf rein geometrisch anschaulichem Wege herleiten.

XLIJBUIUIIUSIZYJIONSIYOIMIN) 1ould Sunuydaiag
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Um nun zur Gewichtskoeffizientenmatrix von # und é zu kom-
men, fassen wir sowohl die Differentiale als auch ihre Koeffizien-
ten in (33) und (33) zu Vektoren zusammen, so wie das nach-
stehend angegeben ist

(d&,dn)y=x", (d&,dny, dec,da,db,dty,déy, dug) = y", (37)!

y
MeBwerte 1,2 Elemente der Kammerorientierung 1, u
Anzahl 1] hier p = 8

(tE" t'l') = ::-I’ (teo’ /’7«’ tt’ ta’ lb’ ffn’ t"o’ tﬁo) = lt.;/r’
2 )
‘ 38
(8g,8,) =dT, (8..6,,0,,8,, 8,8, 0, 6,)=4d]. (38)
1,2 1,u
(33) und (35) nehmen damit folgende Gestalt an
T T x ,lv :r ‘ x \
R 2,1 = s odo N e
de (1,2 1{;) v | 2 (1.’ 1i) y (39)
\ 1,1/ \it, 1,

und wenn man jetzt noch 4# und 46 zu einem Vektor zusammen-
nimmt, lassen sie sich in der einen Matrizengleichung

7\ _ x,y) [ (40)
28] = Wy 4

©,1
zusammenfassen, wobei X und Y folgende Bedeutung haben
T T
xz(x,\), Yz("i). "
2,2 dxl 2, u d ; ( )

Die Gewichtskoeffizientenmatrix des Paares &',7' sei X, X.
2

P

Die Gewichtskoeffizientenmatrix (42)

der p Parameter der Kammerorientierung sel y,y.
Hy B

y,y ist einfach die Inverse der Koeffizientenmatrix der Normal-
gleichungen der Kammerkalibrierung.

1 Fette kleine Buchstaben bedeuten Vektoren, fette groBe Buchstaben (mehr-
reihige) Matrizen. Ein hochgestelltes T bedeutet die Transponierte.
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Die beiden GréBensysteme werden als unkorreliert voraus-
gesetzt.

Dann lautet die Gewichtskoeffizientenmatrix des Gesamt-
systems X, y

x,x (
Q — 2,2 2,u .
2+ﬁ O vy “3)
24 p 2 pp

Fiir die gesuchte Gewichtskoeffizientenmatrix von # und ¢

_ (77 73 ,

2,2

bekommen wir wegen (40)

xT

Q = X) Y Q » 2’ 2

2 2['6 (z,z 2, ,L) 2{& YT |’ (45)
el w2 /

was man mit (43) noch folgendermaBen aufspalten kann

xx 0\ /X"

Qt 4 = (X, Y) .”) 2,1 '3“’[ =
B V. WS (46)
b 4
- (X (x,—x),Y<ﬁ>) “I =XExnX'+YFnY"
2,2 2,1 YT
\ L, 2 /

Zu jeder Satellitenposition einer Platte gehért eine solche Matrix
Q. 5; handelt es sich um die 7-te Satellitenposition, so wollen wir
daflir schreiben

L G 5 6\ w) T T
Qo =22 ) = XE0X +Y.G0Y; @7
61'! ti 6{’ 61'
B t,_t = quadratischer Gewichtskoeffizient von #,

2,0 = gemischter Gewichtskoeffizient von # und 8, usw.
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in (47) wurde angenommen, daB alle Paare &, 7. (gemessene
Plattenkoordinaten) die gleiche Gewichtskoeffizientenmatrix
(x,Xx); = X, X besitzen. AuBerdem ist natiirlich fiir alle Positio-
nen ein und derselben Platte das y,y das gleiche.

7 und £ (7 = £) seien zwei Satellitenpositionen derselben
Platte mit Stundenwinkel und Deklination #;, é; und ¢, 6,. Wir
suchen jetzt noch die Matrix der gemischten Gewichtskoef-
fizienten

ty ty t, 0
.= (0 b2, (4

Zu diesem Zweck miissen wir sowohl d¢;, 6, als auch d¢,, d¢,
als Funktionen der vier Koordinaten &, %), &, 1, auffassen,
auBerdem natlirlich auch als Funktionen der Orientierungspara-
meter y, die ja fiir 7 und £ die gleichen sind. Wir setzen also mit
wohl ohne weiteres verstindlicher Bezeichnungsweise

X; X
2,1 2,1

dt\ — (X.,0, Y.\ | x dt\ — X, Y[ x

(déi) (22' 2,2 2;:) 2,f o, (2,2 2.21Z 2.:) e.f - (49)
y y
w,1/ w,1

Wie schon oben erwihnt haben die Paare &, %; und &, 7, die
gleiche Gewichtskoeffizientenmatrix X, x und sind unkorreliert.
Die Gewichtskoeffizientenmatrix des GréBensystems X;, x,, y lau-
tet daher

T3 0
2,2 2,2 2,
=10 xx O
4?ZI: xkv y 2.2 2,2 2’ " (SO)
4+p 0 0 vy

"2 w2 [raars

und fiir unsere Matrix (48) bekommen wir mit (49) und (50)
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X, X 0
2,2 22 2u 2,2
Q. = (X , Y;) 0 xx O X; | = G
2,2 2,2 2,2 2,1 2,2 2,2 2.u 2,2
v,y \ Y&
w2 w2 wue w2
0\
= (Xt Xy.——x’ O’ Yz' ﬁ) XT = Yx' y:_y YkT’
2,2 i
Y;
also
Qx',b = Yxﬁ Y’kr (52>

2,2

Die gesamte Gewichtskoeffizientenmatrix aller Paare ¢;, §; einer
Platte sieht nun folgendermafien aus: Lings der Hauptdiagonale
sind lauter zweirethige Matrizen der Form (47) aneinanderge-
reiht, alles iibrige ist mit zweireihigen Matrizen der Form (52)
besetzt.

Damit ist auch die zu Beginn gestellte erweiterte Aufgabe
gelost.

Den vorstehenden Ausfithrungen wurde das Kammerkalibrie-
rungsverfahren zugrunde gelegt, das am DGFI in Miinchen ver-
wendet wird und zwar geschah dies durch Einfithrung der letz-
ten 8 GréBen von (13). Natirlich kdnnte man bei der Plattenaus-
wertung auch mit anderen Kalibrierungsparametern arbeiten (die
Frage, ob das zweckmilBig wire, sei hier dahingestellt) und
mii3te dann das obige Verfahren zur Berechnung der Gewichts-
koeffizientenmatrix der # und ¢ entsprechend modifizieren.
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