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Kontakt-Relationen 

Von Georg Aumann in München 

Herrn Josef Lense zum 80. Geburtstag gewidmet 

Lehrbücher und Vorlesungen über Topologie beginnen zumeist 

mit dem Axiomensystem (G) (siehe 5.2. unten) der offenen Men- 

gen; zwar zeichnet sich (G) aus durch letzte Prägnanz des Sach- 

verhalts, läßt aber doch für den Anfänger hinsichtlich Motivierung 

Einiges zu wünschen übrig. Im Zeitalter der Soziologie aber liegt, 

wie mir scheint, eine recht suggestive Einführung der Topologie 

auf der Hand, nämlich mit Hilfe der „Kontaktrelation“, d. h. 

einer Beziehung zwischen Individuum und den Gruppen (d. h. 

den Teilen der Gesellschaft). So jedenfalls beginne ich schon seit 

Jahren jede einführende Betrachtung der Topologie. Das Axi- 

omensystem (K) für die allgemeine Kontaktrelation ist viel an- 

sprechender als (G), und im übrigen allgemeiner als (G); erst 

durch Hinzunahme von zwei weiteren Axiomen zu (K) entsteht 

eine mit (G) äquivalente Kontaktstruktur, („topologischer Kon- 

takt“). Es gibt wichtige Kontaktstrukturen, wie z. B. die Kon- 

vexität, die nicht topologisch sind. 

Die folgenden Bemerkungen sind in manchen Einzelheiten 

wohl kaum neu; sie wollen vielmehr durch eine geeignete Dar- 

stellung der Zusammenhänge zwischen Kontaktrelationen und 

Hüllenoperationen und ihrer Erzeugung aus primitiveren Struk- 

turen die erwähnte Möglichkeit einer besseren Motivierung der 

Axiome der Topologie deutlich machen und in Erinnerung brin- 

gen. 

1. Die Axiome des Kontakts 

1.1. Ein soziologisches Beispiel 

Es sei AI eine Menge (= Gesellschaft) und B eine Menge 

(= Bereich aller Individualinteressen) und jedem x £ AI (= In- 

dividuum) sei zugeordnet eine Teilmenge J(x) von B (= Inter- 

5* München Ak. Sb. 1970 
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essenbereich von x). Wir sagen: 3: ist in Kontakt mit einer 

Teilmenge F (= Gruppe), kurz xy Y, wenn es eine endliche Teil- 

menge Y' (— Y' (x, F)) von Y gibt, so daß 

U {/(y)-ye n DJV) 

(d. h. es endlich viele Glieder der Gruppe gibt, deren Interessen 

zusammengenommen die von x überdecken). Offensichtlich gilt: 

1. xy {xj wegen J(x) D J(x); - 2. Wenn xy Yx und Y1 C Y2, 

dann ist auch xy Y2; denn F( C F2; — 3. Wenn xy Y1 und wenn 

yyY2 für jedes y G Y1, dann ist auch xy Y2\ denn mit A : = (^J 

{/(/) :y'eYl)D J(x) und U {/(/') ■ /' G Y'(/, Y2)}D /(/) 
für alle y' G Y' folgt (J {/(y") : y" G Y"} D S mit F" : = (J 

{Y'(y', F2) : y G F(} und endlichem F". 

Diese Eigenschaften von y verallgemeinern wir nun in folgen- 

der Weise. 

1.2. Es bezeichne Me ine Menge und y eine Relation zwischen 

Elementen z: und Teilmengen F von M, d. h. für gewisse z; G M 

und F C M besteht eine Aussage 

*yF, 

(sprich : ,,x ist in y-Kontaktmit F“oder,,zristy - adherentmit F“) ; 

diese Relation stellt eine Kontaktrelation dar, wenn folgende 

Axiome erfüllt sind*): 

O^i) -A-Xxy{x)\ 

(K2) Xx_ yu y, (xy Y, A Y, c Y2) X xy V2; 

(Kz) XXt y„ y, (xy Yy A A., e Yi y y F2) >- xy F2. 

Es besagt: (Wj), daß jedes x mit der Menge {x} in Kontakt ist 

(„Reflexivität“ des Kontakts), (W2), daßx, wenn mit einer Menge, 

dann mit jeder Obermenge davon in Kontakt ist („Monotonie“ 

des Kontakts), und (W3), daß, wenn x, mit der Menge Fx und 

jedes Element von Y1 mit F2 in Kontakt ist, dann z: auch mit F2 

* Lies: „für alle“ für Jy_ , „es gibt ein“ für "y", „impliziert“ für )s-, „genau 
dann, wenn“ ^, „und“ für A, „oder“ für V ; ein Doppelpunkt neben = oder 
^ ist zu lesen „definitionsgemäß“. 
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in Kontakt ist („Infektivität“ des Kontakts). (K) bezeichne die 
Zusammenfassung der drei Axiome (K±), (iT2), (-^3)- 

Bemerkung. (Kz) kann durch Einführung einer aus y abge- 

leiteten Relation y auf eine bekanntere Form gebracht werden: 

Man definiert für zwei Teilmengen Kj, Y2 von M 

Y\7 Yr.-.X XyeYi y y K2; 

dann ist K3 äquivalent mit 

(ViY ^2 A Y2y Y3) X Y1y Y3, 

d. h. y ist transitiv. 

2. Mathematische Beispiele 

a) j^-Kollinearität y1 im R", wobei R ein Unterring von R 

ist (mit 1 G R): xyx Y: ^ Y„SN Y  „grY A, A„ e R 

= 
1 A 

Die Gültigkeit der Axiome (K) ist evident. 

b) .AT-Konvexität y2 im R”, wobei K ein Unterkörper von R 

ist. 

Hier definiert man 

x
y 2 Y : Y Y„es/a, an G Y; A, A„ e K £ vK 

= 1 A
 -A. K ^ ° 

A 

Xj ' v ^ V ^ V X ' 

c) Topologische Berührung y3 in einem metrischen Raum 

(M, Abstand r): 

Hier setzt man : 

xy3 Y: N Ae>0 Yyeyr(x,y)<e 

(zum Nachweis von (K3) muß hier die Dreiecksungleichung für r 

herangezogen werden). 

2.1. Das Beispiel y3 besitzt, wie leicht zu bestätigen, die wei- 

teren Eigenschaften: 

(R0) xy S! für kein x £ M; 

(Kein ;r ist mit der leeren Menge Sl in Kontakt); 



70 Georg Aumann 

(*4) XX: K„ K, xy(Yx W F2) N (*y YX\J xy F2). 

Eine Kontaktrelation, welche (AT0) bis (AT4) erfüllt, heißt eine 

(klassisch) topologische Kontaktrelation. 

3. Die Axiome der Hüllenoperation 

3.1. Ist y eine Kontaktrelation, so definieren wir die Abbildung, 

y
<

-\ M —*■ *y>M, von der Menge tyM aller Teilmengen von M 

in sich : 

Für FC M wird gesetzt 

y< F : = {x : x G M A xy Y}; 

gleichwertig damit ist 

(1) ry F K : r ë / F. 

Aus (ATj), (AT2) und (AT3) folgen mit y< = h 

(//4) h Y CF für alle F; 

(//2) F,C Y2yiiYxCh Fa; 

(773) hhY — IiY für alle F. 

Man spricht bei (//j), (//2) bzw. (//3) von der Extensivität, 

Isotonie bzw. Idempotenz der Abbildung h, und allgemein 

heißt jede Abbildung h : JFI/ —>■ M, weiche (//j), (//2) und (//3) 

erfüllt, eine Hüllenoperation, und die Mengen hY werden 

wegen (H£) die ^-abgeschlossenen Mengen genannt [1]. 

Bemerkung. Jede Hüllenoperation h erfüllt die Beziehung 

(Z?) n {hY: FC MAhYDX) = hX 

(für alle Xs
) ; genauer kann man sagen : 

Für jede Abbildung h: M —*■ M mit (H 4) gilt 

(m A m) H (/?). 

Beweis. Wir bezeichnen die linke Seite von (D) mit dX. - 

Zu Die Abbildung X dX ist offensichtlich isoton (denn 

ein kleineres X erlaubt mehr Y’s, ergibt also ein kleineres dX), 

also gilt (A^). Ferner ist in d(JiX) = {hY : Y C M A hY 
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Z) hX}, das X ein zulässiges Y, also dhX C hX\ wegen (IIi) 

ist aber andererseits hX C hhX = dhX, also ist zusammen 

dhX = hX, d. h. es gilt (//3). - Zu Wegen (H4) ist im 

Ausdruck für dX das X ein zulässiges Y, also ist dX C hX\ 

vermöge (//3) und (7/2) hat man weiter hY Z) X hY = hhY 

Z) hX, also f/W D hX, also gilt (D). 

3.2. Der in 3.1. vollzogene Übergang y t—> von einer Kon- 

taktrelation y zu einer Hüllenoperation h = y' ist eindeutig um- 

kehrbar durch einen Übergang h\-> hl von einer Hüllenoperation 

h zu einer Kontaktrelation h', nämlich vermöge 

(O x/t> Y: Hx E hY, 

so daß für jede Kontaktrelation y und jede Hüllen- 

operation h die Äquivalenz gilt 

(2) y = h? H h = y<
. 

3.3. Die Beweise der in 3.1. und 3.2. aufgestellten Behauptun- 

gen seien kurz angedeutet. Daß die beiden Übergänge auf das 

Behauptete führen, folgt für y y' aus den Implikationen (K1 

A K2) H (X\ A K2 A W3) //3, und für h h? 

aus den Schlüssen IIx )>- Kv II2 J>- K2, (H2 A H^) X K3. Und (2) 

ergibt sich aus der Kette 

y
<
 = h X Xx y

(
X = hX X Xx {y : yyX} = hX X Xx Xy 

(yyX Hy E hX) H XXy{yyX H yh>X) Hy = h\ 

3.4. Den Axiomen (W0) und (W4) der „Kontaktsprache“ stehen 

als äquivalent gegenüber die Axiome 

(H0) hX3 = ist , 
(//4) = (h F4) w (h Y2) 

der „Hüllensprache“, wie leicht zu bestätigen. 

Bemerkung. Steht das Axiom (Ä4) bzw. (//4) zur Verfügung, 

so sind (K2) bzw. (//2) entbehrlich (als direkte Folgerung aus 

(/ü4) bzw. (//4)). Die Axiome (//„), (//j), (H3), (//4) heißen die 

topologischen Hüllenaxiome und werden gewöhnlich nach 

C. Kuratowski benannt [1]. 
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4. Durch Kontakttestmengen definierte Kontaktrelationen 

4.1. Es sei J? irgendein System von Teilmengen von M. Damit 

wird die Kontaktrelation ys. wie folgt erklärt: 

(4) xyçY-.X XHeSjX EHy Yr^H^ \s. 

Es gilt (K^), weil x Q\ H v H r\ {x} =j= iS immer erfüllt ist; 

(AT2) ist evident: (AT3) folgt aus: 

xy$Y A X,ey yy^Y' X (XNeS} (x e H Y Y ,iey^H XH 

r^F'd= $)) Xxy^Y'. 
Extreme Beispiele: i. 5} = iS) oder = { is }; da die Aussage 

xy^Y äquivalent ist mit 

(4O XhH QS^vxQHvHr^Y^ iS , 

so ist in diesen Fällen * mit jeder Menge in Kontakt, auch mit 

der leeren Menge. - 2. H — {Mj ; hier ist jr mit jeder Menge =f= iS 

in Kontakt. 

Bemerkung. Unmittelbar aus der Definition von y^ folgt: 

■^-HGü.ycM (H Y = iS Y H rs y%Y = <s); denn Xx&H 

H r^Y = iS! Y* £ y%Y. 

4.2. Die Mengen H von 5} in 4.1. heißen Kontakttestmengen 

(von y§) und 1? heißt ein Kontakttestmengensystem (K T- 

System) für y^; es ist durchaus möglich, daß verschiedene KT- 

Systeme dieselbe Kontaktrelation y^ erzeugen; wir nennen sie 

dann äquivalente iTT-Systeme. Je umfangreicher Jj ist, um 

so mehr Bedingungen werden an den Kontakt gestellt, d. h. um 

so „enger“ wird er. Es gibt nun im allgemeinen zu einer Kontakt- 

relation kein kleinstes äquivalentes ALT-System, wohl aber ein 

größtes. 

Satz. 1. Ist y eine Kontaktrelation in M, so ist Ä: = 

{û y
(
 Y : Y C M}* ein ATA-System für y, d. h. yÄ = y. - 

2. Ä ist das größte y erzeugende ATA-System. 

Beweis. 1. x (J yjç Y Y ~Yy x £ G h Y' A G h Y' Y — iS . 

Das Letzte bedeutet Y C h Y', woraus hY C hhY' = hY' folgt. 

* G A bezeichnet das Komplement von A in M. 
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Also ist x E 6. hY d.h. x E hY. Umgekehrt, wenn x E hY, so 

x E C hY, und da wegen hY D Y noch C hY r\Y = 'S , so ist 
x E y&Y. Also gilt y = ys. — 2. Es sei irgendein y erzeugendes 

W7-System. Dann ist jedes H E Q ein C hY mit Y C M, oder 

jedes ü H ein hY, nämlich einfach wegen (L H = h 6. H. In 

der Tat, <L H D h G. H (das Umgekehrte ist klar) ergibt sich so: 

x ^ CH)- x E H A H H = ® y x E yj; (l H = h û H. 

5. Topologische Kontaktrelationen 

5.1. Satz. Eine von einem W7-System erzeugte Kon- 

taktrelation y im M ist topologisch, wenn die Bedin- 

gung 

{T) M E •£* A -A-fir,,% Hi r\ H2 E 

erfüllt. Umgekehrt besitzt das größte, die topologi- 

sche Kontaktrelation y erzeugende W7-System Ä die 

Eigenschaft (7). 

Beweis. Wir betrachten y*- = h anstelle von y. 

1. fy erfülle (7). Wegen M E •£* besteht (//„) zu Recht. Ferner 

ist h(Y1 Y2) Dh(Y]) w A(F2) wegen der Isotonie. Die umge- 

kehrte Inklusion folgt so: # h(YJ ^ h(Y2) ^ _Y, = I2 "YG,G$, 

x E Gt- A G'■ F,— Si x E Gi G2 E Q A U2) 

(Fj w F2) = (S ;tr h (Y1 ^ F2). Damit ist auch (TfJ nachge- 

wiesen. - 2. Wenn umgekehrt h eine topologische Hüllenopera- 

tion ist, so impliziert h iS! = <3 unmittelbar C h IS = M und 

weiter ^(Fx) w h(Y^) = h{Yx KJ F2) durch Komplementbildung 

C h(Yi) <L h(Y2) = d h(Y1 CJ F2), d. h. die Mengen C hY 

erfüllen (7). 

Bemerkung. Man kann jedes Teilmengensystem von M zu 

einem kleinsten, S}° enthaltenden System Jp, welches (7) erfüllt, 

erweitern: Man bilde zunächst S}' : = ^ {Tf} und dann aus Jj' 

das System J£) aller Durchschnitte von je endlich vielen Mengen 

aus S^'. Besitzt Jj von vorneherein schon die Eigenschaft (7), 

so ist 
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5.2. Ist h eine topologische Hüllenoperation in M, so erfüllt 

das System 

g: = {h Y : VC M} 

die Axiome für die „abgeschlossenen“ Mengen des durch h er- 

klärten topologischen Raumes (M, h) : 

(Aj) À55'Cg 3' endlich (J S' G Si 

(-^2) C8 Pi 8" G 3- 

(Hierbei ist sinngemäß 1J S = S und f') iS = M zu setzen.) 

Demgemäß erfüllen die „offenen“ Mengen als die Komple- 

mente der abgeschlossenen Mengen, 

@:= {ü F: FE 8}, 

die zu (Aj), (F2) dualen Axiome (G), nämlich 

(G-,) J^ts'ca endlich )>- P| ©' E ©; 

(G2) A@"C@ U ©" G ©. 

Offensichtlich ist dabei © das größte .VF-System, welches 

(Æf, h) erzeugt; daher befriedigt © das Axiom (Uj). (A2) ergibt 

sich so: Es sei etwa D := {/z Y : F G ï*}, so daß 

D C ÄF, also hD C hhY = /üF, also hD C D. Da das Umge- 

kehrte auch gilt, so folgt hD = D. 

6. Polaritätsprinzip und Hüllenoperationen 

Bekanntlich führt jede beliebige zweistellige Relation durch 

Anwendung des Polaritätsprinzips zu Hüllenbildungen [2]. Der 

Sachverhalt ist dabei der folgende: 

Es sei xry irgendeine Relation zwischen gewissen Elementen 

x einer Menge A und Elementen y einer Menge B. Hierzu bildet 

man die Abbildungen a bzw. b von tyA in tyB bzw. umgekehrt 

nach folgender Vorschrift: Für Y C B, X C A ist 

aY:= {x: x E A A A.j6K xry}, 

bX := {y : y E B A AX(EX xry}. 
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Diese Abbildungen sind antiton; es stellen die Zusammen- 

setzungen ab auf tyA und ba auf tyB Hüllenoperation dar, wobei 

3£:= {aY: FC B) bzw. ® := {bX:X C A} 

das System der (ab)- bzw. (b^-abgeschlossenen Mengen ergeben. 

Das Polaritätsprinzip kommt darin zum Ausdruck, daß die 

eingeengten Abbildungen 

a : V -+ 3E, b : X -> V 

Umkehrungen voneinander sind und einen Antiordnungsisomor- 

phismus darstellen. Die Anwendungen dieses wohl allgemeinsten 

Isomorphiesatzes der Mathematik sind zahlreich; sie reichen von 

den Dedekindschen Schnitten bis zum Hauptsatz der Galois- 

schen Theorie. 

6.1. Unsere Frage hier ist, ob die genannten Hüllenoperationen 

ba (oder ab) nicht etwa von spezieller Art sind. Das ist nicht der 

Fall; es gilt nämlich: 

Um die beliebig vorgegebene Hüllenoperation h : tyM 

als die <5ß-Operation zu einer Relation r zu er- 

halten, definiere man für x £v!/und Y C M die Relation 

r gemäß 

xrY\ Hx E h Y. 

Dann ergibt sich nämlich für X C M: 

bX = {F:FC M A J\.X^X x E hY) = {Y ■. Y E M h X 

C h F}, 
abX = {x : x E M A iX 

x
 E h Y) = {x : x E M A X E 

flr c ix = {
x
 '■ 

x ü M A x E OhY^x hY} 

= {x \ x E M \ x E hX} = hX, 

wobei wir (D) von 3.1. benutzten. 

6.2. Zu einer beliebigen Relation r zwischen den Mengen A 

und B erhalten wir durch die Übergänge 

r I—> ab (ab)' = : Fr 

eine Kontaktrelation in A, die wir auch direkt beschreiben können. 

Es ist nämlich xFrY H x E ab Y H -A-Z£iy xrz. 
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Da aber z £ bY äquivalent ist mit Yrz, so folgt 

xFrY H (Yrs^xr*); 

dies können wir ansehen als die aus der beliebigen Relation 

r abgeleitete Kontaktrelation Fr. Hierzu gilt noch: 

Wenn bereits r eine Kontaktrelation ist, so ist Fr = r. 

Einerseits haben wir nämlich trY)>- (A-XCM trX) 

)>- tFrY (wegen (W3)) ; ferner, wenn tFr Y, so gilt (YrX) )>- trX 

für alle X, insbesondere ist für X = Y wegen (Kj) und (X2) 

YrY, so daß trY folgt. 

Bemerkung. Neuerdings versucht man WT-Systeme selbst aus 

irgendwelchen vorgegebenen Relationen r abzuleiten und durch 

Wahl von r eine gewünschte besondere Struktur des Kontaktes 

zu erzielen [3]. 

6.3. Beispiele 

1. Wir betrachten die Relation r <7 in R. Die daraus gemäß 
6.2. abgeleitete Kontaktrelation xFrY ist die Aussage 

<= R ((R < z) r“ * < z), oder 

A.z e R ((sup Y < z) )>- x < z), oder 
(*) x ^ sup Y. 

Dabei ist sup iS = — 00 zu setzen und sup Y = -f- 00 für 

jedes nach oben nicht beschränkte Y. 

Man erkennt unschwer, daß diese Relation die ersten beiden 

Axiome des Kontakts erfüllt. Das Axiom (W3) lautet hier: 

^ sup Y A (A. y Œy y ^ sup T) X 
x
 ^ SUP T, 

was eine richtige, aber wenig bekannte Eigenschaft von sup ist. 

Die Kontaktrelation (*) ist sogar eine topologische; denn es gilt 

x < sup iS für kein * (da sup iS sinngemäß = -f- 00 zu setzen ist). 

Ferner gilt ;r ^ sup (Y1'^> Y2) ^ (x sup Kj) v (# ^ sup Y2). 

Die zugehörige Topologie ist wohl bekannt: Die abgeschlos- 

senen Mengen sind die Mengen {x : x ^ sup Y}, wobei sup Y eine 

beliebige Zahl sein kann. Die offenen Mengen sind also die Men- 

gen {x : x j> a). Diese Topologie dient zur Beschreibung der 

Halbstetigkeit nach unten der reellen Funktionen [4]. 
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2. Im Bereich N der natürlichen Zahlen sei x < | y die Relation 

,,x ist Teiler von y“. Die zugehörige Kontaktrelation ist erklärt 

durch 

xTrY: 7=3 _A.2G N (Y< \z) J>- (x < I z). 

Ähnlich wie vorhin ist diese Aussage äquivalent mit 

x<\ KGVY* 

(,,x ist Teiler des kleinsten gemeinsamen Vielfachen der Zahlen 

von Y“), was ersichtlich wieder eine Kontaktrelation ist. Sie ist 

aber nicht topologisch. Denn, wenn z. B. p und q verschiedene 

Primzahlen sind, so ist für ;r := pq zwar x<C. \ KGV {p, q}, aber 

weder 2: <C | KGV {/} noch x <C | KGV {q}. 

7. Man kann daran denken, eine vorgegebene Hüllenoperation h 

durch eine geeignete Umwandlung h i—> h‘ in eine topologische 

Hüllenoperation überzuführen, wobei für den Fall, daß schon h 

topologisch ist, h‘ = h bleibt. Dies ist in der Tat möglich. Es 

stellt sich jedoch heraus, daß die Korrektur gemäß Bemerkung 

5.1., die die den Mengen h Y fehlende Eigenschaft (7/4) einbringt, 

die Idempotenz zerstört, so daß neue Korrekturen notwendig sind, 

die im allgemeinen erst nach transfinit vielen Schritten zum ge- 

wünschten Effekt führen. Hierauf brauchen wir nicht einzugehen, 

da uns die Überlegungen von 4.1. und 5.1. einfache Möglichkeiten 

bieten, aus ganz primitiven Gegebenheiten alle Kontakt- und 

topologischen Kontaktstrukturen herzustellen. 

Das in 1.1. beschriebene Modell einer Kontaktrelation ist noch 

mathematischer Verallgemeinerung fähig und soll in einer folgen- 

den Arbeit näher untersucht werden. 
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