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Desmische Kurvenpaare

Von Oswald Giering in Miinchen

Zahlreiche Untersuchungen der projektiven Differentialgeo-
metrie befassen sich mit Paaren geometrischer Gebilde. Im fol-
genden wird (zunidchst bei Raumkurven) auf eine Paarbildung
aufmerksam gemacht, zu welcher die desmische Figur Anlall
gibt, die W. Blaschke [1, S. 150 ff., 181] ausfithrlich beschrieben
hat. Eine desmische Figur ist cin selbstduales Tetracdertripel mit
der Eigenschaft, dal3 jede Kante irgendeines Tetraeders cin Ge-
genkantenpaar jedes anderen Tetraeders trifft. In 1. wird die
desmische Figur fir unsere Zwecke entwickelt. In 2. werden alle
Paare von Raumkurven bestimmt, deren Punkte sich derart
einander zuordnen lassen, daB in entsprechenden Punkten die
Begleittetracder ,,derselben’ desmischen Figur angehéren. Es
zeigt sich, dal zwei spezielle IW-Kurvenpaare — D;-Paar bzw.
Dy-Paar genannt — dieser Bedingung gentigen. Als Dy-Paar er-
gibt sich ein Paar von Komplexkurven mit einem Torsalsystem
und cinem invarianten Parameter, als D,-Paar cin gewisses V-
Kurvenpaar mit ebenfalls invariantem Parameter. AbschlieBend
werden in 3. die desmischen Figuren niher betrachtet, die ent-
sprechenden Kurvenpunkten zugeordnet sind. Dabei ergibt sich,
dafB die desmische Koppelung in den umgebenden Raum fort-
setzbar ist bis auf gewisse Ausnahmepunkte, fiir die neben den
Begleittetraederebenen jenes Tetraeder verantwortlich ist, das
nicht als Begleittetraeder auftritt.

1. In einem dreidimensionalen projektiven Raum sei 2 ein
Tetraeder mit den Ecken pg, py, Do, Pa; 90 = a9 + BP1 + ¥Pa+
4 dp3(afy 6 == 0) sei ein fester Raumpunkt, der in keiner Ebene
von £ liegt (Figur 1). Die drei mit g, inzidenten Treffgeraden der
Gegenkantenpaare von P seien:

(qO: ql) = (“0 = (92» \"3)) ay & (pO) pl))r
(90, 92) = ([‘0 € (poy P2, b3 € (04, Pa)), (1)
(90 92) = (‘0 € (o Pa)y 2 C (P, P2>)~
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Figur 1

Die Ebene € = (qq, 99, 94) des Tetraeders Q mit den Ecken qq,
91, 92, 95 ist derart eindeutig wihlbar, dall umgekehrt fiir die drei
mit p, inzidenten Treffgeraden der Gegenkantenpaare von Q gilt:

(por pl) = (Gl < (‘12’ q3>1 ay & <QO: (‘1))’
(po) ¥3) = (Co € (o 92), €3 € @1, Q:x)), (2)
(P P2) = ([’0 € (90, 93), b2 E (s, ‘h))'l

Damit liegt ein durch 2 und qq eindeutig bestimmtes Tetracder-
paar P, Q vor mit der Eigenschaft, dall jede Kante von 2 e¢in
Gegenkantenpaar von @ trifft und umgekehrt. Die Treffpunkte
sind:

(3)
g = YPa 1 Ops by = apg + Py € = apg - Ops,
a = apy—Pfpy, by =—Pp; -+ 0p; o= —fp; v,
g = apy + PPy, By = apPy— Py €y = By1+ vpa
ag = —ypy + Opy, by = By -+ Ops 3= apy— 0P,

Wir nennen jedes Tetracderpaar P, Q ein desmisches Tetraeder-
paar. Jedes Tetraeder 146t sich durch Vorgabe eines beliebigen,
mit keiner Tetraederebene inzidenten Punktes zu einem desmi-

1 In Figur 1 wurde die Ebene ¢ uneigentlich gewiihlt; ¢ enthilt die Punkte
91 920 93, A3, 3, by, by, €4, €5
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schen Tetraederpaar erginzen, das durch jedes seiner Tetracder
und cine beliecbige Ecke des andern Tetraeders cindeutig be-
stimmt ist. Die Tetracder 2 und @ lassen sich durch ein Tetraeder
R mit den Ecken rg, tq, t5, t3 zu einer desmischen Figur P, ¢, R
vervollstindigen. Deren Ecken sind:

@
Po Go= Pt APt yPet0ps o= apot+Ppityps—0ps
Py, Q1= —0oPo—PFP1+rP2tOps t1= apo+pp—ypat0ps,
Por Qo= aPe—PP1—yPat0p; to= ape—fFp+ypy+ o,
Py G3= oPo— PPt yPe—0Ps rg=—apot+ps+yps+dvs

Nach [1, S. 153] liegen zu jeder Ecke irgendeines der Tetraeder
P, O, R die beiden andern Tetraeder perspektiv. Die aus den
Ecken a;, b;, ¢, (Z = 0, . . . 3) gebildeten Tetraeder 4, B, C bilden
ebenfalls eine desmische Figur. Jede Tetraederkante trigt genau
vier der Punkte p;, q;,1;,4;,0,,¢;,die ein harmonisches Quadrupel bil-
den.

2. Im folgenden sei P = {py, Py, Po, P5; = {1, 1, v, 5} das Begleit-
tetraeder einer Raumkurve mit der Parameterdarstellung ¢ = 1 (¢);
dabei ist?)

t=1,y=1"—3ar§=1"—7ar' — (32" + 1. (5

Striche bedeuten Ableitungen nach ¢ und a, & sind Koeffizienten
aus den Ableitungsgleichungen flir die Vektoren 1, t, v, §. Geo-
metrisch ist in jedem Kurvenpunkt nach Wahl der Tetracderecke
5 auf der zugehérigen Harmonikal-C; ein Begleittetraeder be-
stimmt (vgl. dazu auch [3]). Ein Punkt g, mit festen lokalen Ko-
ordinaten o:f:y:0 = const. in den Begleittetraedern 2 einer
Raumkurve r (#) beschreibt eine Raumkurve § (¢), wenn P das
Begleitsystem von 1 (¢) durchlduft. Wir fragen nach allen Raum-
kurven p (#), deren Begleittetraeder 2 mit den entsprechenden
Begleittetracdern Q von i (#) desmische Tetraederpaare P, Q bil-
den. Jedes Kurvenpaar r (¢), ¥ (#) mit dieser Eigenschaft nennen
Wir cin desmisches Kurvenpaar, kurz ein D-Paar.

! Alle Ergebnisse aus der projektiven Theorie der Raumkurven, die im fol-
genden Verwendung finden und nicht durch Literaturzitate belegt sind,
kénnen in {2] nachgeschlagen werden.

2 *
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Zur Auffindung aller D-Paare hat man ausgechend von f =g,
zu prifen, welche der Geraden (44, 91), (99, 92), (90 93) als Kurven-
tangente (, 1) fungieren koénnen und welche der Ebenen (qq, 41, 92),
(@0, 915 93)5 (G0 92 1), (90, 92, ‘13)? (90, 93 91), (90> 95 92) die zu-
gehorigen Schmiegebenen (f, £, §) abgeben kénnen. Die Be-
gleittetracderecke § fillt dann in die jeweils vierte Ecke des
Tetracders Q. Analog zu () gilt fur £, 9, §:

Ezfl,6=£‘”—3HA}?,%Zf’”—“']éf’—(sdﬂ’“}—z)f. (6)

Aus F = q, folgen unter Beachtung von (4), (5), von {p,, Py, Ps,
ps} = {1, t,9, 3} und der Grundgleichung [2, S. 156]

11V = 10a1r” + 2dy’ + ex (7

die Darstellungen
P=060r" +yr" + (B—76a)r'+ (o —3ya+206a’—od)yr, (8)

="+ (B 300" + (a—3ya+0d—56a")r + )
+ (0[2a""—d" +e]—3ya)r,

' = (B4 30an" +(at7va+ 8[d—2a ) +(y[2d—64']
+ 0[e—3a" " + (v[e—3a"]4-8[2a""—d" 4-¢Pr,  (10)

P = (Be+tyle—3a"" |+ 0[2aV—d" +e" +3ae))r (11)
+ (2Bd+y[le—9a” +2d' |+ d{6ad—a""' —d" 42y’
+ (10fa-tyl2d4-a']4-0[e+-d —s5a" - 30a%])1"
(o 7y @k [d 4 a .

Fir das Vorliegen eines D-Paares ergeben sich aus (6) unter Ver-
wendung von (8)-(11) fiir jede mégliche Ersetzung von t, 9, §
durch gy, 95, g4 drei notwendige und hinreichende Bedingungen
der Bauart

Ag (1" + Aoy (1" + A1, (O + Ao, () =0, (£=1,2,3). (12)

Die Funktionen 4, (¢) /=0, ...3, £=1,2,3) selen in einem ge-
wissen Intervall mindestens stetig in 7. Sind die Bedingungen (12)
fiir cine Kurve p(#) eines D-Paares nicht identisch erfiillt, so
genlgt r(¢) mindestens einer Differentialgleichung  hochstens
3. Ordnung und liegt daher nach [2, S. 58] in einem hdochstens
zweidimensionalen linearen Unterraum; ¢ (¢) ist somit keine
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Raumkurve. Fir jede Kurve eines D-Paares miissen daher die Be-
dingungen (12) identisch erfiillt sein. Wie man leicht nachpriift,
lassen sich die Bedingungen (12) nur identisch erfiillen fir

f="l1:6=‘l3»3=‘12 (13)
sowie fur
= 4y, B = a3, 3 = q;. (14)

In beiden Fillen ergibt sich auBlerdem, dal3 nur die Bahnkurve
des Punktes

Go="Po— Pt Pt rs=r—t+v+3 (15)

die Kurve 1(¢) zu einem D-Paar r(¥), i (¢) zu ergéinzen vermag.

Bestimmen (13) und (15) die Begleittetraeder von §(#), so liefern
die identisch zu erfullenden Bedingungen (12) bei Beachtung der
Grundgleichung von £(#) (vgl. (7))

t=d=2d=d=—2 c=s=—21 (16)
3 3 3

Damit geniigen 1 (£) und  (¢) derselben Grundgleichung mit kon-
stanten Koeffizienten

3rlV—20p" + 163 - 1=, (17)

deren charakteristische Gleichung vier verschiedene reelle Wur-
zeln besitzt. Nach (17) und [2, S. 150, 198] stellen 1 (2), ¥ (¢) zwel
projektiv dquivalente W-Kurven dar, deren Punkte mit gleichen
Parameterwerten einander entsprechen. Die Ableitungsgleichun-
gen von (), I (#) haben wegen (16) die konstanten Koeffizienten
(vel. [2, S. 133-135])

8 11

:”:i :zz—— —_f = —
a=4d 3,6 =g (18)

die r(#), 1(#) ebenfalls als I/-Kurven kennzeichnen [2, S.198]. Der
Parameter # ist wegen 6=b&=const zur absolut invarianten
Projektivbogenlinge proportional und damit selbst absolut in-
variant.

Bestimmen (14) und (15) die Begleittetraeder von £(#), so er-
geben die identisch zu erfiillenden Bedingungen (12) bei Beach-
tung der Grundgleichung von § ()
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-

a=d4d=0,d=d =0, ¢=

AN

= 1. (19)

Die Ableitungsgleichungen des so bestimmten J-Paares r(?),
£ (2) lauten

=ttt =99 =34 =1 (20)
bzw.

~ Ay

i,=fytlzl}yv—3)%lzf- (21)
Die zugehérigen Koeffizienten sind somit

a=d4d=0b=0b=0,c=¢ =1. (22)

Wegen b =24=o0 liegen W-Kurven vor, dic Komplexkurven sind
[2, S. 173]; ihre Begleitsysteme sind Torsalsysteme (@=d=0)

[2, S. 175] mit dem invarianten Integral fi/—c dt als Parameter
[2, S.198]. Diese W-Kurven geniigen der Differentialgleichung
11V = 1, deren charakteristische Gleichung die vier verschiedenen
Wurzeln + 1, -7 besitzt. E. Schubarth [4, S. 472 {.], der die
IW-Kurven nach ihren projektiven Automorphien klassifiziert hat,
faf3t die W-Kurven, deren charakteristische Gleichungen vier ver-
schiedene Wurzeln besitzen, zur Klasse [1, 1, 1, 1] zusammen.
Nichtprojektive Normalformen dieser W-Kurven sind die allge-
meinen héheren Parabeln und Hyperbeln, die im Fall der Kom-
plexkurven auf Flichen 2. Grades liegen. Zusammenfassend gilt:

Satz 1: Die einzigen D-Paare sind zwei Paare projektiv dqui-
valenter W-Kurven (D;-Paar, D,-Paar) der Klasse [1,1,
1,1] mit invarianten Parametern. Das D;-Paar ist cin
Komplexkurvenpaar mit einem Torsalsystem als Be-
gleitsystem, das D ,-Paar ist das durch (18) gegebene spe-
zielle W-Kurvenpaar.
3. Die Ableitungsgleichungen (20), (21) zeigen, dal3 die Tetraeder-
kanten (r, t), (t, v), (9, ), & 1); G, ), &, 9), (9, 3), (3, ) die Bahn-
tangenten in den jeweils erstgenannten Tetraederecken sind. Da-
von ausgehend erhiilt man in den Bahnkurvenpaaren t, £; v, §;
%, % drei weitere D -Paare (22), deren Begleittetracder tiberein-
stimmen mit den Begleittetracdern von 1, I, abgesehen von der
geometrischen Bedeutung der Tetraederecken, die zyklisch wech-
selt nach dem Schema p—t—sp—3—r bzw. 1 —f—H —§j—1.
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Als Folge davon ist cin Bahnkurvenpaar £ (#), E (¢), das entspre-
chende Punkte

E= Ayr + kltA—f— boy - kgy (Eokiksks = O (23)
= Aot + Ayt - ko - £3d \kg 1Ay Ay by = const.

der projektiven Begleitrdume erzecugen, im allgemeinen ein ;-
Paar mit den Begleittetracderecken 8, ¥, 8", ¥ bzw. |, ¥, §"', §'"".
Analog beschreiben entsprechende Ecken der Begleittetraeder
eines D,-Paares (18) wieder ein Dy-Paar; auch ein Paar (23) ist
damit im allgemeinen ein Dg-Paar. Die zugehorigen Begleit-
tetraederecken sind

gy, b —ap ety By (24)
bzw. . L 134 R :§A
i fr—of i — A E o4 (25)

Diese Folgerungen gelten jedoch nicht, wenn die Punkte ¥ und t
inzidieren, Fixpunkte sind, cine Gerade oder eine ebene Kurve
beschreiben. Die Ermittlung dieser Ausnahmelagen fiir £ und ¥
klirt zugleich die Rolle, welche die Tetraeder K mit den Ecken
oy Ty, Ua, Uy splelen (vgl (¢) flira=—pf=yp=4d=1).

Bei den D;-Paaren sind vy, vy die cinzigen reellen Fixpunkte £,
f; auBerdem sind (1 4 4) v, + (1 F #)ry konjugiert komplexe
Fixpunkte. Entsprechende Punkte ¥, ¥ inzidieren genau dann,
wenn sie auf der Gerade (ry, ry) liegen oder in einen der konju-
giert komplexen Fixpunkte (1 4 2)r; 4 (1 £ 2)ry fallen. Die
cinzigen Punkte ¥, £, die eine Gerade beschreiben, sind die von den
Fixpunkten verschiedenen Punkte der Gerade (rq, t3). Die von
ry, round den Punkten der Gerade (rq, r4) verschiedenen Punkte
der Ebenen (ry, rq, ty), (te, ty, ty) sind die einzigen, die ebene
IW-Kurven mit der Differentialgleichung !V = r durchlaufen.

Der von jedem Tetraedertripel 2, Q, & gebildeten desmischen
Figur entnimmt man (vgl. (3), (4)): Entsprechende Relativhaupt-
normalen der #7-Kurven eines 2;-Paares schneiden einander auf
der Tetraederkante (v, t5) in by, entsprechende Achsen auf (ry, r5)
in b;. Auflerdem schneidet die Achse jedes Begleittetraeders die
Relativhauptnormale des entsprechenden Begleittetraeders auf
(r3, t3) in by bzw. in b, Alle Tetraeder R, die zu entsprechenden



8 Oswald Giering

Begleitsystemen eines 2),-Paares gehoren, haben somit die Fix-
ecken 1y, ry und die Fixkante (v, r3), auf der die Punkte vy, t5, b,,
bs harmonisch liegen (vgl. 1.).

Bei den D,-Paaren ist vy Fixpunkt; auBerdem existieren drei
reell verschiedene Fixpunkte in der Gegencbene (vg, ty, ). Die
einzigen Punkte £, dic mit ihren entsprechenden Punkten £ inzi-
dieren, sind die Punkte der Ebene (ry, 1y, v5) und der Fixpunkt r,.
Die Verbindungsgeraden und die Verbindungsebenen der
Fixpunkte bestimmen die Fixgeraden und Fixebenen, deren
Punkte Geraden bzw. ebene Kurven erzeugen. Insbesonderce
durchlaufen die Punkte v, vy, v5 in der Ebene (ry, 1, t) ebene -
Kurven (17) und bestimmen zusammen mit der Fixecke vy alle
Tetraeder R, die zu entsprechenden Begleitsystemen eines 2,-
Paares gehéren.

AbschlieBend halten wir fest:

Satz 2: Einander entsprechende, nicht inzidente Punkte ¥, § der
projektiven Begleitriume eines D~Paares, die Raumkur-
ven E (), f (t) erzeugen, erzeugen D-Paare (i = 1, 2). Die
Ausnahmepunkte f, die keine Raumkurven erzeugen,
werden durch jenes Tetraeder bestimmt, das die Begleit-
tetracder in entsprechenden Punkten des D-Paares zu
ciner desmischen Figur erginzt.
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