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Desmische Kurvenpaare 

Von Oswald Giering in München 

Zahlreiche Untersuchungen der projektiven Differentialgeo- 

metrie befassen sich mit Paaren geometrischer Gebilde. Im fol- 

genden wird (zunächst bei Raumkurven) auf eine Paarbildung 

aufmerksam gemacht, zu welcher die desmische Figur Anlaß 

gibt, die W. Blaschke [l, S. 150 ff., 181] ausführlich beschrieben 

hat. Eine desmische Figur ist ein selbstduales Tetraedertripel mit 

der Eigenschaft, daß jede Kante irgendeines Tetraeders ein Ge- 

genkantenpaar jedes anderen Tetraeders trifft. In 1. wird die 

desmische Figur für unsere Zwecke entwickelt. In 2. werden alle 

Paare von Raumkurven bestimmt, deren Punkte sich derart 

einander zuordnen lassen, daß in entsprechenden Punkten die 

Begleittetracder „derselben“ desmischen Figur angehören. Es 

zeigt sich, daß zwei spezielle W-Kurvenpaare — Z^-Paar bzw. 

Z?2-Paar genannt — dieser Bedingung genügen. Als Dy Paar er- 

gibt sich ein Paar von Komplexkurven mit einem Torsalsystem 

und einem invarianten Parameter, als D2-Paar ein gewisses W- 

Kurvenpaar mit ebenfalls invariantem Parameter. Abschließend 

werden in 3. die desmischen Figuren näher betrachtet, die ent- 

sprechenden Kurvenpunkten zugeordnet sind. Dabei ergibt sich, 

daß die desmische Koppelung in den umgebenden Raum fort- 

setzbar ist bis auf gewisse Ausnahmepunkte, für die neben den 

Begleittetraederebenen jenes Tetraeder verantwortlich ist, das 

nicht als Begleittetraeder auftritt. 

1. In einem dreidimensionalen projektiven Raum sei P ein 

Tetraeder mit den Ecken p0, px, p2, p3; q0 = ap0 + ßVi + yp2 + 
+ <5p3(a/Iy<5 =}= o) sei ein fester Raumpunkt, der in keiner Ebene 

von P liegt (Figur 1). Die drei mit q0 inzidenten Treffgeraden der 

Gegenkantenpaare von P seien: 

(<lo> <li) = Oo £ (P2, Ps)> «2 £ (Po> Pi))> 

(lo> C|3) = Oo £ (Po. P2). Ik £ (Pi- Ps))> (0 
(<to. <la) = (co £ (Po. P3). c2 £ (Pi, P2))- 

1 München Ak. Sb. 1973 
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Die Ebene e = (qx, q2, q3) des Tetraeders Q mit den Ecken q0, 

qi, q2, q3 ist derart eindeutig wählbar, daß umgekehrt für die drei 

mit Po inzidenten Treffgeraden der Gegenkantenpaare von Q gilt: 

Oo. Pi) = («i G («la. q3). «2 G (q0> <h))> 

(Po> P3) = (co G Olo» ^2)» c
3 G (q 1. q3)), (
1 2

) 

(Po> P2) = (&0 G (q0. O» G (q2> 

Damit liegt ein durch P und q0 eindeutig bestimmtes Tetraeder- 

paar P, Q vor mit der Eigenschaft, daß jede Kante von P ein 

Gegenkantenpaar von Q trifft und umgekehrt. Die Treffpunkte 

sind : 

«o = yP3 + ^Ps. 

«1 = «Po— ßVv 

«2= «Po+ßPi- 

Û3 = — 7P2 + <5p3- 

t'o = «Po + yP2- 
£*i = — ßPi + <5p3> 

f»2 = «Po y P2» 
t’3 = ßPi + <5p3> 

(3) 
co = ap0+«5p3> 
c
i = —ßvi + yp2- 

c2 = ßvi + rv2- 
c3 = apo - <5p3. 

Wir nennen jedes Tetraederpaar P, Q ein desmisches Tetraeder- 

paar. Jedes Tetraeder läßt sich durch Vorgabe eines beliebigen, 

mit keiner Tetraederebene inzidenten Punktes zu einem desmi- 

1 In Figur 1 wurde die Ebene e uneigentlich gewählt; e enthält die Punkte 

Pi’ p2> q3, On **3» &!, b2t 11 • c3. 
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sehen Tetraederpaar ergänzen, das durch jedes seiner Tetraeder 

und eine beliebige Ecke des andern Tetraeders eindeutig be- 

stimmt ist. Die Tetraeder P und Q lassen sich durch ein Tetraeder 

R mit den Ecken r0, r2, r3 zu einer desmischen Figur P, Q, R 

vervollständigen. Deren Ecken sind: 

(4) 

Po, q0 = aPo + /9Pi + 7'P2 + (5P3, P> = aPo + ^Px + yPa — <5p3, 
Pi, qx=— «Po—i5Pi + yp2+<5p3, *i = «Po + ^Pi—YV2+ öPs> 
p2, q2 = apo—ßVi—yP2+ äp3> r

2= ap0—/Spi + ypad-dp3, 

P3-q3= «Po—/?Pi + rP2—<5p3, r3 = -—ap0 + ^Pi + yP2 + <5p3- 

Nach [1, S. 153] liegen zu jeder Ecke irgendeines der Tetraeder 

P, Q, R die beiden andern Tetraeder perspektiv. Die aus den 

Ecken a,-, b-, c,- (2 = 0,... 3) gebildeten Tetraeder A, B, C bilden 

ebenfalls eine desmische Figur. Jede Tetraederkante trägt genau 

vier der Punkte p;, qt-, t,-, o,-, 6,-, c,-, die ein harmonisches Quadrupel bil- 

den. 

2. Im folgenden sei P = {p0, px, p2, p3} = {x, t, 9, j} das Begleit- 

tetraeder einer Raumkurve mit der Parameterdarstellung x = X (f) ; 

dabei ist1) 

t = *', 9 = x" -3«U= X'" — 7^X' — (3«' + b)X- (5) 

Striche bedeuten Ableitungen nach t und a, b sind Koeffizienten 

aus den Ableitungsgleichungen für die Vektoren je, t, 9, $. Geo- 

metrisch ist in jedem Kurvenpunkt nach Wahl der Tetraederecke 

$ auf der zugehörigen Harmonikal-C3 ein Begleittetraeder be- 

stimmt (vgl. dazu auch [3]). Ein Punkt q0 mit festen lokalen Ko- 

ordinaten a.:ß:y: ô = const, in den Begleittetraedern P einer 

Raumkurve x (f) beschreibt eine Raumkurve je (t), wenn P das 

Begleitsystem von je (t) durchläuft. Wir fragen nach allen Raum- 

kurven x (0. deren Begleittetraeder P mit den entsprechenden 

Begleittetraedern Q von j? (t) desmische Tetraederpaare P, Q bil- 

den. Jedes Kurvenpaar jr ('t), je (f) mit dieser Eigenschaft nennen 

wir ein desmisches Kurvenpaar, kurz ein D-Paar. 

1 Alle Ergebnisse aus der projektiven Theorie der Raumkurven, die im fol- 
genden Verwendung finden und nicht durch Literaturzitate belegt sind, 
können in [2] nachgeschlagen werden. 



4 Oswald Giering 

Zur Auffindung aller 79-Paare hat man ausgehend von je = q0 

zu prüfen, welche der Geraden (q0, q^, (q0, q2), (q0, q3) als Kurven- 

tangente (jt, t) fungieren können und welche der Ebenen (q0, q 1( q2), 

(q0. <h, 43) ï (q0. ^2> qx)> (qo> <i2> q3) > (qo> q3> qi)> (qo> q3> ^2) die zu- 
gehörigen Schmiegebenen (£, t, tj) abgeben können. Die Be- 

gleittetraederecke j fällt dann in die jeweils vierte Ecke des 

Tetraeders Q. Analog zu (5) gilt für t, t), j: 

t $ = jt" — 3 «je, i = jt'" — yä}' — (3a + b)}. (6) 

Aus je = q0 folgen unter Beachtung von (4), (5), von {p0, p2, 

p3} = {jt, t, 9, j} und der Grundgleichung [2, S. 156] 

tIV = 10 af" + 2 d}' + e} (7) 

die Darstellungen 

je = öf" + y}" + (ß—7 ô a) (oc—3ya + 20a' — öd)}:, (8) 

y = y}'" + (ß+ 3ôa)ï" + (a—3Ya + ôd—$ôa')}' + (9) 

+ (5 [2 a"—d' + é\—3 y a')}, 

y = (.ß + 30a)}"' + (<x.+ 7ya+ö[d—2a'])}” + (y [2d—6 a'] 

+ à[e — 3a"])}' + (y\e— 3«"] + ô[2a'"—d” + e’])}, (10) 

r'" = (ße + y[e’ — 3a'"] + (5[2«
IV

 — d"' + e" + 3ae])} (11) 
+ (2 ß d-j- y [e—g a" -j- 2 d'] + ô \6ad—a"—d" -j- 2 e'])}' 

T~ (ioßa-\-y[2da'] ô[e d’ — $a" -{- 3oarï)y 

+ (a “h 7 y a -p <5 \d -f- a'])}"'. 

Für das Vorliegen eines ZZ-Paares ergeben sich aus (6) unter Ver- 

wendung von (8)—( 11) für jede mögliche Ersetzung von t, t), j 

durch q1( q2, q3 drei notwendige und hinreichende Bedingungen 

der Bauart 

dsiCWß--dik(t)y+^o/t(o^=°> (^=1 *2»3)- (i2) 

Die Funktionen Aik (t) (i= o, ...3, /è = 1,2,3) seien in einem ge- 

wissen Intervall mindestens stetig in t. Sind die Bedingungen (12) 

für eine Kurve }(t) eines ZZ-Paares nicht identisch erfüllt, so 

genügt }{t) mindestens einer Differentialgleichung höchstens 

3. Ordnung und liegt daher nach [2, S. 58] in einem höchstens 

zweidimensionalen linearen Unterraum; } (t) ist somit keine 
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Raumkurve. Für jede Kurve eines Z^-Paares müssen daher die Be- 

dingungen (12) identisch erfüllt sein. Wie man leicht nachprüft, 

lassen sich die Bedingungen (12) nur identisch erfüllen für 

t = cii. 9 = <13. i = Bä (
x
3) 

sowie für 

t = q2, $ = q3, } = qx. (14) 

In beiden Fällen ergibt sich außerdem, daß nur die Bahnkurve 

des Punktes 

q0 = Po — Pi + P2 + P3 = £ —
1
 + 9 + i (15) 

die Kurve 7(7) zu einem .Ö-Paar 7(7), je (7) zu ergänzen vermag. 

Bestimmen (13) und (15) die Begleittetraeder von 7(7), so liefern 

die identisch zu erfüllenden Bedingungen (12) bei Beachtung der 

Grundgleichung von je (7) (vgl. (7)) 

a = â = —, d = d = —, e = ê = —. (16) 
3 3 3 v J 

Damit genügen 7 (7) und je (7) derselben Grundgleichung mit kon- 

stanten Koeffizienten 

3fIV — 207" + 167' + 7 = 0, (17) 

deren charakteristische Gleichung vier verschiedene reelle Wur- 

zeln besitzt. Nach (17) und [2, S. 150, 198] stellen 7 (7), 7 (7) zwei 

projektiv äquivalente IF-Kurven dar, deren Punkte mit gleichen 

Parameterwerten einander entsprechen. Die Ableitungsgleichun- 

gen von 7(7), je(7) haben wegen (16) die konstanten Koeffizienten 

(vgl. [2, S. 153-155]) 

die 7(7), je(7) ebenfalls als IF-Kurven kennzeichnen [2, S. 198]. Der 

Parameter 7 ist wegen b = b = const zur absolut invarianten 

Projektivbogenlänge proportional und damit selbst absolut in- 

variant. 

Bestimmen (14) und (15) die Begleittetraeder von je (7), so er- 

geben die identisch zu erfüllenden Bedingungen (12) bei Beach- 

tung der Grundgleichung von je (7) 
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a = â = o, d = d = o, e = ê = l. (19) 

Die Ableitungsgleichungen des so bestimmten ZTPaares 

j?(/) lauten 

r' = t, t' = 9> 9' = î, j' = y (20) 

bzw. 
jc' = t, t' = $,$' = Î, j' = jf. (21) 

Die zugehörigen Koeffizienten sind somit 

a = â = o, ô — b = o, c = c = 1. (22) 

Wegen b = b = o liegen PE-Kurven vor, die Komplexkurven sind 

[2, S. 173]; ihre Begleitsysteme sind Torsalsysteme (a = â — o) 

[2, S. 175] mit dem invarianten Integral f Y~c dt als Parameter 

[2, S. 198]. Diese PE-Kurven genügen der Differentialgleichung 

XIV = deren charakteristische Gleichung die vier verschiedenen 

Wurzeln ±1, A i besitzt. E. Schubarth [4, S. 472 f.], der die 

PK-Kurven nach ihren projektiven Automorphien klassifiziert hat, 

faßt die PP-Kurven, deren charakteristische Gleichungen vier ver- 

schiedene Wurzeln besitzen, zur Klasse [1, 1, 1, 1] zusammen. 

Nichtprojektive Normalformen dieser PE-Kurven sind die allge- 

meinen höheren Parabeln und Hyperbeln, die im Fall der Kom- 

plexkurven auf Flächen 2. Grades liegen. Zusammenfassend gilt: 

Satz 1 : Die einzigen ZTPaare sind zwei Paare projektiv äqui- 

valenter PE-Kurven (Z?1-Paar, Z?2-Paar) der Klasse [1,1, 

1,1] mit invarianten Parametern. Das Z7x-Paar ist ein 

Komplexkurvenpaar mit einem Torsalsystem als Be- 

gleitsystem, das Z?2-Paar ist das durch (18) gegebene spe- 

zielle PE-Kurvenpaar. 

3. Die Ableitungsgleichungen (20), (21) zeigen, daß dieTetraeder- 

kanten (7, t), (t, 9), (9, j), (j, 7); (je, t), (t, 9), (9, j), (Î, je) die Bahn- 

tangenten in den jeweils erstgenannten Tetraederecken sind. Da- 

von ausgehend erhält man in den Bahnkurvenpaaren t, t; 9, 91 
$, j drei weitere Dj-Paare (22), deren Begleittetraeder überein- 

stimmen mit den Begleittetraedern von 7, je, abgesehen von der 

geometrischen Bedeutung der Tetraederecken, die zyklisch wech- 

selt nach dem Schema 7—»-1 —*-9 —»-j bzw. je—*t—>9 —»jr. 
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Als Folge davon ist ein Bahnkurvenpaar E (t), E (t), das entspre- 

chende Punkte 

E = k0? + V + k$ + ^3J \k3kxk2k3 4= O \ (23) 

£ = k0t + kx\ -f k2\) + ka\ \k0 \k1 : k3 : ka = const./ 

der projektiven Begleiträume erzeugen, im allgemeinen ein 

Paar mit den Begleittetraederecken î, £', î", £"' bzw. £, Î', £", 

Analog beschreiben entsprechende Ecken der Begleittetraeder 

eines Z?2-Paares (18) wieder ein Z?2-Paar; auch ein Paar (23) ist 

damit im allgemeinen ein D2-Paar. Die zugehörigen Begleit- 

tetraederecken sind 

bzw. 
— 2î,f"'—^f + |f (24) 

I, £', —2Î,!'" —-y-f' + jï- (25) 

Diese Folgerungen gelten jedoch nicht, wenn die Punkte Î und £ 

inzidieren, Fixpunkte sind, eine Gerade oder eine ebene Kurve 

beschreiben. Die Ermittlung dieser Ausnahmelagen für f und £ 

klärt zugleich die Rolle, welche die Tetraeder R mit den Ecken 
ro> *1. r2> r3 spielen (vgl. (4) für a = —ß = y=ö = 1). 

Bei den Z71-Paaren sind r0, r2 die einzigen reellen Fixpunkte E, 

È; außerdem sind (1 ±7) t'i + (iT0r3 konjugiert komplexe 

Fixpunkte. Entsprechende Punkte £, £ inzidieren genau dann, 

wenn sie auf der Gerade (r0, r2) liegen oder in einen der konju- 

giert komplexen Fixpunkte (1 ± i)t1 + (1 ± f)r3 fallen. Die 

einzigen Punkte £, £, die eine Gerade beschreiben, sind die von den 

Fixpunkten verschiedenen Punkte der Gerade (rt, r3). Die von 

r0, r2 und den Punkten der Gerade (xv r3) verschiedenen Punkte 

der Ebenen (r0, rx, r3), (r2, t3) sind die einzigen, die ebene 

IF-Kurven mit der Differentialgleichung tIV = je durchlaufen. 

Der von jedem Tetraedertripel P, Q, R gebildeten desmischen 

Figur entnimmt man (vgl. (3), (4)): Entsprechende Relativhaupt- 

normalen der W-Kurven eines Z^-Paares schneiden einander auf 

der Tetraederkante (t0, t2) in b0, entsprechende Achsen auf (r0, r2) 

in f1. Außerdem schneidet die Achse jedes Begleittetraeders die 

Relativhauptnormale des entsprechenden Begleittetraeders auf 

(tj, r3) in E>2 bzw. in t>3. Alle Tetraeder R, die zu entsprechenden 
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Begleitsystemen eines //^-Paares gehören, haben somit die Fix- 

ecken r0, r2 und die Fixkante (r1; r3), auf der die Punkte rx, r3, £>2, 

b3 harmonisch liegen (vgl. 1.). 

Bei den Z?2-Paaren ist r3 Fixpunkt; außerdem existieren drei 

reell verschiedene Fixpunkte in der Gegenebene (r0, tlt r2). Die 

einzigen Punkte E, die mit ihren entsprechenden Punkten f inzi- 

dieren, sind die Punkte der Ebene (r0, t^, t2) und der Fixpunkt r3. 

Die Verbindungsgeraden und die Verbindungsebenen der 

Fixpunkte bestimmen die Fixgeraden und Fixebenen, deren 

Punkte Geraden bzw. ebene Kurven erzeugen. Insbesondere 

durchlaufen die Punkte r„, rx, r2 in der Ebene (r0, rx, r2) ebene W- 

Kurven (17) und bestimmen zusammen mit der Fixecke r3 alle 

Tetraeder R, die zu entsprechenden Begleitsystemen eines Z?2- 
Paares gehören. 

Abschließend halten wir fest : 

Satz 2 : Einander entsprechende, nicht inzidente Punkte E, f der 

projektiven Begleiträume eines/?,-Paares, die Raumkur- 

ven f (t), f (t) erzeugen, erzeugen ZX-Paare (i = 1, 2). Die 

Ausnahmepunkte E, E, die keine Raumkurven erzeugen, 

werden durch jenes Tetraeder bestimmt, das die Begleit- 

tetraeder in entsprechenden Punkten des /?,-Paares zu 

einer desmischen Figur ergänzt. 
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