
BAYERISCHE AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN 

MATHEMATISCH-NATURWISSENSCHAFTLICHE KLASSE 

SITZUNGSBERICHTE 

JAHRGANG 

1973 

MÜNCHEN 1974 

VERLAG DER BAYERISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN 

In Kommission bei der C. H. Beck’schen Verlagsbuchhandlung München 



Der Jacobi’sche Kettenalgorithmus in einem kubischen 
Zahlenkörper. II 

Von Oskar Perron in München 

Vorgelegt am 2. Februar 1973 

Les livres sont comme les enfants: 
Conçus avec volupté, 
Menés à terme avec fatigue, 
Enfantés avec douleur. 

Diese Sentenz hab’ ich vor vielen Jahren irgendwo einmal gele- 

sen. Von wem sie stammt, hab’ ich vergessen oder nie gewußt. Wer 

kann es mir sagen ? Aber die Wahrheit des Wortes hab’ ich bei 

meinen Büchern und oft auch bei kleineren Druckerzeugnissen 

deutlich verspürt. 
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§ 1. Einleitung 

W"er diese Arbeit lesen und verstehen will, muß den ersten Teil 

(siehe Literatur) dauernd zur Hand haben. Er wird stets mit I 

zitiert, die Numerierung der Formeln wird hier fortgesetzt. Auf 

Seite 48 von I sagte ich, daß und wodurch mein Glaube an die 

Periodizität stark erschüttert wurde. Ich habe mich weiter be- 

müht und versucht, aus Formeln, die das Matrixprodukt (19) auf 

dem Faltblatt von I bei Seite 32 an die Hand gibt, neue Relatio- 
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nen zwischen den Größen Uv, Vv, 0", ¥/v, Qv zu finden. Ohne Er- 

folg, und heute bin ich überzeugt, daß es keine solche Relation 

gibt, die nicht eine rationale Kombination der Formeln (69), (70), 

(71) wäre. Beweisen kann ich das allerdings nicht und, wenn ich 

es könnte, würde die allgemeine Periodizität nur unwahrschein- 

licher werden. Aber ich habe dann auch versucht, ohne eine Rela- 

tion weiter zu kommen, und habe einiges erreicht. 

§ 2. Einführung der Größen Kv (v — Zahl der Striche) 

In I Seite 28 ist bewiesen, daß die Frage nach der Periodizität 

identisch ist mit der Frage, ob die Menge der unendlich vielen 

ganzen Zahlen S”, P], Q], R”; beschränkt ist. Das läuft ungefähr 

darauf hinaus, ob die U”, V”, &v, W beschränkt sind. Mit dem 

Ziel, darauf eine Antwort zu finden, führe ich für die Koeffizien- 

ten der Formeln (69), (70), (71) die Abkürzungen ein: 

(70) a(<Z>”)2 — ß<I>vQv + y(ßv)2 — Uv 0V — UvWv = o. 

Zieht man jetzt Formel (70) von der mit 0V multiplizierten Formel 

(69) ab, so kommt nach Gliederumstcllung : 

(72) 
ß /? —L o A n\ 1 7? -L /J r>\ /? 

Die Formeln (69) und (70) lauten dann 

(69) Vv — LT — a ('V — &v) — ß Qv = o 

(73) UvlPv + V"0V — a 0V W" = y(ßv')2. 

Setzt man jetzt 

(74) Uv — v.0v +—&’’ = K' 1 O 

so ist nach (69) auch 

(75) Vv « W” — üv = IC. 
2 

Nach dieser Definition können die Kv ohne weiteres am Spiel der 

Strichvermehrung teilnchmen. 
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Aus (74) und (75) folgt 

(76) 

(.Ky — (i. or)
2
 = (uv — «(vv— awr) 

= uvvv— a (UVWV + VV0V — x0vWy) 

= U’Vy — a.y(Qv)2 nach (73). 

Nach der Definition von £/”, D*1 in I, (68) ist £/” F” = 5l’5,,+1 lg"1"1) 

so daß wir schließlich bekommen: 

Für <5> o ist die quadratische Form cr.x2 -f~ ßxy + y y2 definit, 

was nach Ï, Seite 48, 49 bedeutet, daß die konjugierten Körper 

imaginär sind. Für à < O sind sie reell, und ô = o ist unmöglich, 

weil dann die kubische Gleichung für tu eine Doppelwurzel hätte 

und wir gar keinen kubischen Körper hätten. 

Ich habe mich vergeblich bemüht, die Beschränktheit der K” 
nachzuweisen. Wenn das gelänge, so wäre damit bereits die Peri- 

odizität bewiesen. Denn aus (77) würde wegen der Beschränkt- 

heit der Qv sofort die Beschränktheit der S" und £% und dann 

auch der U" und V folgen. Aus (74) und (75) würde sich weiter 

die Beschränktheit der 0” und W, also auch der Q\ und Q\ er- 

geben. Schließlich würden die ersten beiden Formeln der Tabellen 

(66) und (67) in I auch die Beschränktheit der R\, RI und der P\, 
PI liefern. Damit wäre die Menge der unendlich vielen ganzen 

Zahlen S”, P], Q], R* beschränkt, was nach I, Seite 28 Periodizi- 

tät bedeutet. 

Für die Kv gibt es aber die bemerkenswerte Rekursionsformel 

(77) = SVS'
,+1 ÇI+1 — mit 6 = a y 

Beweis: Nach (74) mit l Strich mehr und (75) ist 

[ Kv = Uv+X — oc 0>
,+1

 + JL Q"+
x
 + 

1 2 
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Nun ist nach den Definitionen I (68) 

£/
v+1

 = JS. 
V” = 5

V
+

1
(^+

1
)
2
, &+1

 = Ql+'co, W = f|+
1
ß|+

1
©> 

ferner nach I (68) und (63) 

f7ot n-'+i = vv+1<»c _ ^gD2 0„ 
£v+i £v £v+i |v+i ^ y 

so daß sich die Glieder mit dem Faktor ~ wegheben, und es folgt: 

/r+1+fS^‘=^v+1 (p+^+1ei+2)—«(ôï
+I

û> + É>r2Ô2+l«). 

Für die letzte Klammer entnimmt man aus der vierten Formel 

der Tabelle I (67) den Wert 

5v+1co2£J+1fï _ Sv+1co3£Z+1Q 

^(3(o2 — A) ~ »
V
(3W

3
 — AW) 

Sv+1Q+1l% 

fFa 

Sv+1 çv+lçv B+Al 

r 3 B — 2 A in 

Somit kommt schließlich 

^v+1 + JjS K' = 5-+1 {p + f2
v+1eî+2 — pß-). 

Der Faktor von 5,,+1 läßt sich vereinfachen. Trivialer Weise ist 

nämlich 

_d_ = £v+i Av+i 
IJ+2 ’1 U\ I 

und außerdem ist nach I (58)1 und (62) 

^+2 = ^ + #T + -L, £=1 _ 

Der fragliche Faktor von 5’’+1 ist also gleich 

tv+l UV f-V4-1 

fl+l — ^!+1 + l2
+1^2 + 

fï 

gi gs 
f 2+1 Io   

G+1G G+1 

Ql 

*ï
+1

 + ^
+1

 (ifw + bl + Ar - s - p) 

b{+1 + r2
+1 Vi—ei 61+1 

1 In I (58) ist ein in meinen verschickten Sonderdrucken bereits korrigierter 
Druckfehler. Links muß statt g£+2 stehen g£+2. 
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Damit ist die Formel (78) bewiesen. 

Aus (78) folgt, daß von zwei aufeinander folgenden K” und 

Kv+X wenigstens eines das entgegengesetzte Vorzeichen von S’’+1 

haben muß. Das ist besonders bemerkenswert im Fall <5 > O, 

also wenn die konjugierten Körper imaginär sind. Dann sind 

nämlich die zu fo+1 konjugierten Zahlen konjugiert-komplex. Die 

Norm von ££+1 ist also wie $2+1 selbst positiv. Nach I (34) ist aber 

Nm f2+1 = • 

Daher haben alle Sv gleiches Vorzeichen, sind also, wenn man A 

ohne Strich freiwillig und willkürlich positiv gewählt hat, sämtlich 

positiv, und für die K" ergibt sich in unserem Fall, daß von zwei 

aufeinander folgenden Kv und Kv+1 wenigstens eines negativ ist. 

§ 3. Die Hyperboloide 

Nach (77) ist SviF4"1 !o+1 — <5(Dv)2 das Quadrat der reellen 

Zahl Kv, also nie negativ. Wir setzen daher 

(80) K" = V VsvSv+1^+x — <5(DV)2, 

wobei wir die Quadratwurzel positiv nehmen und mit sv (= dz 1) 

das Vorzeichen von K” meinen. Sollte einmal Kv = o sein, so 

setzen wir e” = +1. Im übrigen vermag ich über das Vorzeichen 

von Kv leider aus keiner der beiden Definitionen (74), (75) etwas 

Sicheres zu entnehmen. 

Nach Formel (78) ist jetzt 

£ 

(81) 

'+
1
 /N

V
+!5V+2 f 2

r+a — ô ( Qv+V)2 + Jßre'’VS',S,’+1£;+1—ö(Qy 

Bringen wir die zweite Wurzel von links nach rechts und quadrie- 

ren, so kommt, wenn wir noch die Abkürzungen 

(82) Sv+2^+2 = X”, Sv+1 lè{+1 + -^rj2 yr, S' (gp2)2 

= Z1' 

einführen : 

S',+1X'’ __ (5('iß‘,+i^2 _ £»+1 y" 

2^+1- 

(gï+2)2 
Cv C»’4-l 

5”+1 V sv sv+l
 f »+1— 

S 2 “ 

* I eï+2 n.\2 
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Die letzten Glieder links und rechts sind nach (79) einander 

gleich und können weggelassen werden. Alle anderen haben den 

Faktor G‘,+1 gemein. Läßt man ihn weg, so kommt nach leichter 

Gliederumstellung 

(83) v 2   

X”— Y"— Z” = 2 k+1 + ^y CT
£V

 /5” 5”+1f2+1 — ö(Qv)2. 
\ 81/52 

Bringen wir in (81) statt der zweiten die erste Quadratwurzel 

von links nach rechts und quadrieren dann, so führt eine ganz 

analoge Rechnung zu der Formel 

(84)    

Z”— Yv— X" = 2 [b{+1 + -^r) ev+1 /5-+15»+2|-’+2_ ö(Qv+y. 

Bringt man in (83) und (84) die Faktoren vor der Wurzel unter 

die Wurzel, so sehen die Formeln so aus: 

(83 a) X” — Y” — Zr = 2 e” V Y'Z’ — ô {Mvf, 

(84a) Z” — Yv — X” — 2 Z+1 YYvXv — 6 

wobei 

&v+1
 a> C 

(85) M' = [b{^ + —TT) LT+1 = [b{^ + -±r) 

Offenbar ist M" beschränkt. Denn es ist #v+1 < 1, C eine In- 

variante und b{+1 -\ v+i~ < li+1 + 1 < 2%2+1- 
61 

Die Formeln (83 a) und (84 a) ergeben beide durch Quadrieren 

(86) (xy + (yy + (zy — 2 XV
Y

v— 2 wrzv — 2 F-Z” 

= —4<5 (My 
und hieraus folgt noch eine zu (83 a) und (84 a) analoge dritte Formel 

(87) Yv — Xv — Zv = ±2 VXVZV —b(My, 

wobei das Vorzeichen ± leider ebenso unbekannt ist wie e' 

und e,+1. 

Die Formeln (83 a) bis (87) lassen sich geometrisch interpre- 

tieren. In einem rechtwinkligen Koordinatensystem x, y, z stellt 

die Gleichung 
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(88) x2 y2 -\- z2 — 7.xy — 2xz —- 2yz = — 4 d^M")2 

ein Hyperboloid dar mit dem Asymptotenkegel 

(89) x2 -j- y2 + z2 — 2 xy — 2 xz — 2 yz = o. 

Man kann es in der dreifachen Gestalt schreiben: 

(x — y — z)2 = 4 yz — 46 (Mv)2, 

(90) (y — x — z)2 = 4 xz — 4Ô (Af’’)2, 

(.z—y—x)2 = \xy — 4 <5 (-/J/r)2. 

Wenn man die x, y, z vertauscht, also insbesondere, wenn man 

das Hyperboloid um 120 Grad um die Gerade x = y = z dreht, 

geht es in sich selbst über; also ist es ein Rotationshyperboloid 

mit der genannten Geraden als Achse. 

Für ô > o folgt aus (90), daß xy, xz, yz positiv sind, also haben 

x,y, z stets gleiches Vorzeichen. Das Hyperboloid ist zweischalig; 

die eine Schale liegt ganz im Achtelraum x > o, y ~> O, z > o, 

die andere im Achtelraum ;r < o, y < o, z < O. Nach den Glei- 

chungen (83 a) bis (87) wird das Zahlentripel X", Y", Z", weil 

für (5 > o die Sv und folglich auch die in (82) definierten Xv, Yv, 

Zv, positiv sind, durch einen Punkt der erstgenannten Schale 

repräsentiert. Für à < o ist das Hyperboloid einschalig, das 

Zahlentripel Xv, Y”, Z” wird aber immer noch durch einen Punkt 

auf ihm repräsentiert. 

§ 4. Scheitel des zweischaligen 

und Kehlkreis des einschaligen Hyperboloids 

Der Scheitel der uns interessierenden Hyperboloidschale liegt 

auf der Achse x = y = z und ergibt sich nach (88) aus der 

Gleichung — 3.T2 = —4<5(d/’’)2, also ist 

(91) x=y = z=Y^\Mr\. 

Wegen der Beschränktheit von Mv enthält daher unsere von v 

abhängige Hyperboloidschalc auch Punkte innerhalb einer von v 

unabhängigen Umgebung des Nullpunkts. Wenn das nicht so 

wäre (im selben Asymptotenkegel liegen ja auch Hyperboloide 
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mit beliebig weit entferntem Scheitel), dann gäbe es für Periodizi- 

tät keine Chance mehr. 

Der Kehlkreis des für ô < o einschaligen Hyperboloids liegt 

in der durch den Nullpunkt gehenden Lotebene zur Rotations- 

achse. Um ihn zu finden, machen wir die offensichtlich ortho- 

gonale Transformation 

(92) 

X 

V 3 
x 

V * 

y- + 
z 

1/3 

y 

Y 3 

A, J y 

Y 6 
+
 /6 V 6 

L 

9, 

î- 

Auf der Rotationsachse ist X) = o, j = o. Also ist es die j-Achse. 

Die Umkehrformeln von (92) und die Gleichung des Hyperboloids 

in den neuen Koordinaten brauchen wir nicht, wenn uns nur der 

in der ^J-Ebene gelegene Kehlkreis interessiert. Auf diesem ist 

y = —x —z, also 

9 = 
2 X + z 

Y 2 
b = 

— 3g 
/6 

„ . „ (2X + z)2 , 

92 + f = -—-—— + 
9Z~ 
6 

= 2X2 + 2XZ + 2 Z2. 

Setzen wir ô = —ô' (< o), so ist 

4 (5'(M*)2 = (y — 2; — z)2 — 4xz = (— 2x —- 2z)2 — 4xz = 
= \x2 fi- 4xz -f- 4z2. 

Somit ergibt sich 

(93) 92 + 52 = 2 b\My 

als Gleichung des Kehlkreises in seiner Ebene. Sein Radius ist 

V2ô’ I Mv J. Wegen der Beschränktheit von Mr bleibt er unter 

einer für alle v gleichen Schranke. Wenn das nicht so wäre (es 

gibt ja um denselben Asymptotenkegel auch Hyperboloide mit 

beliebig großem Kehlkreisradius), dann gäbe es auch im Fall, 

daß die konjugierten Körper reell sind, für Periodizität keine 

Chance mehr. 
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§ 5. Was läßt sich aus den Hyperboloiden folgern? 

Die Frage nach der Periodizität läuft nun auf die Frage hinaus, 

ob die X”, Yv, Zv beschränkt sind. Da dieses Zahlentripcl durch 

einen Punkt des Hyperboloids repräsentiert wird und da dieses 

sich ins Unendliche erstreckt, kann man nicht auf Beschränkt- 

heit schließen. Für Ö < o (reelle konjugierte Körper) habe ich 

noch nichts gefunden, was über das in § 4 Gesagte hinausgeht. 

Für <5 > o (imaginäre konjugierte Körper) ist mir einiges gelun- 

gen. Da sind ja die X", Yv, Zv positiv. Ich will ihre Namen vor- 
übergehend so vertauschen, daß X” ^ZYV A ist. Nach (83 a), 

(84a) und (87) ist dann 

Xr — Y” — Z” = ±2 |/>" Z*— ô(Aî’')2, 

(94) Yv — Z' — X” = — 2 | AZ" X’ — diM")2, 

Z" — X" — Y” = — 2 y X* Yv— ö(Mvf. 

Denn hier ist die Summe von zwei linken Seiten negativ, also ist 

bei höchstens einer der drei Wurzeln das Pluszeichen möglich, 

und das kann nur bei der größten der drei linken Seiten sein, und 

das ist bei der getroffenen Anordnung die erste. 

Aus der zweiten Gleichung (94) folgt 

Y" = Zv + Xv — 2 I rzvxv — ö(My > X” + Z" — 2 YXv Z” = 

= (yir—v~zvy. 
Also ist 

(95) YYV >Yx>— ]/F. 

Aus der dritten Gleichung (94) folgt durch die gleiche Rechnung 

noch einmal dasselbe. Aus der ersten Gleichung (94) folgt im 

Fall des Pluszeichens 

Xv = Y” + Z” + 2 I rYvZ*— ö(Mvf < Yr + Z” + 

+ 2 |w |/1F = (YY -1- Vzf- 
und jetzt durch Wurzelziehen zum dritten Mal dasselbe. Man 

hat aber weiter 

X” = Y” + Zv + 2 j rYv
2? — 2 ( If YvZv — j WZV — ö(My-). 

2 München Ak. Sb. 1973 
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Also 

(|f V + VZ”)2 = Xv + 2 ( VYVZV — VYVZV — ô (ZV)2) 

= X” + 2 

<LX” + 

VYv z> + V YVZV— 0{M',Y~ 

2
/(yl/T_ = xr + 2 Yà(My. 

Vö{M'Y~ K J 

^ X" + 
2 Ô(M")~ 

)/ y-z- 

Es ist daher 

{YZ" + YZ")2 £ Xr + 2 Yô(M")2 

und daraus folgt sofort 

Y y + YZÿ A Y z" + 1/2 Y ô(My, 
weil bei Annahme des Gegenteils durch Quadrieren ein Wider- 

spruch gegen die vorausgehende Ungleichung entstünde. In Ver- 

bindung mit (95) haben wir also das bescheidene Resultat 

(96) o < Y y + Yy — vry £ Y 2 V 0 Y \M
v\. 

Etwas mehr kommt, wenn in der ersten Formel (94) das Minus- 

zeichen gilt. Dann können wir so schließen: 

zv x 2 y YV
Z

V
 — ôyry, 

(zy y. 4. yz" — 4 5 (My, 
(Z')

2
-4FZ’ + 4(Yy ^ 4(Yy — 40(My. 

Wenn nun etwa einmal Yv y Y & I sein sollte, so wäre das 

ein besonderer Glücksfall, weil dann erst recht Zv YL \ <5|Z/''| 

wäre und nach (95) auch Xv A 2 \ ö\Mv\, und wir wären am 

Ziel. Wenn aber Yv > ]/ <51 Mv j ist, dann kann man in der letzten 

Formel die Wurzel ziehen und erhält 

2 Yv — Zv ^2Y(Yy—0{My, also 

<: 2 (Y
V — Y (yy — <5 (My) = 1 ô (Mv)2 

Vv+ V {YVY — (5(4A)2 

^ 2 0{MV)2 

= Y” 
< 2 ô{Mvf 

V (<5 Mv)- 
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also Zv A( 2 ]/~ô IM” I. Diesmal ist also wenigstens die kleinste 

Zahl des Tripels X”, YV,ZV unter einer für alle v gleichen Schranke. 

Ich habe mich deshalb bemüht zu beweisen, daß in der ersten 

Formel (94) stets das Minuszeichen gilt, bis jetzt ohne Erfolg. 

§ 6. Weitere Versuche 

Die Hauptrekursion I Formel (40) läßt sich, wie dort bemerkt, 

auch als reine Rekursionsformel für Qx— R[co (oder auch 

— RV
2CO) schreiben. Mit einem Strich mehr sieht sie dann 

so aus 

(97) S+W1—(Ql- R» + gj:l^sßr- = c- 

Das legt im Hinblick auf I Formel (37) und (38) die Frage nahe, 

ob es nicht auch eine Rckursion der Gestalt 

(98) Çv
2
+1(Pvi

+1
 — ^j+1S”+1 4- R{+lA — Q[+1co) + 

tv+1 

+ (PI — KS' + R1A— Qlco) + 

(/’i'-1 — 61-1 S”-1 + R\^ A — Ql^cü) 
+ (HP1 ~ 

gibt, wo rechts etwas von v Unabhängiges oder wenigstens etwas 

Beschränktes steht. Die Terme der ersten Klammer kann man 

nach der Tabelle (67) von I linear homogen durch Sv+1, Qo
+1

 und 

C ausdrücken, also durch V”, W, Q”, die der zweiten Klammer 

ebenso nach Tabelle (66) durch S”, Q{, C, also durch Uv, &v, Qv. 

Die dritte Klammer ist nach I (38) mit v — 1 Strichen mehr gleich 

£l(PV2 d" — Rico2), was man nach Tabelle (66) durch Uv, 
(I)V, Q” ausdrücken kann. Somit ist die linke Seite der gesuchten 

Rekursion (98) linear homogen durch U”, Vv, &v, Wv, Qv dar- 

stellbar, wozu man noch ein Multiplum von Vv — LT — 

a QF” — 0”) — ß Q”, was ja nach I (69) gleich o ist, hinzufügen 

kann. Aber ich habe kein Multiplum gefunden, mit dem das 

Resultat die gewünschte Beschränktheit erkennen ließe. 

Es gibt aber einen Zusammenhang mit den Kv. Nach Tabelle I 

(66) mit Abkürzungen I (68) ist nämlich 
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P{ — b{Sv + R{A — Qîco = £/v — 2 tf>v + Qv + 

also nach (74) 

li + A co 

Entsprechend auch mit 1 Strich mehr oder weniger. Unsere ge- 

suchte Rekursion (98) wird daher so aussehen: 

£a+1(Pl+1 — ^+1S,,+1 + R[+1A — Q[+1 co) + 

Die letzte Zeile ist nach (97) gleich —, also eine Invariante. 

Aber für die vorausgehende Zeile habe ich noch nichts finden 

können, was ihre Beschränktheit erkennen ließe. 

Alles, was ich bis jetzt über den Jacobi-Algorithmus in einem 

kubischen Zahlenkörper ermitteln konnte, beruht letzten Endes 

auf den Formeln (9) und (10) von I. Diese haben ein Analogon in 

der Theorie der regelmäßigen Kettenbrüche für quadratische 

Irrationalzahlen 

Das Analogon besteht, wenn die vollständigen Quotienten mit 

7. Abschied 

ganze Zahlen) 
S’*' 5” 



Der Jacobi-Kettenalgorithmus in einem kubischen Zahlenkörper. II 21 

bezeichnet werden, aus den beiden Formeln 

(P — &S)P‘ + D = SS\ P — bS + P' = o, 

oder gleich mit v Strichen mehr 

(I) (Pv — bv SV)PV+1 + D = 

(II) P’ — b'S" + Pv+1 = o. 

Von diesen zwei Formeln ausgehend hat Lagrange, indem 

er auch die zu f und £” konjugierten Zahlen einführte und die 

Konvergenz des Kettenbruchs ausnutzte, gezeigt, daß unter den 

unendlich vielen Paaren ganzer Zahlen P", S" nur endlich viele 

verschiedene sind, und damit war die Periodizität bewiesen. Im 

Jahr 1953 hat der Portugiese J. Vicente Gonçalves, ohne die 

konjugierten Zahlen und die Konvergenz des Kettenbruchs zu 

benutzen, gezeigt, daß aus den Formeln (I) und (II) folgt 

(Gonçalves [3], [4]): 

(III) |PV+1| < Max (|/,v|, VD)< 

(IV) |S”+2| < Max (|S”|, 2 VD). 

Nun folgt aus (III) sofort, daß es nur endlich viele verschiedene 

Pv gibt, und dann aus (II), daß es auch nur endlich viele ver- 

schiedene Sv sind. Aus (IV) folgt dagegen sofort, daß es nur end- 

lich viele Sv gibt, und dann aus (I), daß es auch nur endlich viele 

verschiedene P” sind. Damit hatte man auf einen Schlag zwei 

neue Periodizitätsbeweise, jeder einfacher als alle vorher be- 

kannten. 

Gonçalves hat beim Beweis seiner Ungleichungen (III) und 

(IV) einige Fallunterscheidungen gemacht. Als ich die Unglei- 

chungen kennenlernte, versuchte ich, es ohne Fallunterschei- 

dungen zu machen und das ging überrraschend gut in wenigen 

Zeilen (Perron [2]). Dann aber habe ich auch versucht, beim 

kubischen Körper aus den Formeln (9), (10) von I Analoga zu 

den Ungleichungen von Gonçalves zu gewinnen, die wohl aus 

Rekursionen hervorgehen müßten und ungefähr so aussehen 

könnten : 
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|^+1|< Max 

I S^3! < Max (I 5”|, |S’’+1|, I S,'+2|, a |/|), 

wo a eine (vielleicht sehr große) Konstante und /die Invariante 

ist, die auch in den oft gebrauchten Schrankensetzern C, Qv, M” 

steckt. Das ist mir trotz allem, was ich inzwischen zu den For- 

meln (9), (10) hinzugelernt habe, nicht gelungen. Nun aber muß 

ich mein Problem jüngeren Kräften überlassen, die sich wohl 

dafür interessieren. Mich zwingt meine fortschreitende Erblin- 

dung im Verein mit dem Immer-kleiner-Werden von allem sonst 

vielleicht einmal hilfreichem Gedrucktem, jetzt meine Feder aus 

der Fland zu legen. 
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