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Zur Verallgemeinerung eines Satzes von F. RIESZ 

Von V. Mammitzsch und H. Richter in München 

Vorgelegt am 2. 2. 1973 

In [4] findet sich folgender 

Satz von Riesz: Beijö > l sind für beschränkte reelle Funktio- 

nen F(x) auf R1 die folgenden Bedingungen äquivalent: 

(a) Für beliebige x0 < xx < . . . < xm gilt 

m 

Z I
F(xi) — -FO.-t) \pKxi—< 1. 

/= 1 

(b) F(x) = J / (y) dy + const., wo f(y) eine Bairesche Funk- 
 OO 

+ 00 

tion ist mit j | f(jy) |f dy < 1. 
 OO 

Diesen Satz kann man maßtheoretisch folgendermaßen deuten: 

Gegeben ist der Maßraum (V0, Ä0, P0) mit X0 = R1, Ä0 = Ge- 

samtheit der Borelschen Mengen des R1, P0 ist das Lebesgue- 

Maß; die Setzung Q0(K) : = J f(y) dy für jedes K aus it0 liefert 
K 

ein beschränktes allgemeines Maß auf H0. Dabei ist Pü atomlos. 

Wir gehen von dieser Interpretation aus und untersuchen, inwie- 

weit der Satz übertragbar ist, wenn wir statt (V0, $0, P0) einen 

beliebigen Maßraum (X, M, P) mit cr-finitem P und anstelle 

von Q0 ein allgemeines Maß Q auf Ä mit Werten in einem 

Banachraum B zulassen, dessen Norm mit || . |j bezeichnet 

werde. Hierbei wollen wir uns der Einfachheit halber auf nor- 

mierte Maße P beschränken, was keine wesentliche Einschrän- 

kung der Allgemeinheit bedeutet. Entsprechend der Beschränkt- 

heit von Q0 werden wir jetzt verlangen, daß (nt 

Z ||ö(V,-)|| : K{ E & disjunkt, 
1 = 1 

m 
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endlich ist für alle K G JÏ. (Bekanntlich ist \Q\ ein Maß auf Ä.) 

Außerdem soll B die Bochner-Taylor-Bedingung (D) erfüllen 

(vgl. [i], S. 915); d. h. jede Abbildung des Einheitsintervalls Im 

JC Il F (#,-)— : 
: = 1 

o < x0 < . . . < xm — 1 ; m G N ! besitzt Lebesgue- fast über- 

all eine (starke) Ableitung. Eine Charakterisierung sowie Bei- 

spiele derartiger Banachräume findet sich in [2] ; insbesondere 

genügt jeder reflexive Banachraum, also auch der R1 (versehen 

mit der euklidischen Norm) dieser Bedingung. 

Satz 1: Seien (A, $, P) ein Wahrscheinlichkcitsfeld mit atom- 

freiem P und B ein Banachraum mit der Eigenschaft (D), sowie 

p > X und c > O reelle Konstante, dann sind für (allgemeine) 

Maße Q auf $ mit Werten in B und \Q |(A) < 00 die folgenden 

Bedingungen äquivalent: 

(a) Für beliebige disjunkte Xlt . . ., Xm aus $ mit P(Xf) > o ist 
nt 

ZIQ{x,)YiP(xty-' <c. 
i= 1 

(b) Q(K) = f fixr) clP für alle K G WO /: X —> B P-integra- 
k 

bei ist mit J ||/(#)||^ dP < c. 
x 

Beweis: I. Aus (a) folgt (b). 

1. Sei P(K) = o für ein K G dann gibt es wegen der Atom- 

losigkeit von P zu jedem £ > o ein zu K disjunktes Kx aus $ mit 

o < P(Kf) < e. Die Anwendung von (a) auf Kx und K ^ Kx 

liefert 

\Q(Kf)\ < cl,p ■ und \\Q(R) + < c1'* ■ 

woraus ||<2(A)|| < 2 cllp ■ efolgt. Dies gilt für jedes e > o, 

was Q(K) = O liefert. Q ist also totalstetig bezüglich P; wegen 

der Eigenschaft (D) ist das gleichwertig mit dQ = f dP für 

passendes P-integrables / (vgl. [2]). 

2. Zu vorgegebenem (5 mit o < ô < 1 gibt es eine elementare 

Funktion fs \ X —*■ B derart, daß ||/a(^) —f(x) || < <52 für P - fast 

alle ;r aus X gilt. Dabei sei 

fö(x) = Jaj G B auf X6j £ Ä (J E N), 
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wo die X6j disjunkt sind mit OJ dCa- 
= dC. Setzt man 

t 

X6 : = {x : ||/(V) I > 3 und Yaj \ =Xdr\ X6j mit (J Yaj = Xä, 
J 

so gelten für # G Yô • und das zugehörige yaj die Abschätzungen 

IIytj\\ — <52 < ll/W II < Ibvll + ö2 und 3 ô < ll/w II, 

was 

II ytj\\ >3^ — à->20 und bay I — ô2 > ô 

nach sich zieht. Weiter findet man 

llöWay)|| = II J ft dP J (Ji /) dP\ 
y»j vij 

>11 U»dP\~î 11/ /all dP 
Y&j yäj 

>(\M\~à 2)P(Fay). 
Umgekehrt ist 

J II fV dP < J (bvI + <52/ dP = (Iba/I + <52/ P(XV), 
ysj Xj 

woraus wegen (W/l + ^2)/(lbay|| ~ à2) < 1 + -=|- = 1 + 2 <5 

im Fall P(YSj-) > o folgt: 

J II ff dP < (1 + 2 by I ô (Fay) r/Z/Fay/W 
ytj 

Bedeutet if', daß nur über Glieder mit P(YÖJ) > o summiert 
werden soll, so ist für alle 

Z J II ff dP < (1 + 2 ô)* Z' ||ö(Fay)//P(Fay/-i 
Ktfy 

< (1 + 2 <5/ • r, 

also bei k -*■ 00 unter Beachtung von ||/|| < 3 (5 auf X \ 

J ll/r dp + J ll/r dp < (1 + 2 sy- c + (3 sy 
xa x\xä 

für alle o < ô < 1. Bei ö —> o folgt daraus schließlich 

n/vdp<c. 
y 

4* 
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II. Aus (b) folgt (a). 

Sei / gegeben mit J || fY dP < c und Q(K) — J f dP für alle 
x k 

K £E Seien ferner Xv . . ., Xm disjunkt, dann gilt wegen der 

Hölder-Ungleichung 

\Q(*i)II < J Il/Il • idP < (J W/V dpy* ■ P(x,r-w. 
X, Xi 

Mit derselben V'-Konvcntion wie in I folgt daraus 

m 

y' WQmr/Pixy-i < j w/rdp < c, 
1 = 1 X 

womit alles gezeigt ist. 

Bemerkung 1: Aus II geht hervor, daß (a) aus (b) ohne jede Vor- 

aussetzung bezüglich B und P folgt. 

Bemerkung 2: Falls B reflexiv ist, folgt die Behauptung in I aus 
[3]- 

Bei der Betrachtung des vorstehenden Beweises fällt auf, daß 

die aus dem Rieszschen Satz übernommene Atomlosigkeit von 

P nur im Beweisteil I.t benutzt wird. Wir wollen nun klären, in- 

wieweit diese Voraussetzung abgeschwächt werden kann. 

Satz 2: Hat das Wahrscheinlichkeitsmaß P die (ohne Einschrän- 

kung der Allgemeinheit) disjunkten A-Atome A A 2, . . . und ist 

B =f= {o} ein Banachraum mit der Eigenschaft (D), so ist die in 

Satz 1 ausgesprochene Äquivalenz richtig, wenn eine der beiden 

folgenden Bedingungen erfüllt ist: 

(oc) Jedes K G -R mit K =j= 0 ist die Vereinigung einiger der A{. 

(ß) Zu jedem e > o gibt es ein Ke aus $ mit o < P(Xt) < e. 
Sind umgekehrt (a) und (ß) beide verletzt, so gibt es ein Maß Qa 

mit Werten in B, welches (a), aber nicht (b) erfüllt. 

Beweis: I. Hinreichen jeder der beiden Bedingungen. 

F all (a): Q auf $ ist festgelegt durch die Werte von Q(Ai), so daß 

wegen P(A{) > o trivialerweise gilt f(x) = Q(A^}jP(A^} für alle 

a; aus Ai (i = l, 2 . . .). 

Fall (ß)\ Im Beweisteil I.t von Satz l nehme man für K1 die 

Menge K^\K mit o < P(K^\K) < s. 
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II. Gegenbeispiel, wenn (oc) und (/?) beide verletzt sind. 

Da (a) nicht gilt, gibt es ein K0 G das nicht Vereinigung von 

gewissen A( ist. Dann kann aber X„ r\ A{ nicht für alle i gleich 

At oder 0 sein. Es gibt also ein Aj mit 0 =j= K0 Aj fp Aj, 
woraus folgt 

K' :=K0rv A- #= 0 und K" : = AJ\K0 4= 0. 

Wegen K' w K" = Ajt K' w K" = 0 und weil Aj ein /’-Atom 

ist, hat man P(K') = o oder P(K") = o. Also gilt: 

(*) Es gibt ein Kx H= 0 mit />(X1) = o. 

Wegen der Verletzung von (ß) findet man ein ô > O, so daß 

(**) P(K) — o oder P(K) > ô für alle K G Ä; ô > o. 

Es sei nun xx G Kx, yx G B mit ||y1|] = l, und es bezeichne 

1 K(x) die Indikatorfunktion von K, dann ist Q(JP) : = 
tfp—DIp. cvp . 1 K(x^)y1 ein Maß auf (X, jt) mit Werten in B und 

\Q{K)\ < IQI(K) < ö^-1^ • cllfi < oo. Bei disjunktenXlt ..., Xm 

mit P(X,) > o ist I <2(X,-) I > o für höchstens eines der X 

und damit wegen (**) 

m 

X IIÔCX.Or/ACX.y-1 < ô^clô^ = c. 
1 

Damit ist die Bedingung (a) von Satz l erfüllt, aber Q ist nicht 

totalstetig bezüglich P wegen />(X1) = O und ô(Xx) =j= o, womit 

auch Satz 2 bewiesen ist. 

Zum Abschluß sollen noch die Bedingungen bezüglich des 

Banachraums B auf ihre Notwendigkeit hin untersucht werden. 

Im Fall B = {o} sind (a) und (b) aus Satz l automatisch erfüllt, 

ganz gleich, wie das Maß P aussicht. Um auch Aussagen über die 

Notwendigkeit von (D) machen zu können, zerlegen wir P in 

seinen atomlosen und strikt atomaren Anteil und finden 

Satz 3: Sei P = P1 + P2, wobei Px atomfrei und P2 strikt 

atomar, ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf (X, $) und B =j= {o} 

ein Banachraum, dann gilt: 
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(i) Falls P1 = o, so ist Satz 2 auch ohne die Voraussetzung von 

(D) richtig. 

(ii) Falls Px njs o und die Bedingung (D) verletzt ist, gibt es ein 

Maß ßo mit Werten in B, für welches die Äquivalcnzaussage von 

Satz 1 nicht zutrifft. 

Beweis: Man beachte, daß zum Beweis von Satz 2 die Voraus- 

setzung (D) nur benutzt wird, um aus der Totalstetigkeit von Q 

bezüglich P auf die Existenz einer Dichte / mit dQ = f dP zu 

schließen. 

Nun gilt : 

(i) bei strikt atomaren P mit den disjunkten P-Atomen A{ 

(i = 1,2,...) und für jedes Q mit Werten in B, welches bezüglich 

P totalstetig ist, liefert die Setzung f(x) : = Q(Ai)/P(Ai) auf At 

(i — 1,2,...) eine gesuchte Dichte, womit die erste Behauptung 

gezeigt ist. 

(ii) Im Fall Pxép o ist gemäß [2] die Bedingung (D) äquivalent 

mit der Existenz einer A-Dichte für jedes A-wertige, bezüglich P 

totalstetige Maß Q mit \Q\(X) < 00. Gilt (D) nicht, so gibt es 

also ein Maß Q1 mit Werten in B derart, daß 

(*) QX(K) — o für alle K G Ä mit P(JC) = o und löil(A') < 00, 

wozu jedoch keine A-Dichte existiert. 

Aus (*) folgt nun für das (nicht negative) Maß |Qx\ 

\Qx\(JC) = o für alle if£l mit P(K) = o und \Qx\(X) < 00, 

also nach dem Satz von Radon-Nikodym 

d\Ql\=f1dP, wobei fx > o gewählt werde. 

Mit Hilfe von fx zerlegen wir X = Zn, wo Zn : = {x : 

n — 1 < /1 < n) disjunkt, und bilden auf Ä die Maße 

Q\K) : = Qx(Za ^ K) für alle K £ S, « £ N. 

Es gilt £ Q” = Qx mit orthogonalen Q". Weil es für Qx keine 
n eN 

A-Dichte gibt, existiert mindestens ein Q"° — : Q0, das ebenfalls 
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keine P-Dichte besitzt. Die Bedingung (b) aus Satz l ist für Q0 

somit verletzt. 

Dagegen hat man für alle K £ $ mit P(K) > o 

\\Q0(K)\\<\Qom=\Qi\(Kr^ZJ= J fxdP. 
K o 

< J n0dP<nü-P(K), 
K ^\Z ng 

also mit unserer Summenkonvention 

nt tn 

rWQo^VIP^.y-1 < Z n*P(Kt) < „* = : 
« = 1 i = i 

was zeigt, daß die Bedingung (a) von Satz l erfüllt ist. Damit 

haben wir auch die zweite Behauptung von Satz 3 nachgewiesen. 

Herrn Dr. J. Batt, der uns bei der Abfassung dieser Arbeit durch 

kritische Bemerkungen sehr unterstützt hat, möchten wir an die- 

ser Stelle unseren besten Dank abstatten. 
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