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Holomorphe Vervollstindigung metrisierbarer
lokalkonvexer Riume

Von Martin Schottenloher in Miinchen

Vorgelegt von Karl Stein am 2. Mirz 1973

Einleitung: Nach einem Beispiel von Noverraz [6] gibt es
lokalkonvexe Riume £ iber € mit der Eigenschaft, dal3 sich
nicht jede analytische Funktion f: Z — C auf die Vervollstindi-
gung £ von E analytisch fortsetzen l48t. Stattdessen kann man
jedoch einen eindeutig bestimmten maximalen Untervektorraum
E,von E finden, derart, daB jede analytische Funktion f: Z — C
eine analytische Fortsetzung nach £g besitzt (vgl. Dineen [2]).
2, heibt die holomorphe Vervollstindigung (oder holomorph-
vollstindige Hiille) von E, und £ heillt folomorplh-vollstindig,
falls 2 = £, gilt. Ein Beispiel von Hirschowitz [4, S. 413]
zeigt, daf} nicht jeder normierte Raum holomorph-vollstindig ist.

In dieser Note werden cinige Eigenschaften der holomorphen
Vervollstindigung metrisierbarer Raume mit Hilfe von Methoden
aus [8] bewiesen. Insbesondere wird fiir metrisierbare lokal-
konvexe Riume £ und / gezeigt, dall jede analytische Abbil-
dung f: /£ — F eine analytische Fortsetzung fg: £4 — F be-
sitzt. Diese Aussage verallgemeinert Resultate von Hirscho-
witz 5, S.284] und Dineen [3]. AuBerdem wird EyX Fg =
(E X F)g fiir den metrisierbaren Fall bewiesen.

1. In diesem Abschnitt sollen zunéchst einige Definitionen und
bereits bekannte Ergebnisse iiber die holomorphe Vervollstin-
digung bereitgestellt werden.

£ und F seien lokalkonvexe Hausdorffriume tber dem Kor-
per C der komplexen Zahlen, und cs(Z) sei die Menge der steti-
gen Seminormen von £ nach R. Eine Abbildung P : E — F
heilt Lomogenes Polynom n-ten (n & N) Grades, wenn es eine
n-lineare Abbildung P: £" — F so gibt, daB P = P - A fiir die
Diagonalbildung 4, : £ © a > (a,a, ..., @) € E"gilt. Polynome
o-ten Grades sind die konstanten Abbildungen von £ nach .
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Mit P"(E, F) wird der Raum der homogenen Polynome #z-ten
Grades bezeichnet. Statt P(a) fur 2 & P"(Z, F)und ¢ & £ wird
auch P - a geschrieben. Ohne Mihe 148t sich zeigen:

1.1. Lemma: 1° Ein Polynom P & P*(E, F) ist genawn dann
stetig, wenn P in o & E stetig ist, und das ist gleichbedeutend
mit der folgenden Aussage: Fiir alle B E cs(F) existiert ein
« & cs(E) mit | P|*?: = sup {foP(a)|a € E und ala) < 1}
< 0.

2° Jedes stetige Polynom P & P*(E, F) besitzst eine stetige Fort-
setzung P © P*(E, I).

Fiir eine offene Menge U C £ und « € cs(%) ist die a-Rand-
distanz di;(x) eines Punktes x & U definiert durch

di(x): =sup{r|rE Rundx + e & U fir alle a € E, a(a)
< 7}. d%: U — R ist stetig, denn fir y € U, a(x —y) < d%(x)
gilt: | d5(x) — dg(y) | < alx — ).

1.2. Definition: Sei U C E offen. Eine Abbildung f: U — F
heil3t analytisch (oder holomorp#) in U, wenn es zu jedemx & U
eine Folge (d"f(x)) stetiger homogener Polynome &"f(x) & P”
(£, F)so gibt, daB fur alle 8 & cs(F) ein @ & cs(F) existiert mit

N

di(x)> 1und lim sup f(flx+a)— > - a"f(@)-a)=o.

N> afa)<1 =0

Jede analytische Abbildung f: U — F ist stetig. Genauer gilt:
Eine Abbildung f: U — F ist genau dann analytisch, wenn f ste-
tig ist, und wenn alle Restriktionen f |, ~,: E; ~ U — F fir
endlichdimensionale affine Teilrdume £, C Z analytisch sind [1].

Sei f: U — [ analytisch und seien x € U, e & £ _{o} mit
x4+ Aa & U fir alle 1 € C, | 2] < 1. Dann gilt aufgrund der
klassischen Cauchyschen Integralformel:

Zle"f@f) N Ll) f(x 4 £2it a) 2Tt gy

Fiurallee € Zundz & NistdaherZ7f: U S x—d"f(x)-a EF

analytisch. Ferner gibt es zu jedem x € U und f & cs{F) cin

o & cs(£) und ein » > o mit Z %ld”f(x)
70

Im Falle 7= C ist der a-Konvergansradius ¢f(x) von f im
Punktex € U (oc = cs(E)) definiert durch:

a, B 7" < oo,
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07 (x) : = sup [r |» € Rund 2 ' —nll— & f@rt < oo},
n20
wobel jetzt % @) Ea= sup[ n;ld” J@x) - a|lale < 1].

1.3. Lemma: Sez f: U — Canalytisch. Dann gilt :

1° Fiir alle x @ U gibt es o € cs (&) mit g} (x) > o.

2° Esist 0}(y) = 05 (x) — a(x —y) fiir alley € E mit e.(x—y)
< min {g(x), 45 (v)} und daher | 63(x) — g2(9) | < a(x — ).

Insbesondere ist of: U — R gleichmdfiig stetig in der von E in-
duzierten uniformen Struktur.

Beweis : 1° folgt unmittelbar aus dem Vorangehenden. 2° 148t
sich wie im normierten Fall beweisen [8].

Obwohl eine analytische Funktion auf £ sich im allgemeinen
nicht auf ganz Z analytisch fortsetzen 1iBt, wie in der Einleitung
erwihnt wurde, kann man zeigen:

1.4. Satz: [2]: Zu jeder analytischen Funktion f: E — C gibt es
ein E enthaltendes Gebiet 2, C E, das Existenzgebiet einer analy-
tischen Funktion f: Q,— C mit f |z = f ist.

Beweis : 2, wird folgendermafBen konstruiert: Die nach 1.3.2°
gleichmiBig stetige Funktion g% : £ — [0, co] hat eine eindeutig
bestimmte gleichmiBig stetige Fortsetzung 97 : £ — [0, o0]. Es
sei 2,:={y € £ | Es gibt « € cs(&) mit 3(y) > 0}. £, ist
offen als Vereinigung von offenen Mengen und zusammenhiin-
gend, da sich jeder Punkt y & £, mit einem Punkt der zusam-
menhingenden Menge Z C £, verbinden lit. Fiir jedes x € £
hat @” f(x) nach 1.1.2° eine stetige Fortsetzung 2" f(x) auf £.

Nach Definition von g} konvergiert f(x -+ a): = Z %— df(x) a
n=0
gleichmiBig fiir «(a) < ¢ < p3(¥), @ € £, und definiert daher
eine analytische Funktion £ 2, — C. £, ist Existenzgebiet von £,
da 97 = of = o auBerhalb Q, fiir alle « € cs(E) = cs (E) gilt.
Im folgenden sei H (U, F) der Vektorraum der analytischen
Abbildungen von U nach F versehen mit der Topologie der kom-
pakten Konvergenz. Statt H(U, C) wird auch H(U) geschrieben
(U und F wie in 1.2).

5*
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15. Satz [2]: Eg: = () {Q, | f € H(E)} ist ein Vektorraum
mit den folgenden Eigenschaften:

1° EC Ey und zu jeder Funktion f < H(E) existiert eine
Funktion g © H(Eg) mit g |z = f.

2° Sei E, ein Untervektorraum von E mit E C E, und der
Eigenschaft: Zujedem f © H(E) gibtes h @ H(E) mit k| = f.
Dann gilt E, C Eg.

Beweis: Fura € Eseif,: E D x> f(x —a) & C. Dann gilt
offenbar Q/aza—{- Q. Firéd € EgistaC b+ a4+ 2,=6+
Q,, also gilt £ C & + £, fir alle f € H (£). Daher ist f;: E
S v+ f(x — &) € C wohldefiniert und analytisch, und es folgt:
o= ({2, 1F€ HE) = (\ (2,17 € HE} =6+ (2,
|/ € H(E)} = 6+ E,. Deshalbist £y -+ Ey = Eg und analog
AE, — E, fir i € €~ {o}.

1° gilt nur mit g: = f| Zg (vgl. 1.4) und 2° ergibt sich aus
E; CQ, fir alle f € H(E).

2, Zur weiteren Beschreibung von Eigenschaften der holomor-
phen Vervollstindigung eines lokalkonvexen Raumes benétigen
wir die Begriffe der reguliren Klasse und der zulissigen Uber-
deckung [8).

2.1. Definition : Sei 2 ein Gebiet im lokalkonvexem Hausdorft-
raum Z£. Eine offene Uberdeckung B von 2 heifit zulissig,
wenn gilt:

1° Zu jedem U & B gibt es o E ¢cs(&), s E Ry und V&£ B
mit inf {d%(x) |x € U} > s und {y € £ | Es gibt x € U mit
alx—y) <s}CV.

20U v Ve Bfuralle U, V& B.

Fiir eine zulissige Uberdeckung ® von Qsei Ay : = {f € H
(@ [1/ly < oo fiir alle U & B}, wobei | £l : = sup {| (2]
| x &€ U}. Ag versehen mit der Topologie der gleichmdfigen Kon-
vergenz auf allen U & B ist eine vollstindige lokalkonvexe Al-
gebra. Ferner ist Ay eine ,,7egulire Klasse'* im folgenden Sinne:

2.2. Lemma: Fiir jede zuldssige Uberdeckung B von £ gilt:
1Pdife AgfurallefE Ag, n & Nund a & E.



Holomorphe Vervollstindigung metrisierbarer lokalkonvexer Riume 61

2° Zu jedem Punkt x € £ gibt es eine Seminorm a & cs(&)
mit: o (%) : = inf {o}(x) | f € Ag} > o (vgl. [8, 2.7]).

Sei w({2) das gerichtete System der zuldssigen und abzihl-
baren Uberdeckungen von 2. (8 < 8 genau dann, wenn 8 Ver-
feinerung von I ist.) Ag ist Fréchetalgebra, falls 8 € w(£Q).
Fiir metrisierbare Riume £ ist H(2) = | {dg | B € 0 (2)}.
Ist f & H(Q), so gehort eine geeignete Verfeinerung B von
({x € 2| /()| < n}|7n& N)zu w(2), so daB f € Agy. All-
gemein heilt £ ein w-Raum [2], wenn die Bedingung H (E) =
U {4z | B € o(&)} erfillt ist. Wie in [8, 3.7] 148t sich zeigen:

2.3. Lemma: Sei Q2 ein Gebiet des metrisierbaren lokalkonvexen
Raumes E. Dann ist H(2),: = lgzm 12)()1 Ay der zu H () asso-
(=X
ziterte bornologische Raum.

Ebenfalls tibertrdgt sich der folgende Satz vom Typ Cartan-
Thullen (vgl. {8, 4.7]):

24. Satz: Sei Q ein Gebiet im lokalkonvexen Hausdorffraum E
und sei W E w(82). Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1° Die Funktionen aus Ag lassen sick nicht simultan in ein Q2
echt umfassendes Gebiet analytisch fortsetzen (auch wenn nichi-
schlichte Gebiete zugelassen sind).

2° Es gilt fiir alle x € Q und alle « & cs(E): Aus dj(x) > o0
Jolgt d3(%) > o).

3° Zu jeder Folge (x,) aus 2 mit dg(x,) — o fiir alle o € cs(E)
gibt es eine Funktion f & Ay mit sup | f(x,) | = oo.

Von grundlegender Bedeutung ist der folgende Satz:

2.5. Satz: Sei E metrisierbar, B & w(E) und E, ein Unter-
raum von F. Sei QC E ein Gebiet mit E C Q, in das sich
Jedes f € Ag fortsetzen lfit : Fiir alle f © Ag existiert f © H(Q)
mit f |z = f. Dann gibt es eine suldssige Uberdeckung B € o (Q)
mit Ay = {f|f E Ag}, und die Restriktionsabbildung Ag S g
r> g g € Ag ist ein Isomorphismus von Fréchetriumen.

Beweis : Sei x € Q. Dannist : Ay D f— f(x) € C stetig.
Es gibt nimlich eine Folge (x,) aus £ mit x, — x, das bedeutet
2,(f) — 2 (f) fur alle f € Ag. Nach dem Satz von Banach-Stein-
haus [7, S. 86] ist & stetig, da natiirlich alle #, stetig sind. Also
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existieren eine Konstante € € R und ein U € B mit | 2(f)|
< C| fllp fur alle f & Ag. Diese Ungleichung gilt auch fiir alle
Potenzen von f; es kann deshalb € = 1 gesetzt werden. Wir
zeigen jetzt:

(1) Es gibt eine Umgebung W C £ von x und ein V & B,
so daB | 9(f) | < | flly fitr alle y € W und alle f € Ag.

Zu U gibt es zunichst «, s, V' wie in der Definition 2.1.1°
Aus 2.2.1° folgt | 2(22f) | <| & f|, fir a € E, und aus der

Cauchy-Integralformel ergibt sich “% d:f”u <[ £l fallsa(a) <

—a" f@|* < & fl, und daher

P =| 2 HaF@ - (r—»| < Fl fir y € B a(y—2)
n=0

R, 0 <R <s. Also gilt

n!

< R. Damit ist (1) bewiesen.

Nun sei (), <y €ine aufsteigende Folge von stetigen Semi-
normen auf £, die die Topologie von Z definiert. Fiir U/ & B
und 7z, £ & N sei V% (U) der offene Kern der Menge {x € 2 |
dg(x) >2"und | 9(f) | < || fly fiuralley € 2, o, (y —2) < 277,
und alle f € Ag}. Das System & aller endlichen Vereinigungen
solcher V% (U) ist wegen (1) eine offene Uberdeckung von 2. Aus
der Definition der VZ(U) ergibt sich weiter, daB B € w(£2) gilt.
Es bleibt Ag = {f| f € Ag} zu zeigen. Dazu sei f € Ay und
V*(U) &€ B. Offenbar gilt

©) 1/ 1ien 1/ o

Sei umgekehrt g & Ag und U & B. Es gibt «, 5, V' wie in
2.1.1° und es ist « < «, und 27" < s fiir geeignete #, £ & N.
Es folgt

(3) lglzle < "g"V:(U)’

also Ag = {f|f € Ag}. Die Restriktion Ag — Ay ist deshalb
bijektiv; daB sie offen und stetig ist, 148t sich aus (2) und (3) ab-
lesen.

Fiir eine zuldssige Uberdeckung 8 von Z ist o} wieder gleich-
mibig stetig; es gelten die entsprechenden Ungleichungen wie
in 1.3.2°. Also gibt es eine stetige Fortsetzung 6% : £ — R. Mit
Hilfe des letzten Satzes 1483t sich in Analogie zu 1.4 zeigen:
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2.6. Satz: Sei I metrisierbar und B & w(E). Dann ist das
Gebiet Qy C E, Oy 1 = {y € £ | Es gibt « € cs(&) mit p%(y)
> 0}, die maximale simultane analytische Forisetzung von Ag,

und es gilt Qg = () {2, | f € Ag}.

Beweis: Nach Definition von Qg gilt d3(x) > ef(x) (vgl.
1.3.2°) fiir x € 2, und mit B: = B (B wie in 2.5) folgt o = p%.
Die erste Aussage des Satzes ergibt sich nun aus 2.4.

Qe C () {2, | f € Ag} gilt unmittelbar. Zu x & Qg gibt
es eine Folge (x,) aus £ mit x, — x und daher nach 2.4 ein
gE Agmitsup |glx,) |=oc0.Mitf:=g |, E Agfolgt x & Q,,
alsox & () {2, | f € Ag}.

2.7. Korollar: £y = () {24 | B € w(£)}.

2.8. Korollar: Die Restriktion r: H(Eg), — H(E), ist ein
Isomorphismus von lokalkonvexen Rdumen.

Bewetrs : Offenbar ist » stetig. Zu B & w(E) gibt es nach 2.5
eine Uberdeckung B € w(£), so daB die Restriktion 4g — Ay
topologisch ist. Also ist Ay — Ag — H (Zy), und damit nach
2.3 auch »71 stetig.

2.9. Korollar: Fiir jede kompakte Menge ‘B C H (E) (kompakt
-1

in der Topologie der kompakten Konvergenz) ist v |,z 7
(B) — B topologisch.

Beweis : Das Korollar folgt unmittelbar aus 2.8 unter Berlick-
sichtigung der Tatsache, dall H(Z) fiir metrisierbare £ ein
Semi-Montelraum ist.

Zum Schluf3 dieses Abschnitts eine Charakterisierung der
holomorph-vollstindigen metrisierbaren Riume (vgl. [2]):

2.10. Satz: Die folgenden Aussagen sind fiir einen metrisier-
baren lokalkonvexen Raum E dquivalent .

1° E ist holomorph-vollstindig (i.e. E = Ey).

2° Zu jeder Cauchyfolge (x,) aus E ohne Haufungspunkt in E
gibt es eine analytische Funktion f: E — C mit sup | f(x,) |= oo.

3° Fiir jede prikompakte Menge K C E mit || f|x < oo fiir
alle fE H(E) gilt: K :={x& E| |fx)| <|flg fir alle
€ H(E)} ist kompakt in E.
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Beweis : 1° = 2°. Sei (x,) eine Folge aus £ mit x, — x € £\_
Egy. Dann gilt x & Qg flir ein B & w(&) (2.7). Also gibt es
nach 2.5 und 2.4 eine Funktion f € Ay mit sup |f(x,) | = co.

2° = 3°. K liegt in der abgeschlossenen konvexen Hiille von &
in Z, die kompakt ist. Wire X nicht kompakt, so gibe es eine
Folge (x,) aus K mit x, —x & £. Nach 2° gibt es dann eine
Funktion f € H(£) mit sup | f(x,) | = 00 <| f |x Widerspruch!

3°=1° Sei x € Ky Da E in Eg dicht liegt, gibt es eine
Folge (x,) aus £ mit x, »x. K: = {x, |n € N} erfiillt die
Voraussetzungen in 3° also ist X C £ kompakt, und es folgt
xEKCE.

3. Es werden jetzt vektorwertige analytische Abbildungen be-
trachtet.

3.1. Satz: Sei £ metrisierbar und F folgenvollstindig. Dann hat
jede analytische Abbildung f: E — F eine analytische Fort-
setzung f: Eg — F.

Beweis.: Sei zunidchst F vollstindig. Die Abbildung f*:
F) — H(E): v wf, ist stetig, wenn mit #, der Dualraum 7’
von & mit der Topologie der kompakten Konvergenz bezeichnet
wird. Fiir gleichstetige Mengen /7 C F ist folglich f*(#7) relativ-
kompakt und 7L f*(H)— r1(f*(H)) stetig nach 2.9. Jede
Auswertungsabbildung #: H(E,) D g—gx) € C, x € E,, ist
stetig. Zusammenfassend ist also £.771,f* |,: A — C fur alle
gleichstetigen Mengen A C F’ stetig. Aus dem Vollstindigkeits-
satz von Grothendieck [7, S. 148] folgt: 2,7 1. /*: &' — C ist
schwach stetig und bestimmt daher ein Element f(x) aus /.
Offenbar ist f: Eg D x> f(x) € F cine analytisches Fort-
setzung von f, der Satz ist also fiir vollstindige Riume /7 be-
wiesen. Sei jetzt £ folgenvollstindig und 7+ 7 — F die natiirliche
Inklusion. 7,f hat dann eine analytische Fortsetzung 75 f: 7, — F,
und es gilt 75 f(FE,) C £, da Z dicht in £ liegt.

Fir metrisierbare Bildrdume / kann der Fortsetzungssatz noch
folgendermalen verschirft werden:

3.2. Satz. Jede analytische Abbildung f:FE — I zwischen
metrisierbaren lokalkonvexen Réunien hat eine analytische Fort-
setzung foi Eg— Fo.
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Bewets: Nach 3.1 gibt es eine analytische Fortsetzung 75 /: £
— F von #if, wenn 7: F — F wieder die natiirliche Inklusion
bezeichnet. Sei x & Eg und (x,) eine Folge aus £ mit x, — x.
Wire 75 f(x) € Fg, so gibe es nach 2.10 eine analytische Funk-
tion g: Fg — € mit sup | goZof(x,) | = o0, und goiof € H(E)
lieBe sich nicht analytisch nach £ fortsetzen. Widerspruch! Also
ist i5f(E£g) C Fg fir jede analytische Abbildung f: £ — £,
woraus folgt, daB die Restriktion fg: £y — Fg von ¢5f analytisch
ist.

Eine weitere Anwendung von Satz 3.1 ergibt das folgende
Resultat:

3.3. Satz: Fir metrisierbare lokalkonvexe Riume E und F gilt
EgXFg= (EX F)g.

Beweis: (EX F)g C EgX FgliBt sich zeigen, ohne daBl von
der Metrisierbarkeit Gebrauch gemacht werden muf3: Sei
(a,8) & EgX Fg, etwaa & Egq Es gibt f € H(E) mit a g 2,
(1.5). Die triviale Fortsetzung fr EgX F D (x,3) — f(x) € C
erfilllt 2, = 2,% F, also ist (a,8) & (EXF)g, und (EXF)gC
Egx Fg ist bewiesen. Es bleibt nach 1.5 zu zeigen, daB sich jede
Funktion f & H(E X F) nach £ X Fg analytisch fortsetzen 140t.
Aus der Produktformel H(EXF)= H(E, H(F)) [9] ergibt
sich mit Hilfe von 3.1, da8 sich f zunichst zu einer analytischen
Funktion f; auf £4 X F fortsetzen 1dBt. f] 148t sich dann wegen
H(Egx F) = H(F, H(Ey)) auf EgX Fg analytisch fortsetzen.
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