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Restgliedentwicklungen Stieltjesscher Art fiir
asymptotische Darstellungen konfluenter hyper-
geometrischer Funktionen

Von Ludwig Neckermann in Wiirzburg

Vorgelegt von Herrn Hermann Schmidt am 7. Juni 1974

Die konfluente hypergeometrische Funktion
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(1) Yia,c x) =

(—%—(p<0=arcx<%—<p;—n<<p=arct<n)

(Tricomi [26], S.357), die von zwei komplexen Parametern
a=d Fdd"' c =y 42y (&, &, ¥, y € R) abhingt, ge
nligt der Funktionalrelation

(2) Yia, c,x) =« Y(ia—c+1,2—c¢, %)
([26], S. 67) und gestattet fir x —co in |arcx | < %1 bei

festen ¢ und ¢ die Poincarésche asymptotische Entwicklung

(3 Yia, e x) ~ _5/7 LA GO C il PR

v!
y=0

([26], S. 106) bzw. die asymptotische Darstellung

N—1

(1) Y (a, ¢, x) = Z (=) (i)y_v(!ll—c-i— 1)y X' Ry (x)
v=20

mit dem Rest

(s) Ry(x) = O@79).

Die Fille ¢ = —/4und (a—c + 1) = — % (1 +%,2EN), in

denen die asymptotische Entwicklung (3) abbricht, fihren auf
folgenden Zusammenhang mit Laguerreschen Polynomen:
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Y (— kot 1,%) = (— 1) A L9 ()

(6) (& C)
Y—rk o+ 1,2) = (—1) 2™ L9 (x).

Von den vielen weiteren, durch spezielle Wahl der Parameter zu
gewinnenden Sonderfillen von ¥(a, ¢, x) (vgl. z. B. Tafel in [28],
S. 510) seien hier nur zwei genannt, die fir die historische Ent-
wicklung der Theorie der Restgliedentwicklung bedeutsam sind,
ndmlich die unvollstindige Gammafunktion 2. Art

(7 I'le,x)=e*2*VY(,a+1,2)=e*¥(1—0,1—o,x) (« EC)
und das Exponentialintegral
(8) Eilx) = TI(0,x) = ¢ " ¥(1,1,2).

Abschitzungen des Fehlers (5) im Komplexen geben Olver
[16] (in der Whittakerschen Schreibweise) und Hille [8] fur

x—00 in |arcx | < _32_:1 durch Herleitung einer Integrodiffe-

rentialgleichung fir den Rest, Verfasser [12] durch direkte
Abschitzung der Integraldarstellung (12) nach einer Methode
von Whittaker-Watson [27], wo aber keine numerische
Schranken angegeben werden.

Der Fehlerbetrag kann demnach hier — wie auch ganz allge-
mein fiir asymptotische Darstellungen auf Grund einer Relation
des Typs (5) — bei festgehaltener Anzahl V der berlicksichtigten
Glieder (und im Komplexen: nach Auswahl eines geeigneten
Winkelraums der Zahlenebene), zwar flir |x| > X, unter eine
beliebige Schranke & > o heruntergedriickt werden, aber fir
|x| < X, ist damit nichts gewonnen. Man wird daher versuchen
bei gegebenem x durch passende Wahl von N = N(x) einc
moglichst gute Anndherung zu erzielen, wenn diese auch nicht
notwendig beliebig gut gemacht werden kann, wie es bei kon-
vergenten Reihen der Fall ist. Es liegt nahe, zu versuchen,
N(x) so zu wiihlen, dal} das letztberiicksichtigte Glied moglichst
kleinen Betrag hat, so dafl bei Uberschreitung desselben die Be-
trige wieder anwachsen; in vielen Fillen ist dann auch der Feh-
ler hochstens von diesem Betrag, oder er 1Bt sich mit seiner Hilfe
abschitzen; vielfach ist NV(x) = O(|x]|). (Mit der Existenz und



Restgliedentwicklungen Stieltjesscher Art 93

GroBe solcher Minimalglieder beschiftigt sich Pittnauer [18]).
Allgemein kommt man auf die Aufgabe, den Fehler R,(x) in
Abhingigkeit von beiden Verinderlichen x, NV (& N) zu studie-
ren; bei passender Kopplung zwischen diesen wird es dann um
das asymptotische Verhalten von R, (x) bzw. Ry(x(/V)) gehen.
Allgemeiner wird man dann einen geeigneten Grenziibergang
im Sinn von Herm. Schmidt [20] durchzufiihren haben, man
kommt zu asymptotischen Fragen bei Abhingigkeit von mehre-
ren Parametern, woflir die folgende Untersuchung ein Muster
ist.

Die Frage nach N = N(x) ist wohl zuerst von Stieltjes [24]
aufgeworfen, seither 6fters auf mehr heuristischem Wege be-
handelt worden, wie durch formale Summation der nicht bertick-
sichtigten Glieder der asymptotischen Entwicklung (Airey [1],
[2]), bzw. durch Weiterentwicklung solcher Reste, z. B. mit Hilfe
von miteinander gekoppelten (zum Teil nur niherungsweise er-
fillten) Differential- und Differenzengleichungen (Miller [11],
Slater [22], [23]) bzw. mittels formaler Entwicklung von Inte-
graldarstellungen nach ,,basic convergent factors’’, die bis auf
einen Faktor mit unvollstindigen Gammafunktionen 2. Art {iber-
einstimmen (Dingle [4], [5D-

Exakte Fehlerschranken fiir Restgliedentwicklungen finden
sich wohl erstmalig im Fall I'(e, 2) bei Rosser [19]. Neuhaus
[13], [14] kniipft an die Originalarbeit von Stieltjes [24] an,
bringt u. a. dort fehlende Beweise fiir den Fall des Exponential-
integrals und ordnet die Stieltjessche Restgliedentwicklungen in
die Theorie asymptotischer Potenzreihen mit beschrinkten Koef-
fizientenfunktionen (vgl. Herm. Schmidt [20]) ein; auch stellt
er, etwa im Fall £ (x), einen Zusammenhang zwischen den von
ihm gefundenen ,,Konvergenzfaktoren“ und denen von Airey
her. Auf eine im folgenden entscheidende Beziehung der Neu-
hausschen Konvergenzfaktoren zu Laguerreschen Polynomen
(vgl. z. B. (36)) und auf eine Verallgemeinerung auf unvollstin-
dige Gammafunktionen 2. Art fiir Re x — - oo in einem Parallel-
streifen zur reellen Achse machten Herm. Schmidt und Ver-
fasser [21] aufmerksam. In der vorliegenden Arbeit wird
ebenfalls von einer Integraldarstellung des Restes R, (x) ausge-
gangen, die hypergeometrische Funktion im Integranden von
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Ry(x) in (12) — analog zur Neuhausschen Entwicklung von
(1 + O um 1 —um ¢ = ¢ (|p| <a) weiterentwickelt und der
neu entstchende Rest D), (x¢'%) in (33) als dreifach iteriertes
Integral dargestellt, das schrittweise abgeschitzt werden kann.
Dieses Verfahren stellt eine Fortentwicklung des vom Verfas-
ser in [12] benutzten Beweisverfahrens dar und fihrt ohne die
bei asymptotischen Untersuchungen sonst meist tblichen Hilfs-
mittel, wie Laplacesche Methode, Watsonsches Lemma oder Sat-
telpunktsmethode, zum Ziel. Uber ¢ine genauere Untersuchung
von Laguerreschen Polynomen des Typs LY ™% (y) (vgl. Hilfs-
sdtze 3—-0) mit beschrinktem § oder { = {(y) = o(y) flr y — 00
gelangt man zur, oben schon erwihnten asymptotischen Unter-
suchung des Restes R (x) in Abhingigkeit von beiden Variablen
x und N, u. zw. bei komplexen Parameter @ und ¢ im Winkel-

raum |arcx| < i:r_ (vgl. Satz); die im Sazz auftretenden Ent-

wicklungskoeffizienten werden explizit dargestellt und asym-
ptotisch untersucht fir N — co (Hilfssatz 1).

Abschlielend sei hier noch erwihnt, daB bei formalen Reihen-
lésungen von Differentialgleichungen bzw. bei der asymptoti-
schen Untersuchung von Laplacetransformationen eine numeri-
sche Verbesserung fur den Rest R, (x) asymptotischer Potenz-
reihen dadurch erzielt werden kann, daf3 — entgegen der Stieltjes-
schen Auffassung — V festgehalten wird und weitere Koeffizien-
ten durch eine Minimalforderung bezlglich einer gecigneten
Norm modifiziert werden (Mainardus [10], Pittnauer [17],
Luke IT ([9]).

1. Konvergenzfaktor: Eine fiir die Herleitung von Restglied-
entwicklungen (in den nicht auf Laguerresche Polynome fiih-
renden Fillen: 1 —a & N, ¢ — a & N) geeignete Integral-
darstellung fir den Rest R, (x) in (4) gewinnen wir, indem wir
in den Integranden des Schleifenintegrals (1) die Taylorsche
Darstellung

N—1

(e = Y et

v!
y=10

+ (— Y@ —c+ Dy ry ()
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mit
(@) ry(t) =N fl (1 —o)" (1 2oyt N
0
=Fla—c+N+1,1;, N4 1;,— 8

einsetzen, wobei sich im Sonderfall ¢ = ¢ der unvollstindigen
Gammafunktion (7) die hypergeometrische Funktion ([9], I,
S. 57) auf

9" 7y () =+ 57

reduziert. Zur Gewinnung des Niherungspolynoms der rechten
Seite von (4) wird dabei auf die bekannte Integraldarstellung der
I'-funktion

(0%)
1

(0) T)x?=—rpt—x [ o7 lar (—bGN)

(e2mib—1)
et P

(—;—99 < arcx <%—(p;—n < @ = arct<n)
zurlickgegriffen. Aus Konvergenzgriinden wihlen wir
(11) N2y —da —1 und N >—d

Fiir den Rest &, (x) in (4) erhalten wir damit die Darstellung

)WV (g—
(12) Ry(x) = (—1) (‘;V! ¢+ an) L, [ %=1 ()]
(1—a&N)

rz<<p=arcz‘<:z)

(—%—(p <Y = arcx<%—¢p;
als Laplacetransformierte lings arc # = ¢.
Diese 14t sich nun vermoge

t=:1ud?

unter Benutzung von I' (¢ + N) = (@), I' (@) auch als Laplace-
transformierte lings arc 2 = o in die Form

(1) Ry(x) = ZVT@xlac b Dy (o ¢ iy

(2—9<t<Z—p—n<g<q)

7 Minchen AL, Sb. 1974
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umschreiben. Der Faktor Cy (x ¢'?) wird im Anschlu8 an Airey
([1D, [2]) — den zugrundeliegenden Sachverhalt nicht ganz
treffend kennzeichnend — ,,Konvergenzfaktor' genannt; er ist fir
z = z ¢'” durch

zat+ N

(13) Cyla): = T@i v Lt ry(ue®) (1 —a—NE&N)
in der rechten Halbebene Re z > o erklirt,

Da in Spezialfillen, z. B. beim Exponentialintegral, der Sattel-
N liegt und die Wahl V =

z
= [|2|] + const. sich als giinstig (lrvl'eist, liegt es nahe, auch im
Allgemeinfall (13) den Faktor 7,(x¢'?) im Integranden nach
Potenzen von (22 — 1) zu entwickeln. Dieses Verfahren wird dann
auch zu den gesuchten Restgliedentwicklungen fithren. Wegen
der Darstellung (9) von 7, (x ¢'%) als hypergeometrische Funk-
tion sind allerdings zuvor gewisse Hilfsuntersuchungen uber
hypergeometrische Funktionen vonnéten.

punkt des Integranden bei z =

2. Hilfsformeln iiber hypergeometrische Funktionen: Mit Hilfe der
Ableitungsformel fiir hypergeometrische Funktionen ([9], I,
S. 44) ergibt sich fiir 7 (« ¢’%) die Taylorsche Darstellung um
22 = 1 mit Integralrest

(14) ryd)=Fl@a—c+ N+ 1,1, N+ 1; —ud?) =

m—1

= Z A;A (a_c + 1, N, ‘P) g (1 _%>” + Qm(u e:‘w)
u=0

mit

(15) A,(a—c+1,N, @)=
==%WF(4—£+N+1+/M+#;N+1+u;—e”‘”)
und

(16)  gu(ne®) s = 2T Un giom (y_yym

1
JO—o)" ' Fla—c+ N4 1+ m 1+ m; N4+ 14+ m;
0

— % (1 + o [x—1])) do.
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Hierin ist wiederum ([9], I, S. 57)
(17) Fla—c+N+1+m1+m; N+ 1+ m;
— (1 —o+ ou) =

1
7(11\(’1-\7}-_32)117 6[ ,1"1(1——-1)”—1(1 —i—lew(l —o+ O'u))t_a_N—I_ma'l,

worin nach (11) ' — o' — N —1 —m < o ist.

In (17)ist nun firo <o < 1,0 <4 <1 und # > o stets

(18) T:=A0—oc-+ou)>o0
und
(19 (2 + refry et

- I1 + ,Cex'(pl'y’-—-a'—N—l—m e(a"—y") arc(l—}-'u’.‘p).

Da gleichmiBig fir alle T > o
l1 4 7% > 1 fiir |p| < Z und
|1 + 7’2 = (v + cos ¢)? + sinp >sin’p

fiir i;— < || <= ist, folgt fur den ersten Faktor der rechten

Seite von (19) wegen der Wahl von V > 9" — &' — 1 in (11) mit
m + 1 € N die Abschitzung

(20) e me| =
(3
SKy(p): = 1 (MS?)
SH54\@) =
ISiI’l (pr'—a'—N—]—-m (L:_ S |(P| < ﬂ)
gleichmiBig fiir alle 7 > o.

Fiir den zweiten Faktor der rechten Seite von (19) gilt offenbar
gleichmiBig fiir alle T > o die Abschitzung

L& =y are L4769 < K, (p): = Max {1, " —7%},
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Mit

(21) K (p): = K1 () Ky (9)

gilt dann nach (18) — (21) fur (17) die Abschitzung
(22)

|Fla—c+N+m+1,14+m;N+1+m;—"(1—o+ow)| <

N - m)l — -
< AinlrEmL f (- YTV A= K (),

mit der dann sofort aus (16) die fiir uns entscheidende Abschiit-
zung

e ‘ [{a—c+ N+ 1)m|

(23) lew () | S K@) "z |1 —#

folgt.

In diesem Zusammenhang sei hier noch wegen des spiter erfol-
genden Grenzibergangs /N — oo nidher auf das asymptotische
Verhalten der durch (13) erklirten Entwicklungskoeffizienten
A, (@a—c+ 1, N, ¢) flir N — co eingegangen. Aufgrund einer
Funktionalrelation fiir hypergeometrische Funktionen ([9], I
S. 67) gilt mit

ety

. .4 X ®
(24) ﬂ~~m;——2—(1+ztg?)
zunichst
(25) Fla—ec+N+1+p14+pu; N41+p;— ) =
:e’""(#'*-l)t?ﬁ,uﬁ-l]:(c_a’l _i—//HN'{— 1_*_[“;[9)
(|<P[<nbzw. Reﬂz_;_);

weiter gilt fiir die hypergeometrische Funktion rechts die Tay-
lorsche Darstellung mit Rest ([9], I, S. 233)

(26) F(ﬁ—a 1+,u'N+1-}—,u;ﬂ)=

C——a)x(l-i-/t)x " .
N—*—l—}-,u) 31 ﬂ +Sk<Nlﬂ)
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mit

(N4 I'c—a -+ k)
(27) SeWV; B2 = (N—l)"ul(ﬁ-—l)lf’ c—a) p

“"r‘“r"(l — T —Bro)l T Tt — o) dr do
00
(Re p =53 18] < o).
Hierfiir gilt, da lings Re f = — fiir |f] < co
|1 —fro| > — (glelchmaﬁlg fuiro<r<1,0<¢g<1)und
o< —(sg @) arc(1—fr0) < % ist, mit

(28) K* (¢): = Max {1, L) s ‘P}
fur 2 > o« — 9 die Abschitzung

(29)  |S,V; B Sl%%}i](* (@) | B2+

Fiir festes || < oo, d. h. |@| < &, stellt somit die hypergeome-
trische Reihe (26) als Funktion von N (& ) eine asymptotische
Entwicklung nach der Skala {y,(V)} mit y, (V) = (N + p -+ 1),
(% =o,1,2,...) dar, die durch Skalentransformation (vgl. [20])
leicht in eine solche nach Potenzen von N™! {ibergefiihrt wer-
den kann; wegen (29) ist es zweckmiBig,

(30) N =z |p]
zu wihlen. Fir festes || << 1,d. h. fir |g| <—23£, stellt {ibrigens

(26) sogar eine absolut und fiir groBe Werte von /V schnell kon-
vergierende Fakultitenreihe dar.

Als Zwischenergebnis halten wir fest

Hilfssatz 1: Die durch (15) erklirten Entwicklungskoeffizien-
ten A, (a—c -+ 1, N, @) lassen sich durch

: _ _le—ec+ N+ 1 ity 1
(JI) All(d £+11N1 (P> - (N_*_])‘" € i /3“*

Fle—a1r+p; N+14+m8)
e

mit ﬁ :m=_i'(l -1 Z.tg —(Z') (|(Pl < 75)
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darstellen. Das asympiotische Verhalten dieser Koeffizienten wird
fiir N — oo (bei festen B, n, a, ¢) mit Hilfe von (25)—(30) be-
schrieben.

Zusatz: Im Sonderfall der unvollstindigen Gammafunkiion
2. Art (vgl. (7) fiir a = ¢ = 1 — o) wird

(31) A, (1, N, @) = g ilrne gutd,
insbesondere
(31" A, (1, N,0)=27#"1

3. Herleitung einer Restgliedentwicklung fiir den Konvergenzfaktor
Cy(2): Setzen wir (14) —(15) in (13) ein, so erhalten wir fiir den
Konvergenzfaktor C,(z) die Darstellung

m—1

(52 Cve) =Ty & Aule—ck 1 Vg

L+ =1 (1 — ] + Dy (s) (Rez> o)
mit dem noch abzuschitzenden Rest
e+ a - )
(33) Dyn.®= ——z,,j_—jvylz [w*¥ 1o, (ue)],
die sich im Sonderfall @ = ¢ vereinfacht zu

m—1
zat+ N

(32/) CN (Z) — —_FWIV)_ 27 ei;up (1 + e,~q:)—u—1
u=0

L, [ =1 (1 — ] + Dy, (3).

Fiir die Laplaceintegrale in (32) ergibt sich mit Hilfe des binomi-
schen Satzes und mittels Benutzung der Integraldarstellung von
I" (6) =% (nach (10)) unter Beriicksichtigung von (3) und (6)

za+N

(34) Traiw L [+~ (1 — )] =

et j (—p)xlat Nwz—e—N—x

%!
=(—1)f Y (—p1—a—N—pu, —z)=
= plZF LTV (—z) (Re 2 > 0),
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also ein Zusammenhang mit gewissen Laguerreschen Polynomen,
die wir bald noch nidher untersuchen werden. Machen wir die

Substitution

(35) =57 = |x|F0H0

riickgingig, so erhalten wir fur (32) die Darstellung
m—1
(36) CNCUE“F):Zﬂ!A”(d—C—’[—I,N,(p)
p=0
AH IOV () 4 Dy (),
u. zw. nun im Winkelraum {(— ézf— <) — i:— —p<P=arcx <

4

?—tp(<37n);—n<<p<7r=.

Fiir arc x = ¢ mit |[#| < & erweist sich offenbar die Wahl
¢ = —¥ als zweckmiBig. Die Darstellung (36) geht dann tiber in

m—1

(36") Cy(x) = Z:)#!A;.(a—€+ LN, — )
y=
T LT VT (— |2 )+ Dy, ([ ) (] <.
Als nichstes schiitzen wir hier den Rest (33) ab.

Nach (33) ist

— o'’ arc s

a’ +N
D ()| S TPy ¢

| Ly ¥ ¥4 o, ()] ]| (Rez > o).
Ls set von nun an m stets gerade.

Wegen (23) ist dann

Ia'+Ng—<z"arcz K((p) ](a—»(; -+ N4 l)ml
[ T'(a+ V)] (N 1)m

Ly, 0¥t ¥ 11 —w)"]  (Rez>0);

|DN.m (Z)l S lz
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Hieraus ergibt sich mit Hilfe von (34) die Abschitzung

1Dy m (2] <K(‘P)l(a—C+N+ Om| (o + M)

m!(Rez)=" (ll{_il_z-) @ N arcs

Lsn_- o —N—m) <_ Re z) (Re g > O)

oder mittels (35) die Abschitzung

i K@) l(ea—c+ N4 1)m| I'(e/+ )
(B37) Dy < T Um [T@a+ )|

m! (|| cos (9 -+ @)™ (cos (& + ¢))~* ¥
e—a”(t?-i—‘?) L(m—o:'—N—m) (___le cOS (19 _{_ (p>)

(—l—gv<0<——~+¢,—n<<p<n)
Fir arc x = & mit |9 | < z folgt hieraus speziell wiederum durch
die Wahl ¢ = —9 die einfachere Abschitzung
' — &) [(a—ec+N+1)m|
(37) |DNm('xD| < (N+l)m m!
(o' + V) —m J(—a —N—m
|pu )| E2 L YT (— = ]) (2] <=).

AbschlieBend sei hier noch darauf aufmerksam gemacht, dal} es
flir numerische Zwecke manchmal nitzlich ist, den Quotienten in

(37) bzw. (37

P =B Nt i)
mit
B+ N, 14 da") = {1”“'”‘1 (1 — )™ du
wegen
1B + N, 1 +ia)| < 5y
und
TG = g

([28], S. 256) durch
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a+N| {shma' %
nal!

g I +N)
(38) < |5 a7

|Fle+M)| =

abzuschitzen.
Zusammenfassend ergibt sich

Hilfssatz 2: Der durch (13) definierie Konvergenzfakior
Cy (x &) (N € N) 1ft sich im Winkelraum

37 T . o 3n
l(——2—<)—-—2— <p<z9—arcx<2 <}>(< rl
—n<¢<n}

durch (36) als Linearkombination von x—* LE*=N =10 (—x ¢'7)
( =0,1,...,m—1) darstellen; die Giite der Approximation
ist bei geradem m durch (37) beschrieben.

4. Hilfssitze iiber Laguerresche Polynome L% —~")(y) mit b = b(y):
Die in der Entwicklung (36) des Konvergenzfaktors C, (x ¢'%)
auftretenden Laguerreschen Polynome des Typs Z%= (y)
(b€ C,yc C;m~+1E& N)besitzen nach (6) und (1) die Integral-
darstellung

(39) Lo () =

(9]
f AN U S L A 4

1
201

sie sind also Entwicklungskoeffizienten der erzeugenden Funk-
tion

) S8 = a4 = X LG (] <)

und hingen fiir ¥ > o und 4 > o mit den in der Statistik vor-
kommenden Poisson-Charlierschen Polynomen

P (6): = = (m!)% LE=m (4)
(vgl. z. B. Szegé [25]) zusammen.

Mittels logarithmischer Ableitung der erzeugenden Funktion (40)
nach z ergibt sich der (auch fiir numerische Zwecke niitzliche)

Hilfssatz 3: Die von y © C und b & C abhéngigen Laguerreschen
Polynome L= (y) geniigen der Rekursionsformel
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(41) (m 4+ LTV () = (b—y —m) LE~™ —
—y L3PV () (m=0)
mit den Anfangswerten
LYy =1, LIy =86 —y,
@) {2Z8790) = b—yr—s

6Ly =(—yP—20—9)—(+29)(6—y)+
+ 24, ....

Durch vollstindige Induktion nach dem Grad folgt aus (41) mit
(41") im Sonderfall § = y fiir L&~ () als Polynom in y

Hilfssatz 4

42) Grad L5~ () <[ 2],

(42") Grad LY P (y) =k (m = 2 k).
Far

(43) b=:y—¢

ergibt sich aus (40)
flt;y—C )=+ 4+t =
=fEGrny(+7¢

und hieraus durch Reithenmultiplikation die fiir die nachfolgen-
den Aussagen grundlegende Bezichung

(y—C(—m) ( ) C)m—u
(44) Ly ) = Z L) i

Aus (44) und Hilfssatz 4 zusammen folgt sofort

Hilfssatz 5: Fiir beschrdnkte § gilt fiir y — cO

(45) L~ (g = O(y[%])
und
(46) Y =0(LyG () (n=2k),

wu. zw. gleichmdfig in C.
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Im folgenden sei nun { = {(¥), und es werde mit Konstanten
o (0 <o <1)und M > o in einem Winkelraum /¥ der y-Ebene

(47) C=LMN=EW+in:=0()y ¢ nER)
gesetzt mit
o] <M (e =0)
(48) w(y)sofir|y| =y, (0<e<1)
w(y)=o0@)firy —co (o <p < 1)

Dann 148t sich (44) fir [¢| > 6 > o umschreiben in die Form

2g==m ) =y 3B 29 o)
(44") ™ p
oty [ ]|y F oo

&= ]) o

(m—u) l

Aufgrund von Hilfssatz 4 und den Voraussetzungen iiber die
Hilfsfunktion @ = w (¥) ist der Ausdruck in der geschweiften
Klammer fiir y ~ o0 in W beschrinkt, falls

L =lo»)y|=d>0

ist. Ferner gilt fir 1 <pu <wm —1

~E-BD oy =0) G-ciyem.
Dies und Hilfssatz 5 fihren auf

Hilfssatz 6: /7 der Bezeichnung von (47) und (48) gelten fiir
y—>ooyeWw):
Ly 2 (=00
(49) k (y—¢—24) (o ses _;—)
¥ = 0Ly 7)),
0 () (¢ =0)

(50) Lgy——c—ﬂz—l) ) =
241 () 0(}’b+e> (0<QS%)
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und

Gy LT =00 ol (5 <e<i)

Diese Wachstumsaussagen sind entscheidend fiir die nun folgende
Herleitung asymptotischer Entwicklungen fir den Konvergenz-
faktor Cy (x &%).

5. Asymptotische Entwicklungen fiir C, (x¢'?): Fiir die nachfol-
gende asymptotische Untersuchung ist es vorteilhaft, die Dar-
stellung (36) des Konvergenzfaktors Cy (x¢'?) bei geradem
m = 2 £ in die Form

k—1

(52) Cye™) =3 {em!d,,(a—c+1, N, g)a—™

x=0

Lg—%a—N—Qx) (__ xez‘tp) __!_

(24 1)V Ay, (@a—c+ 1, N, g a1
L(z—xi—xN—M_l) (—x)} + Dyoi (xe'?) =
£—1 ) )
= Bn(d:a_c_}"ly(p;jv)_xeug+'DN,2k<xew)
*=0
umzuschreiben; dabei bezeichnet in B, (a, a — ¢ - 1, ¢; N,
— x¢'%) das erste Argument den Parameter @ der Laguerreschen
Polynome und das zweite den Parameter (¢ — ¢ - 1) der Koeffi-
zienten 4 ,(@—c + 1, NV, ¢). Weiter setzen wir in der Restab-
schitzung (37) fir Dy ,, (xe'%)

(53) yi=—lrleos@ 4+ (j0]<2;
0+ ¢l <Z—s0<8<7),
(s4) Ni=—y+1*—a

wobel |(*| <[] und { = () die Forderungen (47), (48) er-
fallen soll.

Die Abschitzung (37) geht in dieser Bezeichnung mit einer ge-
eigneten von y, ¥ und @ unabhingigen Konstanten S, iiber in
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(55) | D, 0s (x| < Sy v 24| LG 5729 ()]
(W+W|é%—&yém<ﬂ,
da ja, wie die Ersetzung von { durch {* in (44") zeigt, die Aus-
sagen der Hilfssitze 5 und 6 auch fiir {* statt  gelten, wenn

[¢*] <] = |Z(»)|ist. Hiernach ist dann bei dem nachfolgend
beschriebenen Grenziibergang

0y [o<e<y)

(56) DN,M("”W) = 1
O (y2070% (4 (5))24) (? <o < 1),

wobei der Fall des Hilfssatzes 5 durch g = o miterfal3t wird.

Im folgenden wird nun fiir (x, V) — (00, 00) ein werallgemeiner-
ter Grengiibergang (vgl. Herm. Schmidt [20], S. 631, und N&-
beling [15]) in F X N, wo F die Riemannsche Fliche von
log x bezeichnet, beziiglich des Rasters

(57) R:={U,|0 >0}
in F' X N durchgefiihrt. Es sei
o) fiir || <=
N=lxl—aten o0 <2,

JT . . . s
3T it einem in lo| < & 2 wihien-

B) sur Erfassung von |9| < 2

den Parameter ¢ = @ (9)
N = |x|cos (& + ¢)—a-+ % |T*]| <[]

—Ztop<i<i_s—gplo<s<i),

wobei § den Forderungen (47), (48) geniigt und

E3 im Fall &)
— Y= ist,
lx | cos (0 + @) im Fall B)

dann ist

(57" Uy = {(|x]&?, N)| —y > a}.



108 Ludwig Neckermann

Ferner sei fiir y — — co eine Skala {D,(y)} vorgegeben durch
die Definition

v [o<e<d)

(58) D (y): = foe=0,1;2,:::)
yROmO (o) (5 <o < 1)

(56) besagt dann:

(59) Dy an(xe'®) = O (P, () beziiglich R.

Zusammen ergibt sich aus (52) und (59): Der Konvergenzfaktor
Cy(xe'®) gestattet beziiglich des Rasters R und der Skala
{D,(»)} die verallgemeinerte asymptotische Entwicklung (vgl.
Herm. Schmidt [20], van der Corput[4], Erdélyi — Wyman

(7D
(60) Cy(xe® ~ > B, (a,a—c 4 1,p; N,— x'%)
=0

(191 =larcx| < 2%, lp| <= |8+ 9l < 5 —5,
0o<s<Z (Fall §))
bzw.
60)  Culleh~ 3 B, @a—c+1,—0; ¥, —|=)
(|9] < =) (Fall ).

Im letzteren Fall gilt auch fir die Funktionen B, (2, a — ¢ - 1,
—&; N, —|x]) aufgrund der Hilfssitze 5 und 6 fiir |x|— co
eine zu (59) analoge Wachstumsaussage, nidmlich

(61) B,(a,a—c+ 1,— N, —|z]) = 0 (D, (—[x]).

Die asymptotische Entwicklung (60") geht somit speziell in eine
asymptotische Entwicklung mit beschrinkten Koeffizientenfunk-
tionen (vgl. Herm. Schmidt [20]) der Form

©2) Cyllxh~ 3 BE (@ a—c+ 1,— 05 N, —[]) By(—|x)
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mit
(63) B¥(a,a—c+1,—0; N,—|z|) =

= (@, (—|z))"' B, (e, a—c+ 1,—F; N,—|x)
itber, u. zw. beziiglich des durch (57) im Fall «) definierten
Rasters R und der durch (58) erklirten Skala {®, (—|x|)}.
Hierin 146t sich Gbrigens im Fallo << p < % wegen (42") und der

Hilfssitze 5 und 6, wenn der Koeffizient 4,, (¢ — ¢ 4 1, N, —%)
= o ist, mit einer geeigneten Konstanten M* auch eine Ab-
schitzung nach unten

o< M* < |B*(a,a—c+1,—9; N,—|x])|

angeben.

AbschlieBend sei hier noch darauf aufmerksam gemacht, dal
sich auf Grund der Funktionalrelation (2) neue asymptotische
Entwicklungen fiir den Konvergenzfaktor ergeben, die aus den
hier abgeleiteten (60) und (62) durch Ersetzung von & durch
(@ — ¢ 4 1) in den Laguerreschen Polynomen L{*=#—#
(—xe'%) und von (a— ¢ + 1) durch a in den Koeffizienten
A,(a— ¢+ 1, N, @) hervorgehen; diese sind demnach beziiglich
des Rasters R und der Skala {®, (3)} durch

(64) Cy(xe®) ~ Z B, (a—c+1,a ¢; N,—=x?)

(121 <2 |ﬁ+¢1<——a|¢|<no<a<)
und
(63) cN<|x1>~§;Bt<a—c+l,a,~ﬁ;N,—lx|>¢,‘<~lx|>
(18] < =)

gegeben. Auch sind dann in den jeweils zutreffenden Restab-
schitzungen, wie etwa in (37), e durch (¢ —¢ 4 1)und (¢ — ¢ -+ 1)
durch @ zu ersetzen.

Zusammenfassend haben wir als Ergebnis erhalten:

Satz: Der durch (12') fir |0| = |arc x| < ZX definierte
Konvergenzfaktor Cy (xe'%) (mit |9 + ¢| < 7 mm’ lp| < =)
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im Rest Ry (x) gestaltet beztiglich des durch (57) erklirten Grenz-
dibergangs und besiiglich der durch (58) gegebenen Skala die
asymptotischen Entwicklungen (60) und (62). Diese fiikren spe-
ziell im Fall |9 < m auf die asymptotischen Potenzreihen (62)
wund (65).

Zusatz: Fehlerabschitzungen fiir aus (60) bzw. (62) folgende
asymptotische Darstellungen k-ter Ordnung ergeben sickh aus (37)
zw. (37"); entsprechendes gilt fiir (64) bzw. (658) bei Lrsetzung
voir @ durch (a—c¢ + 1) itn den Laguerreschen Polynomen wnd
von (a— ¢ + 1) durch a in den kounstantern Faktoren von (37)
sw. (37'). N und x sind dabei passend durch eine der Bedingun-
gen (854) zu koppeln.

6. Bemerkungen: 1. Bei unserem Grenziibergang ist in der
Darstellung (12") des Restes R,,(x) nach dem soeben hergeleite-
ten Satz der Konvergenzfaktor C(xe'?) beschrinkt; weiter gilt
auf Grund der Stirlingschen Formel bei der Wahl NV =
|| (cos (& + @) + o(1)) fiir |x| — o in (54) fir den in (12')
auftretenden Faktor

(a)zv(a]—v!ﬁ+ 1)y 2tV = O +log(cos(0+w))11\’)

fiir NV — 0. Es ist also in diesem Fall

(66) Ry(x(V)) = O+ brlcon@ oMy
fur V — co; (60) ist numerisch brauchbar, sofern
67) o < 1 + log(cos(® + ¢)) <1
ist.

Der Vergleich von Q¢ 1 Hlelcos@®+al¥y (in (66)) unter der
Bedingung (67) bei unserem Grenziibergang mit O(x %7
(in (5)) bei festem AV fiir x — 00 zeigt den Vorteil gegeniiber der
Ausgangsentwicklung.

2. Die konfluenten hypergeometrischen Funktionen
yy = ¥P(a,¢c,x) und gy, =¢" ¥P(c—a,c,e %)

(mite = -+ 1 oder ¢ = — 1) sind linear unabhidngige Losungen
der Kummerschen Differentialgleichung
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xy" +(c—=x)y —ay =o0
bei beliebigen 2 und ¢; fiir die Kummersche Reihenlosung gilt

eani | e(a—c)mi [T
(a6 x) = ep(c_g) Y1t . T@ © y2 (1 —c&N).

Zur asymptotischen Untersuchung dieser in x ganzen Funktionen
11 (a, ¢, x) fir x — co in einer Vollumgebung von co (speziell
schon fur reelle x) mit unserer Methode ist offenbar die Kenntnis
von asymptotischen Darstellungen im obigen Satz in Winkelridu-

men |arcx | <27m+ 6 (o< 0 < -7;—) vonndten.
Ubrigens stellt der Rest R, (x) aus (4) eine partikulire Losung

der inhomogenen Kummerschen Differentialgleichung

2y F+(c—x)y —ay = <_1)N§?\),’fz,_)f+l)" x N

dar, hingt also mit einem Sonderfall der von Babister ([3],
S. 121 ff.) untersuchten Klasse von Lésungen inhomogener Kum-
merscher Differentialgleichungen zusammen.

3. Nach Fertigstellung der Arbeit ist das Buch von F. W. J.
Olver Uber ,, dsymptotics and Special Functions' (Acad. Press,
New York~London, 1974) erschienen, in dem er sich im letzten
Kapitel auch mit Restgliedentwicklungen im Fall des Exponen-
tialintegrals und der konfluenten hypergeometrischen Funktion
¥(a, ¢, x) bei reellena (> o)undcin |arc x| <n—3J (o< d < @)
befaBt, wobei er NV = |x| -— { mit beschrinktem ¢ wibhlt.
Abgeschen von diesen Einschrinkungen fiir «, ¢ ¢ und arcx
entspricht sein Verfahren zur Gewinnung von Restgliedentwick-
lungen fiir einen zu (13) verwandten Konvergenzfaktor metho-
disch anfangs dem hier benutzten. Bei Olver finden sich nicht
die flir die vorliegende asymptotische Untersuchung entscheiden-
den Zusammenhinge der Entwicklungskoeffizienten mit hyper-
geometrischen Funktionen und Laguerreschen Polynomen
LE=m(y) (samt der hier stets angegebenen expliziten numeri-
schen Fehlerabschitzungen) und die hier wichtige Untersuchung
von L= (y)im Fallé = 6(») =y + o(¥) (einschlieBlich der fiir
numerische Zwecke niitzlichen Rekursionsformel (41)). Statt

8 Munchen Ak, Sb. 1974
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dessen werden in diesem Zusammenhang auftretende Integrale
zumeist mit der Laplaceschen Methode bzw. dem Watsonschen
Lemma asymptotisch untersucht.
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