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Minimale Fortsetzungen additiver Funktionale 

Von Bernd Anger in Erlangen 

Vorgelegt von Herrn Prof. Dr. Otto Haupt am 25. 10. 1974 

Einleitung 

Andenaes [1] hat eine Version des Satzes von Hahn-Banach 

bewiesen, die vor allem in der Choquetschen Theorie interessante 

Anwendungen besitzt: Ist auf einem Vektorraum E ein sublinea- 

res Funktional p und auf einem Unterraum von E ein lineares 

j!>-majorisiertes Funktional / gegeben, so gibt es für jede Teil- 

menge 5 von E unter allen />-majorisierten linearen Fortsetzungen 

von f auf E eine solche, die auf S minimal ist. 

Hier soll nun gezeigt werden, daß ein Analogon dieses Satzes 

für prägeordnete Halbgruppen gilt. Dabei wird zugelassen, daß 

additive und subadditive Funktionale die Werte + 00 und — 00 

annehmen. 

Das Ergebnis enthält die von Aumann [4], Dinges [7], 

Kaufmann [9], Fuchssteiner [8] und Scheller [11] bewie- 

senen Varianten des Satzes von Hahn-Banach für Halbgruppen 

ebenso wie den Satz von Andenaes und einige Versionen des 

Satzes von Hahn-Banach für hypolineare Funktionale, wie sie 

von Ströhle [13] und in [2], [3] bewiesen wurden. 

Wie bei Simons [12] und Fuchssteiner [8] wird gezeigt, 

daß (in einer geeigneten Ordnung) minimale subadditive Funk- 

tionale additiv sind. Das entscheidende Hilfsmittel sind dabei die 

bereits in [2] eingeführten größten subadditiven Minoranten. 

Es scheint bemerkenswert, daß im Gegensatz zum Beweis des 

Satzes von Andenaes und des Hauptsatzes (1.8) in [2] der Satz 

von Hahn-Banach hier nicht benötigt wird, sondern vielmehr eine 

Konsequenz ist. 

Als Anwendung wird gezeigt, daß die Existenz des Äilovrandes 

und einige wichtige Ergebnisse der Choquetschen Theorie für 

Halbgruppen nach unten beschränkter nach unten halbstetiger 

Funktionen auf kompakten Räumen (vgl. etwa Boboc und 

München, Ak. Sb. 1975 
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Cornea [6]) einfache Folgerungen der hier bewiesenen Verallge- 

meinerung des Satzes von Hahn-Banach sind. 

1. Subadditive Funktionale 

Sei E eine (additiv geschriebene) kommutative Halbgruppe 

mit neutralem Element o. 

Eine Teilmenge von E, welche O enthält und bezüglich der in E 
definierten Addition eine Halbgruppe ist, wird als Unterhalb- 
gruppe von E bezeichnet. 

Sei < eine mit der Halbgruppenstruktur verträgliche Präord- 

nung auf E. 

Definition 1. Eine numerische Funktion p : P —» R auf einer 

Halbgruppe P C E heißt 

isoton, wenn x,y G P und x < y => p (x) < p (y) ; 

homogen, wenn a: £ P, n £ IV => p(nx) = np{x);x 

subadditiv, wenn o £ P => p (o) < o und wenn x, y Çz P, 

P(y)} =i= {+ oo, — oo} =>/>(* +y) <p(x) +p(y); 

additiv, wenn p und —p subadditiv sind. 

Bemerkung 1. (1) Für eine subadditive Funktion p auf einer 

Unterhalbgruppe P ist entweder p(p) — o oder p(p) — —oo 

(und dann p(P) C { + oo, —oo}). 

(2) Eine additive Funktion ist stets homogen. 

Ein Beispiel einer additiven Funktion p auf E = R wird durch 

p (o) = o, p (x) — — oo für x <io und p (x) — + oo für x^> o 
gegeben. 

Additive Funktionen sind also nicht notwendig reellwertig. 

(3) Aus Gründen der Beweisvereinfachung werden im folgen- 

den stets Halbgruppen in E betrachtet, die o enthalten. Im Hin- 

blick auf die Untersuchung isotoner, homogener oder subaddi- 

1 In B gelten die üblichen Rechenregeln; es sei o • (± °°) = o. 
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tiver Funktionale / ist dies keine Einschränkung der Allgemein- 

heit, da man stets eine Halbgruppe zu einer Unterhalbgruppe 

und p so erweitern kann, daß die Isotonie-, Homogenitäts- und 

Subadditivitätseigenschaften von / erhalten bleiben. 

Lemma 1. Seien J und K disjunkte Indexmengen mit nicht 
leerer Vereinigung I. Für i E I sei p{ ein subadditives Funktional 
auf einer Unterhalbgruppe Pi von E. Die numerische Funktion p, 
definiert auf E durch2 

pix) = inf f-i- Z PifUj) : n E N, Ix C I, Ix endlich, G P{ 
1 n i e /* 

mit pfxj) < °° (î G If), nx + Z xk< Z x\ 
kçiK c\ix je/cux )’ 

ist isoton, subadditiv und homogen. 

Beweis : Die Isotonie von p folgt sofort aus der Definition. 

Ferner ist p(p) < o wegen /, (o) < o für i G /• 

Um zu zeigen, daß für x, y G E mit 

{p(x),p(y)} =t= {+ oo, — oo} die Dreiecksungleichung 

P{x +ÿ) <P(x) +P(y) 

gilt, kann o. B. d. A. angenommen werden, daß/(;r),/(jy) <5 oo. 

Dann existieren n, m G IV und endliche Teilmengen Ix, I C. I 
sowie Elemente xi,yi G P{ mit pfxj), pfiyj < oo und 

nx + Z xk< Z xj> 
k^Krix j&jnix 

my F Z Vi < Z Vj- 
* e w n /„ 

Für i G Ix+y : = Ix^ Iy sei 

2- = 

mx{ + ny{, i G Ix r\ Iy 

mxi , i G lx \ Iy 

ny{ DE fi \ Ix. 

Dann ist z, E Pi und pfzj) < oo sowie 

2 2t = o, inf 0 = oo. 
0 
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also 

nm(x + y) + Z zt< Z zj> 
k£.KC\Ix + v j G/n /i+i/ 

P(* +y) < -Z- 2
1 AO,) < -77 Z P;(x;) 

: Ix + v ie/x 

1 
m Z Pi(yd 

i G I\j 

und damit p{x + y) p(x) F p(y). 

Die Homogenität von A läßt sich nun leicht einsehen. 

Bemerkung 2. (1) Lemma 1 verallgemeinert [2, (1.5)] (vgl. auch 

[3, (6.3)]) und findet sich in ähnlicher Form bei Scheller [10, 

Lemma I 3 und Definition I 6]. 

(2) Ist im vorangehenden Lemma die Indexmenge I endlich, so 

ist wegen p{ (o) < o (ig I) für x £ E 

p{x) = inf U- JT A-(A) : » e w, *,• G A mit A,•(*,•) < 00 0' G /). 
1” iE/ 

+ Z*k<Z X
J\- 

ier ye/ ) 

Definition 2. Die in Lemma 1 definierte Funktion A wird für 

_/, A =f= 0 mit Ay //\ pK und für Ff = 0 mit A\ p} bezeichnet. Wird 
j 

statt < die inverse Präordnung > zugrunde gelegt, so schreiben 

wir entsprechendpj AÄ-bzw. [\ pj. Ferner seipjx //\ . . ■ /A A/„ 

= /A Pj und pjx /A ... /A pjn /A pjx /A • ■ • /A Äü = 
;'e ln A.} 

AP,. jn) /A P{k, km}‘ 

Entsprechende Bezeichnungen werden bezüglich der inversen 

Präordnung eingeführt. 

Bemerkung 3. Sei (A)«e/ w^e in Lemma 1 gegeben, und sei E 

eine Gruppe. Definiert man für j £ J hj = pj und für k £ K hk 

auf — Pk durch hk(xk) — pa(— xk), so gilt offenbar /A h{ = 
»e/ 

= pj /A pp- Daher steht die in Definition 2 eingeführte Schreib- 

weise im Einklang mit der Bezeichnung hk = Äh ’n [2]. 

Lemma 2. Seien J undK disjunkte Indexmengen mit nicht leerer 

Vereinigung I. Für i £ / sei p{ ein subadditives Funktional aup 

einer Unterhalbgruppe P{ von E. 
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(1) Die Funktion pj //\ pK (K =j= 0) bzw. /f\ pj (.K — 0) ist das 
j £= / 

größte isotone homogene subadditive Funktional p auf E mit den 
Eigenschaften 

p\Pj < pjfür alle j G f und P /A PK 
= P für alle k G K. 

(2) ( /A Pj) /A CKTk)=Pj /A pP- 
jssj k^K 

(3) Folgende Aussagen sind äquivalent : 

(i) Pi ^ (P2. /A Pf) I P\- 

(ii) p2 < (px As ßf) I Pi- 

(4) Folgende Aussagen sind äquivalent : 

(i) o<A/AÄ(°)' 

(ii) —pfx 2) < pi(xf) für alle xx G P\, x2 G -A2 mit x2 < xx. 

(iü) —(p2 A\Ä) <A /A Pi- 

ff) Sei K =j= 0. Für jedes isotone additive Funktionalf auf E sind 
äquivalent : 

(i) — Pt Sf f \ Pk und f I Pj < Pj für alle j G /, k G K. 

(ü) - (( A\ Pf) A\ CKJß) <f < ( /A A) /A C7TO • 
k G K jGj jej kGK 

Beweis. (1) Nach Lemma 1 ist / — Pj /A Pp bzw. p = /A Pj 
J £/ 

isoton, subadditiv und homogen. Aus der Definition von p folgt 
für j G f nnd k G K sofort 

p\Pj< Pj und p IAjk<P 

sowie auf einfache Weise p <p/A Pk- 
Sei nun q ein isotones subadditives homogenes Funktional auf 

E mit 

q I Pj < Pj und q /A Pk = q für alley G /, k G K. 

Dann gilt für y G E und yk G Pk mit q(y + yk) < 00 und 

Pk(yk) < 00 

q(y) = 9 /A Pi(y) < q(y +yf) +Pk(yf)- 
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Für x EL E, n Çz N, jede endliche Teilmenge IXE I sowie Ele- 
mente X; E Pi mit pi(xi) < oo und 

nx + Z xk < X xj 
kç~KC\ix ye/n/, 

gilt daher 

nq{x) = ?(»*) < q(nx + 2" xt) + Z AW < 
^ £ üf n æçà’O/X 

<?( Z 
X

J) + Z Pk(*i)< Z q(xj) + Z Pi(.xk)< 
ye/n/, »ein/, ye/n/, ieA-n/. 

< Z Pj(xj) + Z Afe). 
ye/n/* ig^n/. 

also 

?(*) < ^ Z Pi Cxi) und 
somit

 ?(*) <A(Ä>- 

(2) Man sieht sofort ein, daß ( /A Ay) /A ( A\ A*) < Pj /A Äff 
j&J i:gA 

gilt. Die umgekehrte Ungleichung folgt aus (1) wegen 

Pj //\PK< /A PJ und (A7 /A ä?) /A ( A\ A j = Pj /A Äff • 
yey äSA 

(3) (i) =*” (ü). Sei ;r2 G A2 und o. B. d. A. A2OD) 00 sowie 
Ai A\ Pä(x^) < 00. Für alle n E Pf, xi G A, mit A ,(*,•) <C 00 und 

gilt 

Ä2O2) + (AI(M) + A3O3)) > “ Ai(*i) + tPi(nx<P) + 

+ As (*3)) > ~ (Pi(xi) +P2 /A AS(M)) > o 

und somit 

Pz(,x2) <Pi A\ A3 (^2)- 

(ii) => (i). Sei G Ai und o. B. d. A. p\{x\) on sowie 

A2 /A AS(M) <1 °°- Für alle n E Pf, x{ E P{ mit A ,(*,•) < 00 und 

< *2 + *3 gilt A1O1) + (A2 (^2) + As (*3)) > -jPzCxa) + 

+ ~ (Pi(”x1) +A3fe)) > -- (A2O2) +A AFS(
X

2)) > o 

und somit 

— AI(M) <A2 /A AB(*I)- 
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(4) (i) => (ü). Sei G P» x2 < x1 und o. B. d. A. pfxt) < 00. 
Dann ist O <p1 /f\ p2(°) 5~A(Ai) + A(A)> a^so 

■ P2 (Az) — A (xi) ■ 

(ii) => (iii). Wegen (ii) ist —p1 < (p2 A\ A) I P\< also 

— A (Pi /A A) I Pz — ((Pi IA A) /A (A A A)) I Pz 

nach (3) und (1) und folglich 

— (A /A K) <A A (A /A A) < A A\ A- 

(iii) => (i) wegen A A\ A(°) < °- 

(5) (i) => (ii). Sei qx = /A A und A = A\ Ai- Nach (0 gi!t 

ye/ ie-f 

f <q 1 und —/ < A- also nach (1) — A ^ / = / /A A und 

— A < — f = (—/) A\ A- Aus (3) folgt daher 

—/ < A A\ Aund — (—/) < A /A A> als0 — (A A\ A) </ < 

< A /A A- 

(ii) => (i) nach (1). 

2. Minimale Fortsetzungen 

Definition 3. P1 und Pz seien Unterhalbgruppen von E. 

P1 A P2 S(û d'e Unterhalbgruppe aller x EL E, für welche Ele- 

mente n G N, xx G Pi und x2 G P2 existieren mit nx + x2 < xx 

(vgl- [4], [7]). 
In Anlehnung an Definition 2 bezeichnen wir mit P1 /f\ P2 die 

Unterhalbgruppe (P1 + P2) /A {ÖJ- Entsprechende Bezeichnun- 

gen werden bezüglich der inversen Präordnung > eingeführt. 

Definition 4. Für jede Teilmenge A von E bezeichne <7-die auf 

RE durch die punktweise Ordnung auf T definierte Präordnung: 

p flTq bedeute p \ T < q \ T. 

Satz 1. Seien p bzw. q subadditive Funktionale auf Unterhalb- 

gruppen P bzw. Q von E, und sei f ein additives Funktional auf 
einer Unterhalbgruppe F von E mit 
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— (l A\ (— /)) < P /A /• 

(1) Für jede Teilmenge T von E besitzt die bzgl. F~T prägeord- 
nete Menge G aller isotonen additiven Fortsetzungen g von f 
auf E mit 

— q<g\Q und g I P <p 

ein minimales Element h. 

(2) Ist T’o C T und hat die von T0 in E erzeugte Unterhalbgruppe 

S0 die Eigenschaft, daß p0 : = — ({q A\ (—/)) A\ (p /A /)) | S0 

additiv ist, dann kann h überdies so gewählt werden, daß 

h(s) = inf {^(J) : g E G} = p0(s) für alle s E S0 

gilt. 

(3) Jede einpunktige Menge T0 C T besitzt die in (2) geforderte 
Eigenschaft. 

(4) Ist / reell und Pœ = {x E P- p(x) < 00}, Qx = 
= {y E Q '■ ç(ÿ) <3 00}, so gilt für jedes Element g E G: 

g((Qo° + F) A\ (Poo + F)) C ] — 00, 00] und 

g((p« + F) /A (G» + -À)) C [— 00, oo[. 

Insbesondere ist g reell, wenn f reell ist und 

E = ((0OO + F) A\ (Poe + Fj) O ((Poo + P) /A (000 + P))^P. 

Beweis, (i) Bezeichnet S — { tp. I endlich, t{ E T} KJ {0} 
»e/ 

die von T erzeugte Unterhalbgruppe in E, so ist h E G offenbar 

genau dann ein bzgl. <-T minimales Element von G (d. h. jedes 

g E G mit g I T < h | T stimmt mit h auf T überein), wenn h 
ein bzgl. minimales Element von G ist. Daher kann o. B.d.A. 

T = S angenommen werden. 

Für PE- = q A\ (-—/) und p3: =p /Ff gilt wegen —p2<p3 

und Lemma 1 nach Lemma 2 (4) 

— (P2 A\ Fa) (°) <Pa /A F(°) < °> also — (Pi A\ F)(o) = 0 

nach Lemma 1. Somit ist p0 für jede einpunktige Menge T0 nach 

Lemma 1 additiv auf S0, also (3) bewiesen. 
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(ii) Sei nun T0 eine beliebige Teilmenge von T = S mit dieser 

Eigenschaft, und seipx : = p0 //\ p3. Dann folgt aus der Definition 

von p0 für alle xx, x2 £ E mit x2 < xx sofort 

—A(*2) <PiCxi)- 

Nach Lemma 2 (4) ist dann 

Cp2 A Pi) ^p\ /A p2- 

(iii) Auf RE wird nun eine Ordnung < wie folgt eingeführt: 

u < v gelte genau dann, wenn entweder u | S < v \ S und 

u I 5 =)= v I S oder u \ S = v \ S und u < v gilt. (Aus u < v folgt 

stets u < v). 
Es soll nun gezeigt werden, daß die bzgl. -< geordnete Menge H 

aller isotonen, homogenen und subadditiven Funktionen h auf E 
mit 

CP2 A p\) < h < px /A P2 

ein minimales Element besitzt. 

Nach Lemma 1 ist px //\ p3 £ ff, also Ff =j= 0. 

Sei C^i)ie i e^ne Kette in Ff, U eine Unterhalbgruppe von E und 

Iy eine nicht leere Teilmenge von 7, für die {h{ : i £ ly) bzgl. <y 

total geordnet ist. Dann ist u : U —> R, definiert durch 

u(x) = inf h{(x) (x £ LT), 
i G IJJ 

subadditiv auf U, da u(p) < o und die Gültigkeit der Dreiecks- 

ungleichung wie folgt eingesehen werden kann: 

Seien ;r, y £ U und o. B. d. A. u(x) <C 00 sowie u{y) <C 00. 

Seien i, j £ ly mit h{(x) < 00 und hj(y) < 00. Ist etwa 

hi \ U < hj I U, so gilt A O') < hj{y) < co und 

u(x +y) < ht(x + y) < ht(x) + k-(ÿ) < h{(x) + hj(y), 

also 

u(x + y) < «(•*) + u{y). 
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Hieraus folgt, daß s : S —> R, definiert durch 

s(x) = inf h{(x) (x G 5), 
iE/ 

subadditiv auf 5 ist. 

Ist J — {j G I : hj I S = J} nicht leer und hj\ E —*R definiert 

durch 
hj(x) = inf hj(x) (x G E), 

j e/ 

so ist für i,j G J < hj oder hj < A,, also wegen h{ \ S = hj\S 

auch h( < hj oder hj < h{. Nach obigem ist dann hj subadditiv 

auf E. Ferner ist hj G H, da hj G H für alle j G /• Für i G / 

ist /z7 < /z,-, und für i G /\/ ist /z7 | 5 = ^ < h{ \ S sowie s E h{ | 5, 

also hj < h;. Daher ist A7 untere Schranke aller hi (i G /) in H, 

sofern J nicht leer ist. 

Sei nun angenommen, daß J leer ist. 

Wegen — J < (p2 A\ Pi) \ $ gib nach Lemma 2 (3) und Lemma 1 

für xv x2 E E mit x2 < xx 

~Pz(xz) < s /A AW < J /A Pi(.xi)- 

Nach Lemma 2 (4) ist daher 

— (Pz A\ Ä) < — O2 A\ (J /A A)) < 0 /A Al) !t\Jz<P\ /A Ää- 

Folglich ist h, : = (s /f\ px) /A P2 E H, und wegen /z7 \ S < s < 

< A,-1 5 und J =}= h{ \ S ist hr < h{ für alle i E /■ 

Nach dem Zornschen Lemma besitzt nunmehr H ein minimales 

Element h bzgl. der Ordnung <. 

(iv) Wir zeigen, daß h additiv ist. 

Wegen A2 A ÄI(°) < 0 und ^(°) ^ 0 gib A(o) = °- 

Daher genügt es zum Nachweis der Additivität von A, die Un- 

gleichung 

h (x) + h (y) < h (x + y) 

für alle x, y G E mit 

— co <f h(x), —co < h(y) und h(x Ey) <C co 

zu beweisen. 
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Sei t : = P2. A Pi- Dann ist — t < h, also gilt nach Lem- 
ma 2, (1) und (4) 

— t <—(jt A\ Ä) < h /A / < h < p1 //\f2 

und somit h //\ i G H. Wegen h //\ i < h gilt h f/\ i < h, 
also h = h H\ t wegen der Minimalität von h. 

Auf Ex : = {fix : n G A {o}} ist r : = — h | Ex ein addi- 
tives Funktional, da h{p) = o und h homogen ist. Wegen 
— r = h\Ex ■= (h H\t)\Ex gilt nach Lemma 2 (3) — h <r 

A\ t — t A\ r, also 

— t < h /A f und somit h /f\ r G H. 

Aus der Minimalität von h erhält man wieder h = h //\ r. 
Hieraus folgt die zu beweisende Ungleichung: 

h(y) < h(x-\-y) -f r(x) = h(x -f-y) — h{pc). 

(v) Nach Lemma 2 (1) gilt 

h I S0 < p0, h I P < p und h | F < / 

sowie wegen ^ < p^ 

P I -So — (.P2 A /*i) 1 ^0 — (P2 A ^3) I ^0 = A» 
— h I 0 < q und — h I F < —/, 

also h G G und Æ ] 50 = p0. 
Für g G G gilt nach Lemma 2 (1) g <^>3 und —</2> 

also nach Lemma 2, (2) und (5) 

Po — {p2 A P3) I •S'o S I A0 • 

Folglich ist 

h(s) = inf {g(s) : g G G} für alle s & S0. 

(vi) h ist ein minimales Element der bzgl. <s prägeordneten 
Menge G : Ist nämlich g Ei G und g \ S < h | F, so gilt 

Po — g I ^0 — h I ^0 = Po 1 
also 

— P2 <g <Po /A Po =Pl- 
3 München Ak. Sb. 1975 
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Nach Lemma 2 (2), (5) ist g G H. Die Annahme g \ S =(= h \ S 

impliziert den Widerspruch g < h. Hieraus folgt (1) und, wegen 

(v), auch Behauptung (2). 

(vi) Zum Beweis von (4) genügt es zu bemerken, daß nach 

Lemma 2 (5) G mit der Menge aller isotonen additiven Funktio- 

nale g auf E übereinstimmt, welche den Ungleichungen 

— (A A\K) <g <p3 /AN 

genügen. Dann nämlich ist 

Cöco + N A\ (PITF) = (ßoo A\ F) A\ OP«, /A F) = 

= {x G E : p2(x) <00} A\ {x G E : p3(x) < 00} = 
= {x E E : p2 A\ jhj(F) < 00} 

und ebenso 

(Aoc + A) /A (ßoc + A)1 = {* G E : /3 /A /20) < 00}. 

Bemerkung 4. (1) Ersetzt manp und q durch Familien subadditi- 

ver Funktionale, so ergibt sich eine Satz 1 entsprechende Aussage 

aus Lemma 2 (5). 

Auf diese Weise läßt sich aus Satz 1 auch ein Fortsetzungssatz 

für beliebige numerische Majoranten und Minoranten gewinnen :3 

Für beliebiges/» : E —<- R und x G E definiere man ein subaddi- 

tives Funktional px auf Ex = {nx :*£JVu {o}} durch px(y) = 

= inf {np(x): n G N VJ {o}, nx — yj. Dann ist px subadditiv 

auf der Unterhalbgruppe Ex, und px(x) < p(x). Sind nun p 

und q numerische Funktionen auf A, so ist gemäß Lemma 2(5) 

die Existenz einer isotonen additiven Fortsetzung g von / auf 

E mit — q < g < p äquivalent zur Existenz einer isotonen addi- 

tiven Fortsetzung g von /auf E mit 

— (( A\ qx) A\ ( /A Px)) <g<((/A Px) /A ( A\ qx)) • 
'Ef iEi x(=E iE E 

3 Für Vektorräume E und T = {0} wurde dieses Problem von Ströhlc [13] 
behandelt; die Methode haben wir bereits in [3, 6.5] beim Beweis des Satzes 
von Mazur-Orlicz ausgeführt. 
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(2) Für T = -j/o} folgt sofort: g £ G ist genau dann ein mini- 

males Element von G, wenn g(t0) = p0(t0) gilt. 

(3) Ist E eine Gruppe und / reellwertig, so ist jede der Bedin- 

gungen 

E = (ßoo + E) A\ {Poe + F) oder E = (Pœ + F) //\ (Qœ + F) 

hinreichend dafür, daß jedes g £ G reellwertig ist. 

(4) Ist E ein Vektorraum und ist eine der Schranken 

P /A / /A 1 /A (—/) oder q A\ (—/) A\ P A\ / 

R+-homogen und nimmt den Wert + 00 nicht an, so ist jedes 

g E G reellwertig (nach (iv) und Lemma 2 (2)) sowie i?-homo- 

gen, genügt also der Gleichung 

g(hx) = hg(x) für alle X £ JÎ, X £ E 

(dies folgt durch Approximation sofort aus der Gültigkeit obiger 

Gleichung für rationale A). 

(5) Die Voraussetzung 

— {9 A\ (—/)) <P /Af 

ist, wie der Beweis von Satz 1 zeigt, notwendig für die Existenz 

eines Elements in G und (nach Lemma 2, (2) und (3)) äquivalent 

mit der Forderung 

— q <{P /A / /A (—/)) I Q- 

Dies stellt den Zusammenhang mit Fortsetzungssätzen in [2, (2.4) 

(vgl. (2.1))] und [3, (3.4)] her. 

(6) Läßt man für die Schranken p und — q nicht nur reelle 

Werte zu, so kann man bereits auf Vektorräumen E selbst unter 

der Voraussetzung G r\ E* =)= 0 und p{T), q{T) C R nicht 

mehr die Existenz reeller bzgl. minimaler Fortsetzungen 

erwarten, wie wir in [2, (3.7) (1)] gezeigt haben. 

(7) Unter der Voraussetzung von Satz 1 besitzt G auch ein 

bzgl. <r maximales Element. Dies folgt sofort aus Satz 1 (1) 

durch Übergang von G zu — G und von < zur inversen Prä- 

ordnung > auf E. 



36 Bernd Anger 

Bemerkung 5. (1) Satz l enthält den Satz von Andenaesfl, theo- 

rem l] über die Existenz (S, p) - maximaler (d. h. für T — — S' 

bzgl. minimaler) Fortsetzungen eines linearen Funktionais f 
unterhalb eines sublinearen Funktionais / auf einem Vektorraum 

E, indem man als Präordnung die Gleichheitsrelation und für q 
das Nullfunktional auf Q : = {o} wählt. Dann ist die Voraus- 

setzung —■ (j A\ (—/)) /f\f äquivalent mit der Forderung 

/ <.p I F. Wie in Bemerkung 4 (4) folgt aus der Jî+-Homogenitât 

des reellen sublinearen Funktionais p auf E die Finearität der 

A-minimalen Fortsetzung. 

(2) Für den Spezialfall 

E — ((6 + F) A\ (PTÊ)) r, ((/> + F) ZA (ß+P)), 

reguläre Präordnungen < und reellwertige p und q findet sich 

die Aussage (1) von Satz 1 bei Scheller [11, Satz III. 3 und 2) 

S. 28/29]. 

(3) Satz 1 enthält für den Fall T = Q — {0} und q = o be- 

kannte Fortsetzungssätze: Fuchssteiners Corollary 1.3 in [8] 

ergibt sich aus dem ersten Teil der Behauptung von Satz 1. Wählt 

man für p ein reelles subadditives Funktional, so erhält man 

Dinges’ Theorem [7, 5.5] und, für P = E, den Satz 2 von 

Aumannjq.] sowie Theorem 2 von Kranz [10]. 

Man hat dabei nur zu beachten, daß die Voraussetzung 

— (3 A (— /)) p /A / auch notwendig (vgl. Bemerkung 4(5)) 
und überdies äquivalent mit der Forderung ist, daß für alle 

*1 G p, X2 £ Q, yv y2 £ E mit p(xj), q{x2),f{yP), —f{y2) < 00 

und x2 + y2 
x\ + y 1 stets 

+/(Ta) <P(
X 1) +/(w) 

gilt. Diese Voraussetzung ist in den genannten Sätzen erfüllt. 

Auch Satz 3 von Au mann [4] über die Fortsetzbarkeit reeller 

isotoner additiver Funktionale von einer Unterhalbgruppe F zu 

reellen isotonen additiven Funktionalen auf die sog. Vergleicher- 

halbgruppe V{F) folgt sofort aus Satz 1, indem man 

T = P = Q = {0} und p = q = o 
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wählt. Die Menge V(F) aller x EL F, für die Elemente n E N, 

xv x2 E F existieren mit 

x1 < nx und # < x2, 

ist nämlich eine Unterhalbgruppe von(A A F) (F //\ F). Wie 

bereits Fuchssteiner [8] bemerkt hat, ist die Regularitäts- 

forderung an die Ordnung in Aumanns’ und Dinges’ Sätzen 

überflüssig. 

(4) Satz 1 (1) liefert für den Fall P = Q = E, F = T = {0} 

die Existenzsätze von Kaufmann [9] und Kranz [10, theorem 1] 

sowie deren Übertragung auf geordnete Halbgruppen von 

Fuchssteiner [8, theorem 1]. Für P = E, F = T = {0} und 

additives q erhält man Fuchssteiners Corollary 1.1 aus [8]. Die 

zusätzlichen Endlichkeitsvoraussetzungen in den genannten 

Sätzen sind überflüssig. 

(5) Ist E ein Vektorraum, so ergeben sich aus Satz 1 die Sand- 

wichsätze [3, 2.2] und (sofern < die Gleichheitsrelation ist) 

[2, 1.9]. In diesem letzten Fall ist 

{x E Fp(x) < °o} /A {y E Q : q(y) < 00} = 

= {x E P : pix) < 00} — {y E Q- g(y) < 00}. 

Satz 1 enthält daher auch ein kürzlich von Ströhle [13, 2.2.2] 

bewiesenes Resultat (vgl. Bemerkung 4 (3)). 

Auch die Kennzeichnung der Eindeutigkeit (S, ^-maximaler 

Fortsetzungen bei Andenaes [1, theorem 2] läßt sich auf die hier 

vorliegende Situation übertragen. Mit den Bezeichnungen von 

Satz 1 gilt: 

Korollar 1. Sei T eine Unterhalbgruppe von E. Die minimalen 

Elemente der bzgl. <C.Tprägeordneten Menge G stimmen auf Tge- 

nau dann überein, wenn (q j\ ( — /)) A (F H\ f) auf T additiv 

ist. 

Beweis. Sei T0 = T und^0 wie in Satz i definiert. Ist p0 addi- 

tiv, so gibt es nach Satz i ein h E G mit h | T < g | T für alle 

g E G. 
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Daher stimmt jedes bzgl. <.T minimale Element von G mit h 

auf T überein. 

Die Umkehrung folgt wie bei Andenaes: Nach Satz 1 existiert 

zu jedem t G T ein bzgl. minimales Element ht G G mit 

ht(£) = p0(t). Sind nun tx, t2 G Tso gewählt, daß {/0(T)J A(A)} 4= 

=j= {+00, —00}, so ist für i— 1,2 nach Voraussetzung 

K + ufa) = Äi,(0 = A(0. also 

+ *2) = hh + ti(t 1 + /2) = htt + tJJ 1) + + 2) = 
= AOu) + A(^)- 

Wegen _^0(o) = o ist/0 additiv auf T. 

3. Anwendungen 

Im folgenden sei V ein kompakter Hausdorff-Raum und E die 

bezüglich der punktweisen Ordnung < auf X geordnete Halb- 

gruppe aller nach unten beschränkten nach unten halbstetigen 

Funktionen auf X. Als Anwendung soll nun gezeigt werden, daß 

für Teilmengen S von E mit S -f S C S die Existenz und 

Kennzeichnung S-minimaler gefegter Maße, die Existenz des 

Silovrandes und eine Charakterisierung der Eindeutigkeit S-mi- 

nimaler gefegter Maße einfache Konsequenzen von Satz 1 bzw. 

Korollar 1 sind. 

Die Menge M+ÇX) aller positiven Radonmaße auf X stimmt 

bekanntlich mit der Menge aller reellen isotonen additiven Funk- 

tionale auf dem Vektorraum C(X) der stetigen reellen Funktio- 

nen auf X überein. 

Für n G M+(Ar) ist das äußere Maß fi*, definiert auf E durch 

/i* (e) = sup {(«(A) : h G C(X), h < e}, 

eine isotone additive Fortsetzung von /z auf E. Wir sagen, daß 

zwei Maße fi und v auf S übereinstimmen, wenn fi* | S = v* | S 

gilt. 

Sei A eine abgeschlossene Teilmenge von X, /.i G M+(X) und 

u eine numerische Funktion auf X. Dann sei 

jjß(u) = inf {/u*(h) : h G E, nh G S {0} 
für ein n G IV, h \ A > u \ A }. 



Minimale Fortsetzungen additiver Funktionale 39 

fi wird von A getragen, wenn fi*( lX\A) = O ist 

(dabei bezeichnet IX\A die Indikatorfunktion der Menge X\A). 

Seien fi, v (F M+(X). v heißt gefegtes Maß von fi (bzgl. S), 
wenn v* | 5 < ft* | S ist. 

ft Çz M C M+(X) heißt in M S-minimal, wenn v* | 5 = fi* \ S 
für jedes gefegte Maß v G M von fi gilt, fi G M+(W) heißt 

S-minimal, wenn fi in M+(X) S-minimal ist. 

Satz 2. Sei A eine abgeschlossen Teilmenge von X und fi G M+(X) 

ein Maß auf X mit den Eigenschaften : 

(i) Es existiert ein s G S mit s(x) o für alle x G A und 
fi* (s) < oo. 

(ii) Für jede Funktion s G S mit s | A > o gilt [i* (s) > o. 

Dann existiert für jedes t G — S sin in der Menge M aller von A 
getragenen Maße S-minimales gefegtes Maß y von fi mit 

— y*(— t) = fiA(f). 

Genau dann stimmen je zwei in M S-minimale gefegte Maße von 
fi auf S überein, wenn fiA auf— 5 additiv ist. 

Beweis. (i) Da A abgeschlossen ist, liegt a : = iX\A in E. 
Wählt man in Satz l für q das Nullfunktional auf Q = {o}, für / 

das Nullfunktional auf F : = \ina : m G IV w {o}}, für P die 

Unterhalbgruppe S w {o} und für p die Restriktion von fi* 
auf P, so folgt aus a \ A — o und der Bedingung (ii) sofort 

— {q A\ (—/)) <p /A ß 

(2) Sei G die Menge der isotonen additiven Fortsetzungen von 

f auf E, die von p auf P majorisiert werden. 

Nach (i) ist für Pœ = {h G P : pßi) <C °°} 

C(X) C {e G E: es existieren s2 G Pœ, ax, a2 G F mit 

— s1—a1<e<s2 + a2}C(F A\ (P^+Fj) r> fPœ + F) /A F). 

Nach Satz 1 (4) ist daher für^ G G die Restriktion y : = g\C{X) 
reellwertig, also y G M+(X). Nach Definition ist y* < g, ins- 

besondere also y* I P <L p und 
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o < y*(a) < g(a) = f(a) — o, also y* | F = /. 

Folglich ist y G -W und y* G G. 

(3) Ist ^ ein bzgl. <y> minimales Element von G, so ist 
y : = g I C(X) ein in M S -minimales Maß mit y* | S = ^ ] S, 
denn für jedes »EM mit v* | S < y* | S ist v* G G und v* \ P <. 
<.y* I P < g I P, also v* I P = y* I P = g I P. 

(4) Für t G —S gilt 

(-/) A\ P A\ /(— t) = 

= inf |-i- : n N, k EL P, a2 (E. F, —nt -f- h + > «2J 

= ^(0. 

da a I =0 und die Funktionen aus E nach unten beschränkt 
sind. 

(5) Nach (1) und Satz 1 existiert zu t G — S ein in der durch 

<p prägeordneten Menge G minimales Element g G G mit 

<?(— 0 = — [(— /) A\ P A\ /](— 0 (vgl. Lemma 2 (i), (2)). 

Nach (3) ist y— g \C(X) ein in M 5-minimales Maß mit 
y* I S = g \ S < g,* I 5. 

Nach (4) ist 
t) = 

(6) Für jedes in M S-minimale gefegte Maß v von g ist v* ein 
bzgl. <P minimales Element von G: Sei nämlich g G G und 

g I F < v* I P. Nach (2) ist y : = g | C(W) G Af und y* \ S < 
< g I S < v* I S, also y* | S = v* | S und damit g | P = v* | P. 

(7) Nach (ii) ist jÀA (o) = o. Folglich ist nach (4) p,A genau dann 

additiv auf — S, wenn (—/) A P A / auf P additiv ist. 
Wegen Lemma 2 (1), (2) ist dies nach Korollar 1 gleichbedeu- 

tend mit der Eigenschaft, daß je zwei bzgl. <P minimale Ele- 
mente von G auf P übereinstimmen. Dies bedeutet aber nach (3) 
und (6) gerade, daß je zwei in M S-minimale gefegte Maße von 
H auf S übereinstimmen. 
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Bemerkung 6. (1) Ist S C C'(V), so folgt der Beweis von Satz 2 

unmittelbar, indem man Satz 1 und Korollar 1 auf C(X) statt 

auf E anwendet. 

(2) Ist S punktetrennend, so folgt die Existenz des Silovrandes 

für S sofort aus folgendem in Satz 2 enthaltenen Resultat (vgl. 

[5, Satz 2]): Zu jedem Maß, das die Eigenschaft (i) von Satz 2 

besitzt, und zu jedem abgeschlossenen Rand A für S existiert 

ein von A getragenes gefegtes Maß. 

Aus Satz 2 erhält man nun leicht die folgenden von Boboc und 

Cornea bewiesenen Resultate ([6], theorem 1.1, 1.3, 1.2): 

Korollar 2. (Boboc - Cornea) Sei A eine abgeschlossene Teil- 

menge von X und fx G M+(X) ein Maß, das die Eigenschaft (i) 

undfür welches jedes gef egte Maß die Eigenschaft ( ii) von Satz 2 

besitzt. Dann gilt : 

(1) Es existiert ein von A getragenes S-minimales gefegtes Maß 

von fx. 

(2) Genau dann stimmen je zwei S-minimale gefegte Maße von 

g auf S überein, weyin fxA auf— S additiv ist. 

(3) /x ist genau dann S-minimal, wenn — /x*(—t) = jxA (f) 

für alle / C — S gilt. 

Beweis. Jedes gefegte Maß von /x erfüllt die Voraussetzungen 

(i) und (ii) von Satz 2. Sei M die Menge der von A getragenen 

Maße. 

(0) Die von A getragenen S-minimalen gefegten Maße von /x 

stimmen mit den von A getragenen in M S-minimalen gefegten 

Maßen von /< überein. Sei nämlich y G M in M S-minimal und 

y* I S < /x* I S. 1st v G M+(X) und v* | S < y* | S, so ist v ein 

gefegtes Maß von [x, besitzt also nach Satz 2 ein von A getragenes 

gefegtes Maß a. Wegen er G M und a* | S < v* | S < y* | S 

gilt er* I S = y* I S, also v* \ S = y* | S. Folglich ist y S-mini- 

mal. Die Umkehrung ist trivial. 

(1) folgt unmittelbar aus (o) und Satz 2. 

(2) Zu jedem S-minimalen gefegten Maß v von [x existiert nach 

Satz 2 und (o) ein S-minimales von A getragenes gefegtes Maß y. 

Aus y* I S — v* I S und Satz 2 folgt dann die Behauptung. 
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(3) Die Bedingung — /u*(—t) = ßA(t) für alle t (E — S ist nach 

Satz 2 offenbar notwendig für die S-Minimalität von ji. Wie bei 

Boboc und Cornea [6] sieht man ein, daß sie auch hinreichend ist : 

Für jedes gefegte Maß v von /u und jedes — S gilt wegen der 

Eigenschaft (ii) für v, daß —v*(—i) < vA(t) und somit 

— ju*(—-1) < — v*(— t) < vA(t) < fiA(f) = —- /LI*(— t), also 
v* j S = fx* I S gilt. 
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