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Topologische Garben
Von Klaus Wolffhardt in Miinchen

In der klassischen Garbentheorie versteht man unter einer
Prigarbe von Mengen {iber einem topologischen Raum X einen
kontravarianten Funktor von der Kategorie der offenen Mengen
in X in die der Mengen [3]. Man definiert einen Funktor von der
Kategorie der Prigarben von Mengen iiber X in die der topo-
logischen Rdume tiber X, der jeder Prdgarbe ihren Totalraum,
den Raum ihrer Keime, zuordnet. Es gibt einen dazu rechtsad-
jungierten Funktor, der jedem Raum ¥ iber X die Pragarbe der
Schnitte in ¥ zuordnet. ¥ ist genau dann zum Totalraum dieser
Pridgarbe natiirlich homéomorph, wenn ¥ lokal topologisch tiber
X liegt; und eine Prdgarbe iiber X ist genau dann eine Garbe,
wenn sie zur Prigarbe der Schnitte in threm Totalraum natlirlich
isomorph ist. Insbesondere erhilt man eine Aquivalenz der Kate-
gorie der Garben von Mengen tber X und der Kategorie der
iiber X lokal topologischen Ridume.

Diese Ergebnisse lassen sich vollstindig auf Pridgarben und
Garben mit Werten in einer algebraischen Kategorie tibertragen
(z. B. auf Prigarben von Ringen, Gruppen oder Vektorriumen).
Schwieriger ist der Fallder Pragarbenmit Werten in topologischen
Réumen, mit dem wir uns hier beschiftigen. Adjungierte Funk-
toren ,, Totalraum‘ und ,,Prigarbe der Schnitte®* werden dhnlich
wie im klassischen Fall erkldrt. Auf der Menge aller Keime einer
Pragarbe und auf der aller Schnitte in einem topologischen Raum
Uber einer offenen Menge in X werden dabei Topologien definiert,
die in der klassischen Garbentheorie nicht betrachtet werden.
Unsere Topologie auf dem Totalraum einer Prigarbe von topolo-
gischen Riumen ist grober als die klassische; sie induziert auf
jedem Halm eben die Topologie, die er als direkter Limes besitzt.

Entscheidend fur die Brauchbarkeit dieser Begriffe sind die
Fragen:

1. Welche topologischen Rdume iiber X sind zum Totalraum der
Prigarbe ihrer Schnitte natiirlich homdomorph ?



128 Klaus Wolffhardt

2. Welche topologischen Prigarben tber X sind topologische
Garben, d. h. zur Prigarbe der Schnitte in ihrem Totalraum
natiirlich isomorph?

Zu Frage 1: Die Schnittflichen in einem solchen Raum miissen
— wie im klassischen Fall — die Basis einer Topologie des Raums
bilden; doch darf die gegebene Topologie echt grober als diese
sein.

Zu Frage 2: Alle topologischen Garben sind im Sinne von
Grothendieck [5] Garben mit Werten in der Kategorie der topolo-
gischen Riume. Eine topologische Garbe mul} aber zusitzliche
Bedingungen erfiillen, die u. a. sicherstellen, dal die Halme
gentigend feine Topologien besitzen.

Beispiele topologischer Garben sind die analytischen Garben
auf einem komplexen Raum X mit ihrer ,,natirlichen Topologie®,
die wir hier definieren. Die bekannte ,kanonische Topologie*
[1, S. 203] des Schnittraums tiber einem im unendlichen abzihl-
baren offenen Teil von X kann aus der natiirlichen Topologie ab-
geleitet werden als die feinste, in der dieselben Folgen konver-
gieren.

Offen bleiben hier genug Fragen. So wiren weitere Klassen
von topologischen Garben und eine Charakterisierung ihrer
Totalrdume interessant, oder die Struktur von Schnittriumen
analytischer Garben als Vektorrdumen mit der natiirlichen To-
pologie. Weiter ergibt sich die Aufgabe, eine dhnliche Theorie fiir
Prigarben von lokal konvexen Vektorrdumen oder anderen Ob-
jekten zu entwickeln.

§ 1. Topologische Prégarben und Raume iiher X

Ist A eine Kategorie, so soll 4 & A4 bedeuten, daBl 4 ein Ob-
jekt von A ist, und 4 (4,B) fir 4,8 & A die Menge aller
Morphismen von 4 nach B in A bezeichnen.

T sei die Kategorie der topologischen Riume und der stetigen
Abbildungen. X & T sei fest gegeben. S sei die Kategorie der
topologischen Riume tiber X; ein Objekt von S ist demnach ein
Y & T zusammen mit einer ,,Projektion* aus T(V, X). Wir wer-
den ein solches Objekt einfach ¥ und die Projektion immer 7 nen-
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nen. Fir V,Z & S ist $(V,Z) die Menge aller f € T(Y,Z), fur
die

B % T
n\ / T

*_»\-;

kommutiert. Die offenen Unterridume von X sind mit der kano-
nischen Einbettung in X" Objekte von S. Die von ihnen gebildete
volle Unterkategorie von 8 nennen wir U.

Sei ¥ & 8. Alle Unterrdume von Y sind in kanonischer Weise
Objekte von S. Diejenigen unter ihnen, die in S zu einem Objekt
von U isomorph sind, heilen Schnitifléchen von V. Ist M C V
eine Schnittfliche, so ist #(M)E U und a | M —=(M) ein
Homdomorphismus. Ist & & U und s ein ScAnitt in YV Gber U
(d.h.s € 8(U,Y)),soists(U)eine Schnittflicheund s | U — s(U)
ein Homéomorphismus mit dem Inversen x| s(U)— U. Fur
x & X heillt z71(x) die Faser von Y tber x.

Topologische Prdgarbe tber X nennen wir jeden kontra-
varianten Funktor 2 : U — T. Sind 2 und @ topologische Prii-
garben liber X, so ist ein Morphismus f : P — @ eine nattrliche
Transformation von 2 in Q. Jedem U & U ordnet f ein f(U) &
T(P(U),Q(U)) zu; statt (U) schreiben wir oft einfach £. Die Ka-
tegorie der topologischen Prigarben tiber X sei mit P bezeichnet.

SeiPeEP. Ist U,V eE U 7= SU,V)und s € P(V), so sei
s|U: = P@E)(s). Fir x € X heiit der direkte Limes der P(U)
in T, wenn U alle offenen Umgebungen von 2 durchliuft, der
Halm P_von P iber x. Diese direkten Limites seien so gebildet,
dal P, ~ P, = ist, falls x,y € X verschieden sind. Fiir
x € UE Uund s € P(U) heifit das Bild von s bei der kanoni-
schen Abbildung 2 (U) — P, der Kezmn s, von s im Punkt x. Wir
sagen, s reprasentiert s, oder ist ein Reprdsentant von s,.

Zu P = P definieren wir den Zotalranwm SP & 8. Die zu-
grunde liegende Menge sei |_) .. Die Topologie von S2 sei die

rEX
feinste, fiir die alle Abbildungen

UOx PU)—SP (U e U
(x,5)— s,

9 Minchen Ak, Sb. 1975
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partiell stetig sind, mit anderen Worten die feinste, fiir die alle
folgenden Abbildungen stetig sind:

PU)—SP firacUeU
s>,
und s:U—SP furve U, s € PU).
x>,

Demnach ist ein Teil 4/ von S £ genau dann abgeschlossen, wenn
alle folgenden Mengen abgeschlossen sind: {s € P(U) : 5, €& M}
in PIU) firx cU& U und 57YM) inU fir U & U und
s & PU).

Seiw: SP — X die Abbildung mita~!(x) = P, fiirallex & X.
Sie ist stetig; denn ist €' in X abgeschlossen, so ist z71(C) in S P
abgeschlossen: Einmal ist flir x & U & U stets

sepPlU)y:s,ca (O} = gioUg;tf:alls ahe
also in P(U) abgeschlossen; zum andern ist fur alle ' & U und
s & P(Uydie Menge {x € U :s, € 1(C)} = C ~ U in U ab-
geschlossen. Mit dieser Projektion = ist S22 & S.

Wir erweitern nun S zu einem Funktor P — S. Seien 2,0 & P
und f & P(P,Q). Dann wird Sf & S(SP,SQ) so definiert: Fir
x&€ U & Uund s & PU) sei (Sf)(s,) + = f(s),. (Man beachte,
daB f &€ T(P(U),Q(U)) ist.) Wie man leicht beweist, ist Sf : S P
— S Q wohldefiniert. Die Stetigkeit bedeutet, daB fur alle U & U
die Verkettung

Ux PU)—SPZLSQ

(x,8) =5, = f(o),
partiell stetig ist. Das ist der Fall, da diese gleich der Verkettung

Ux P(U)—U x QU) — SQ
(x,5) = (2, f(5)) > f(9).

ist, wobei f : P(U) — Q(U) stetig und U x Q(U) — SQ partiell
stetig ist. Die Kommutativitit von
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ist klar, so daB} S(f) € S(SP,S5Q). Die Funktoreigenschaft ist
trivial nachzupriiffen. Wir haben also einen Funktor S: P — S
definiert.

Wir wollen nun die Topologie von .S P anders beschreiben. Zu-
nichst gilt:

Satz 1. Sei P & P. Dann triigt S P die feinste Topologie, fiir die
die Abbildungen
P, SP s s firr e X

und §: U — SPfur U € U, s &€ P(U)
stetig sind.
Beweis. Flr jedes x € X ist die Stetigkeit der kanonischen

Einbettung P, — SP gleichwertig dazu, dal P(U)— SP,
s—>s, fur alle U € U mit x € U stetig ist.

Satz 2. Sei 2 € Pundx & X. Dannist 2, Unterraum von S 7.

Beweis. Nach Satz 1 ist die kanonische Einbettung P, — SP

x

stetig. Es ist noch zu zeigen: Sei A ein abgeschlossener Teil von
P_. Dann gibt es einen abgeschlossenen Teil C von S22 mit
A = C ~ P,. Diese Gleichung gilt trivialerweise fiir C: =
{s, € SP: Jeder Reprisentant von s, reprisentiert auch ein
Element von A4}.

C ist in S P abgeschlossen; denn

1. firy e Ue Uist

0, falls y € {x} ist,

sEP ts, = C =
¢ @, ) {se P(U):s, & A} sonst

in P(U) abgeschlossen;
2. fir U € Uund s € P(U) ist

Z} AU fallsx © Uund s, € A ist,

) sonst

10 =

in U abgeschlossen.

9*
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Satz 3. Sei P & Pund 4 C SP. Genau dann ist 4 in S ab-

geschlossen, wenn
1. A ~ P_fir alle x & X in 2, abgeschlossen ist und
2. A ~5(U) fir alle U & U und alle s € P(U) in s(U) abge-

schlossen ist.

Beweis. Nach Satz 1 ist 4 genau dann abgeschlossen, wenn das
Urbild von A4 in 2, und 5§~ *(4) in U stets abgeschlossen sind. Das
erste ist aber gleich 4 ~ P, und 571(A4) ist in U genau dann
abgeschlossen, wenn 4 ~35(U) in 5(U) abgeschlossen ist, da
5| U — 5(U) ein Homdomorphismus ist.

Korollar. Sei 4 C YV & 8. Es gebe ein solches 2 & P, dall Vin
S zu S P isomorph ist. Dann gilt: A4 ist genau dann in ¥ abge-
schlossen, wenn 4 ~ # fiir jede Faser / und fur jede Schnitt-
fliche # von ¥ in / abgeschlossen ist.

Beweis. ,,Nur dann‘‘ ist nach Definition der Relativtopologie
auf / trivial. — ,,Immer dann. Nehmen wiro. B.d. A. ¥ = SP
an! Ist 4 ~ F fur jede Faser oder Schnittfliche # von Y in /7
abgeschlossen, so sind die Bedingungen 1 und 2 von Satz 3
erfullt und die Behauptung folgt.

Wir wollen jetzt umgekehrt einen Funktor G : S — P erkliren.
Sei V&S Far U& U sei GY(U): =8(U,Y)& T mit der
Topologie der punktweisen Konvergenz. Fur U,V & U und
i ESUV)sei GY(E) € T(GY(V),GY(U)) die Beschrinkung
von Abbildungen, s+~ s|U = s:7. Offenbar ist damit GV &
P. Wir nennen GY die Prdgarbe der Schnitte in V.

Sei ¥, Z& 8 und 2 € §(V,Z). Fir jedes U & U ist dann
GY(U)= SWUY)Sf—lhfESUZ) = GZ(U) eine Ab-
bildung GA(U) € T(GY(U),GZ(U)) (stetig nach [2, Chap. 1,
§ 8 Cor. 3 du Théor. 1]), die von U & U natiirlich abhingt. Wir
haben also G4 & P(GY,GZ) definiert. &/ hingt funktoriell von
/t ab. Wir haben also einen Funktor ¢: S — P erklirt.

§ 2. Adjunktion der Funktoren S und &

Wir wollen eine Adjunktion der Funktoren .S und & herstellen,
und zwar durch zwei natiirliche Transformationen
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g:idp —GS
und 7:SG — idg.

Zunichst die Definition von g! Sei Z € P. Fir U & U haben
wir eine Abbildung

2(PYU) : P(U) — GSPU) = S(U,SP).

S35

Sie ist nach Definition der Topologie von G S P(U) stetig, wenn
s> 5(x) = s fiir jedesx € U cinestetige Abbildung P(U) — S P
ist; das ist aber nach Definition der Topologie von S /7 der Fall.
Die Stetigkeit ist somit gegeben. Da fur U,V &€ U mit V C U
und s & P(U)stets srl\ﬂ' = § | Vist, hingt g()(U) natiirlich von
U ab, d.h. wir haben g(P) & P(P,GSP) erklirt. Dall g eine
natiirliche Transformation ist, bedeutet: fir 2,0 & P und
f & P(P,Q) kommutiert

P / >(\2
g(p) £(Q)
(;Si’ GSf tso

d. h. fiir alle U & U kommutiert

2(U) A QL)

£ | £(0)
GSf v
S(U,SP) = GSPU)Y-2L-GSQU) = S(U,SQ).

Nun ist aber fir alles € P(U)undx € U

2QUE)E) = fO® = £,

und ebenso
GSfgP)(s))(x) = GSfE)(x) = Sf5(x) = Sf(s.) = f(5).-

Somit haben wir tatsiichlich eine naturliche Transformation
g 1idp — ¢S erklirt.

Nun zur Definition von »! Sei ¥V &€ 8. Fir 5, © SGY bilden
wir mit x : =z (s,) und einem Repridsentanten s von s, das
Element s(x) & Y. Da s(x) nicht von der Wahl von s abhiingt,
haben wir eine Abbildung »(¥): SGY — ¥, s > s(x), erklirt.
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Nach Definition der Topologie von .S G YV ist #(Y) stetig, wenn fiir
jedes U < U die Verkettung der Abbildungen

Ux ey —scvyZ Py
(t,) s, = s(x)

partiell stetig ist. Das ist der Fall: Bei festem s € GY(U) =
S(U,Y) hingt s(x) stetig von x ab und bei festem x & U ist

CYU)Ds—s(x)E YV

nach Definition der Topologie von G Y (U) stetig. »(Y) ist also
stetig, und da offenbar stets n(s(x)) =« ist, folgt »(¥)€E
S(SGY, V).

Wir haben noch zu zeigen, dal3 #(}) natiirlich von ¥ abhingt,
daB also fir ¥V,Z &€ Sund f € S(V,Z) das Diagramm

SGf
Scy=—L.562

| @

V — 7

kommutiert. Ist s, © SGY,x =a(s,) und s ein Reprdsentant
von s, so ist

H(Z)(SCf(s) = r(Z)(CF(s).) = r(Z)((f5).) = (f> )(x) =
= f(s(x)) = f(r(Y)(s),
q. e. d.

Wir wollen nun zeigen:
Satz 4. Vermdge der natiirlichen Transformationen
giidp = GS
und 7 SG — idg
ist S zu G linksadjungiert. Das heif3t:
Firalle Y € Sist G(»(Y))- g(GY) =id;, und
fir alle 2 € Pist »(SP) - S(g(P)) =1idg,.

Beweis. Fur Y€ S, U € Uund s € GY(U) = S(U,Y) ist
Cr(Y)(g(GY)(s)) = G(r(¥V))E) = »(¥) -5 =s. Fir P C P,

s, & SP mitz(s,) = x und einem Reprisentanten s ist



Topologische Garben 135

7(SPY(S(g(P))(s.))=r(SP)(g(P)(5),) =r(SP)(E,)=5(x)=s,,

q.c. d.

Die Adjunktion der Funktoren & und S durch die natiirlichen
Transformationen » und g wirft insbesondere folgende Fragen
auf:

1. Fir welche topologischen Riaume YV tiber X ist »(V) : SGY —
Y ein Homéomorphismus ?

2. Fiir welche topologischen Priagarben P ist g(P) : P — GSP
ein Isomorphismus ?

Uber 7(Y) sei nur der folgende Satz bewiesen.

Satz 5. Sei ¥V € S. Genau dann ist #(Y) bijektiv, wenn die
Schnittflichen von Y eine Basis einer Topologie auf ¥ bilden.
Diese Topologie ist dann feiner als die gegebene Topologie von Y.

Bemerkungen. Mit dieser Topologie ist ¥V bekanntlich der
«espace ¢talé» der Garbe GY (s.[3, p. 111]). Eine notwendige
Bedingung dafir, dall #(Y) ein Homéomorphismus ist, gibt auch
das Korollar zu Satz 3.

Beweis. 1. #( V) ist genau dann surjektiv, wenn YV Vereinigung
aller seiner Schnittflichen ist. Denn das Bild von #(Y) ist
{r(¥Y)(s) s, €@ SCGY} = {s(x): s: U— YV ist Schnitt und
x & U}, das ist die Vereinigung aller Schnittflichen in Y.

2. 7(Y) ist genau dann injektiv, wenn der Durchschnitt zweier
Schnittflichen stets eine Schnittfliche ist. Denn folgende Aussa-
gen sind sukzessive dquivalent: »(¥) ist injektiv; flir alle s, 2, &
SGY mit »(Y)(s,) = »(Y)(2,) ist s, = ¢ ; fiir alle Schnitte s und
¢in Y iiber Umgebungen von x € X mit s(x) = #(x) ist s, = ¢ ;
fir alle Schnitte s und #in Vist {x : s(x) = #(x)} € U; fiir alle
Schnittflichen #, und F, in ¥V ist a(F; ~ F,) & U; fir alle
Schnittflichen /| und 7y in Vist //; ~ F, eine Schnittfliche.

3. Fir Schnittflichen #; und #, in YVist a(F; nFy) & U
genau dann, wenn /', ~ /7, Vereinigung von Schnittflichen ist.
Aus 1. und 2. folgt daher: »(¥) ist genau dann bijektiv, wenn ¥
und jeder Durchschnitt zweier Schnittflichen in ¥V Vereinigung
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von Schnittflichen ist, d. h. aber wenn die Schnittflichen eine
Basis einer Topologie auf ¥ bilden.

4. Die zweite Behauptung folgt daraus, dall wenn ¥ Vereini-
gung von Schnittflichen ist, jede offene Menge in ¥V Vereinigung
der darin enthaltenen Schnittflichen ist.

§ 3. Topologische Garben

Definition. Eine Zopologische Garbe Giber X ist eine topologische
Prigarbe P, fur die g(P) : P — G S P ein Isomorphismus in P ist.

Die Frage, welche 2 & P topologische Garben sind, wird for-
mal durch folgenden Satz beantwortet.

Satz 6. Eine topologische Prigarbe /7 tber X ist genau dann
eine topologische Garbe, wenn folgende drei Bedingungen gelten:

a Die P zugrunde liegende Prigarbe von Mengen ist eine Garbe
(3, p- 109].

b Fir alle U &€ U trigt P(U) die Initialtopologie der Familie der
kanonischen Abbildungen P(U) — P (x & U).

cFuralle U € U, s € P(U)undo € S(U,SP)ist3(o(U)) &
= U.
Der Beweis wird nach Satz 10 gegeben.

Bedingung ¢ ist schwer nachzupriifen. Wir werden jedoch in
Satz 11 hinreichende Bedingungen fir ¢ angeben.

Satz 7. Sei 7 & P. Es gebe ein solches V & S, dal P in P zu
'Y isomorph ist. Dann gilt 2 und b.

Beweis. Sei o. B. d. A. P = GY. Dann ist a trivial. Sei nun
U U Sei ¢ : 2 — P(U) ecine Abbildung eines topologischen
Raums Z in P(U), derart, daf3 die Verkettungen Z ;~ P(U) — P,
fiir alle » € U stetig sind. Dann ist fur jedes x & {/ auch die Ver-
kettung mit 7(Y) | P, stetig, d. 1. Z o P(U) — V. Nach Defini-

S f(x)
tion von P(U) folgt, dal} ¢ stetig ist. Das zeigt b.

Bemerkung. Erfilllt 7 & P die Bedingungen a und b, so ist 2

eine Garbe mit Werten in T im Sinne von Grothendieck [s, Seite

72].
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Satz 8. Erfullt 2 & P die Bedingung a, so ist g(P) : P(U) —
GSP(U) fur alle U & U injektiv.

Beweis. Sei s, ¢t © P(U) mit 5 = ¢. Fiir alle x € U ist dann
s, = ¢,, d. h. es gibt eine Umgebung U, C Umits | U, = ¢ | U,.
Da | J U, = U ist und a gilt, folgt s = ¢.

xelU

Satz 9. Sei P & P so, da} g(P): P(U)— S(U,SP) fir alle
U & U surjektiv ist. Dann gilt c.

Beweis. Sei U € U, s € P(U) und o & S(U,SP). Nach Vor-
aussetzung existiert # & P(U) mit ¢ = 7. Es ist 37 1(c(U)) =
= 571(Z (U)); das ist offen, q. e. d.

Satz 10, Sei 2 & P. Dann gilt gleich:
1. Die Bedingungen a und c sind erfiillt.
2. Fur alle U & Uist g(P) : P(U) — S(U, S P) bijektiv.

<

Beweis. 1. impliziert 2. a und ¢ seien wahr. Nach Satz § ist
g(PY(U) fur alle U & U injektiv. Sei nun U € U und o &
S(U,SP) gegeben. Zu jedem » & U sel IV, C U eine offene
Umgebung von x und s% & 2(V) ein Reprisentant von o(x).
Nach ¢ gilt USD @J)_l(a(Vx)) = : W, > x. Daher ist (W), -
eine offene Uberdeckung von U und fiir y & W, ~ W, ist stets
59 = g(y) = sﬁ"'). Nach a gibt es somit ein s & P(U) mit
s| W, =s9| W, fir alle x € U. Da § = ¢ ist, ist damit auch
die Surjektivitit von g(P)(U) gezeigt, q. e. d.

2. impliziert 1. Sei g(P)(U) fir alle U & U bijektiv. Nach
Satz g gilt ¢. Um a zu zeigen, betrachten wir die 2 zugrunde
liegende Priagarbe von Mengen. Sie ist isomorph zur Garbe der
stetigen Schnitte in S 2, also cine Garbe, q. e. d.

Beweis von Satz 6. Ist g(P) ein Isomorphismus, so ist g(P)(0)
fiir alle U & U ein Homdomorphismus, daher gilt ¢ nach Satz 9.
Da weiter 2 zu G'S P isomorph ist, gilt a und b nach Satz 7.

Seien andererseits a, b und ¢ gultig, U & U. Zu zeigen ist, daf
g(P)(U) ein Homdomorphismus ist. Nach Satz 10 ist g(P)(U)
bijektiv. Nun trigt (nach b) P(U), aber (nach Definition) auch
S(U, SP) die grobste Topologie, fiir die die kanonischen Abbil-
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dungen von P(U) bzw. von S(U, S P) in P, fir alle x & U stetig
sind. Daher ist g(P)(U) sogar ein Homéomorphismus, g. e. d.

Wir wollen eine hinreichende Bedingung fiir ¢ angeben.
Satz 11. X" habe folgende Eigenschaft:

Ist y Hiufungspunkt von ¢ C X, so existiert ein Teil von
€ mit y als einzigem Hiufungspunkt.

(1)

Sei weiter P & P mit folgender Eigenschaft:
IstD CUc Ux& U und ¢ &€ PU), soist

(2) § {r. € P,: fiir cinen Reprisentanten » von 7, ist x &
G #1(£(D))} in P, abgeschlossen.

Dann gilt c.

Beweis. Sei U & U und s € P(U) und o € S(U,SP). Die
Behauptung besagt, dal € : = U\ 571(a(U)) in U abgeschlossen
ist. Sei also y & { Haufungspunkt von €. Zu zeigen ist: y & C.

1. Fall: Es existiert eine offene Umgebung V" C U von y und
ein z & P(V), so daB y Hiufungspunkt von -1(a(C)) ist. Dann
sei D C #71(o(C)) mit y als einzigem Hiufungspunkt in X. Nach

Voraussetzung (2) ist 4, : = {r, & P, : fiir einen Reprisentan-
ten 7 von 7, ist y € #71(£(D))} in P, abgeschlossen. Weiter ist

5(y) & A,; denn 5712 (D)) C 571(a(C)) = 0. Aus (2) folgt
weiter (man setzte dort D = {x}), daB in den Halmen von 27 jede
einpunktige Menge abgeschlossen ist. Die Menge 4 : = o(D) v
A, =iD)yw A, trifft daher jeden Halm von /2 in einer abge-
schlossenen Menge. Fiur W & U und » & P(IV) ist aullerdem
P7Y(A) = 772 (£ (D)) v #71(4,) in W abgeschlossen: ist nimlich
¥y € W Héufungspunkt von 771(A4), so ist y < 771(4,) nach Defi-
nition von 4, und andere Hiufungspunkte kénnen nach Wahl von
D nicht auftreten, da 771(4) C D v {y}. Daherist 4 nach Satz 1
abgeschlossen. Es folgt: 671(A4) ist abgeschlossen, 671(4) D D 5
y,also a(y) € 4. Falls o(y) & o(D), folgty € D C C, q. e. d.;
andernfalls ist o(y) € 4, also a(y) == 5(y), also wieder y € (,
q.e. d.

2. Fall: Es existiert kein # wie oben beschrieben. Dann sei
D C C mit y als einzigem Hiufungspunkt in JX. Dann ist
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A = o(D) in SP abgeschlossen, 6~ 1(4) = D folglich in U ab-
geschlossen. Daher ist y = D C (, q.e. d.

§ 4. Analytische Garben als topologische Garben

In diesem Paragraphen sei X ein komplexer Raum (im Sinn
von Grauert) und 7 eine kohirente analytische Garbe ber X.
Fiir alle x & X triigt M die , kanonische Topologie (in [4, S. 87]
als ,,Folgentopologie'' eingefiihrt). Sie ist hausdorffsch (1. ¢. S. 87,
Satz 10). Fir U & U nennen wir die grobste Topologie auf
M(U), fir die alle kanonischen Abbildungen M (U)—M_(x S U)
stetig sind, die natirliche Topologie auf M (U). Sie ist auch haus-
dorffsch. Ist die Topologie von U abzidhlbar erzeugt, so kennt
man daneben die ,kanonische Topologie® auf M(U) (s. etwa
[1, Seite 203]).

Satz 12. Die natlirliche Topologie auf M (U) ist i. a. von der
kanonischen verschieden.

Beweis, Sei M die Strukturgarbe und X eine unendliche kom-
pakte Teilmenge ecines holomorph separablen reduzierten kom-
plexen Raums X. In M(X) ist W: = {s € M(X): ||s||x <1}
eine Nullumgebung bzgl. der kanonischen Topologie. Nehmen
wir an, W ist auch Nullumgebung bzgl. der nattrlichen Topo-

logie. Dann gibt es Punkte x; € X (j=1,...,7#) und Null-
umgebungen ¥ in M, mit {s C M(X): s, C W, fir allej; C .
Seia € K\ {x,...,x,} und f &€ M(X) mit f(a) =1, f(x;) =0

fiir alle j. Ist s eine geniigend hohe Potenz von f, so gilt s, & W;
fur alle 7 und s(a) = 1, also s & W. Widerspruch!
Trotzdem sind diese beiden Topologien sehr nah verwandt:

Satz 13. Die Topologie von X sei abzidhlbar erzeugt. Sei
Jf & M(X)und (f,) eine Folge in M(X). Dann gilt gleich:

t. f, — f fiir # — oo bzgl. der natlirlichen Topologie.

2. f, — f flr 2 — oo bzgl. der kanonischen Topologie.

3. for = f Lflr 2 — 00 in jedem M (x & X)bzgl. der kanonischen
Topologie von M.

Beweis. 1 und 3 gelten nach Definition der natiirlichen Topo-
logie gleich. Weiter wollen wir die Aquivalenz von 2 und 3
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zeigen. 2 bedeutet bekanntlich: Fur jedes x € X gibt es eine
offene Umgebung W von x, natiirliche Zahlen 7 und p, eine ab-
geschlossene Einbettung g von I in einen offenen Teil B von

[

€”, Gber B einen Epimorphismus von analytischen Garben
0?7 — o(M)

und in O?(B) Urbilder g und g, von f | W, £, | W & o(M)(B) =
M(W), derart, daB g, — g fur 2z — oo gleichmiBig in B. (Dabei
bezeichnet p(M) die direkte Bildgarbe von M| und O die Struk-
turgarbe von B.) Das aber ist dazu dquivalent, daBl £, — f, in
der kanonischen Topologie von 47, q. e. d.

Satz 13 1iBt sich zu folgender Behauptung verschiirfen, die
besagt, dall auf M(X) die kanonische Topologie feiner als die
natiirliche ist und aus ihr abgeleitet werden kann.

Satz 14. Die Topologie von X sei abzihlbar erzeugt. Dann ist
auf M(X) die kanonische Topologie die feinste, bzgl. deren jede
bzgl. der natiirlichen Topologie konvergierende Folge gegen den-
selben Grenzwert konvergiert.

Beweis. Es gibt eine feinste solche Topologie &, nimlich die
Finaltopologie all der Abbildungen N W {co} — M(X), welche
mit der nattrlichen Topologie auf M(X) stetig sind. Nach
Satz 13 ist T, feiner als die kanonische Topologie von M (X).
Aber ¥y kann nicht echt feiner sein; denn da die kanonische Topo-
logie metrisierbar ist, gibt es keine echt feinere Topologie, in der
dieselben Folgen konvergieren [2, Chap. 9, § 2, Prop. 10].

Wir betrachten jetzt die Mengen M(U) fur alle U & U als
topologische Riume mit der natiirlichen Topologie. Dann gilt:

Satz 15. M ist eine topologische Garbe.

Beweis. Da die Bedingungen aund 4 von Satz 6 erfiillt sind, geht
es nur noch um ¢. Dazu verwenden wir Satz 11. DaB (1) in diesem
Satz fiir jeden komplexen Raum Y gilt, ist klar: Ist y Hiufungs-
punkt von € in X, so gibt es eine gegen y konvergierende Folge
(¥ ¥1, - - ) in C\ {»} und y ist der einzige Hiufungspunkt von
o«

Zu zeigen ist somit nur noch, daf} (2) fir 4/ gilt. Sei also D C
Uc U x & Uund ¢t € M(U). Behauptung: 4, : = {r, € M:

x



Topologische Garben 141

fiir einen Reprisentanten » von 7, ist x & 7~ 1((D))} ist in M,
abgeschlossen. Sei o. B.d. A. ¢ =o0. Fur », © M_ sei supp 7,
der Keim im Punkt x des Trigers cines Reprisentanten von »,_.
Dann ist supp 7, ein analytischer Mengenkeim in x. Sei D, der
von D) reprisentierte Mengenkeim in x und 2, der kleinste D,
umfassende analytische Mengenkeim. 2.(7 & 7) seien die irredu-

ziblen Komponenten von .. Dann gilt:

A, = {r. © M_: jeder Repriisentant von 7, reprisentiert auch
cino, © M, mity € D}

= U & M2 D, q supp 7.}

= {n. € M,: D, supp 7.}

= {r, © M,: D. { supp r, fiir wenigstens ein 7 & 7}

= |J {r. € M,: D supp 7.}

re 7

Das ist die Vereinigung von endlich vielen Untermoduln von 47,
somit in A7, abgeschlossen, q.ec. d.
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