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Primitiv-rekursive Ordinalzahlfunktionen 

Von Kurt Schütte in München 

Vorgelegt am 28. Februar 1975 

Das primitiv-rekursive Definitionsverfahren für arithmetische 

Funktionen wird in einer einfachen Weise zu einem Definitions- 

verfahren für Ordinalzahlfunktionen erweitert, indem /(a) für 

eine Limeszahl a als das Supremum der/(£) (£ <f a) definiert wird. 

Bei dieser Erweiterung ins Transfinite geht allerdings die Be- 

rechenbarkeit der Funktionen verloren, wie in § 5 gezeigt wird. 

Es läßt sich aber genau feststellen, welche Ordinalzahlen von den 

„primitiv-rekursiven“ Ordinalzahlfunktionen erzeugt werden 

(Sätze 1 und 2 der §§ 3 und 4). 

§ 1. Ein System PRO von primitiv-rekursiven 

Ordinalzahlfunktionen 

Wir legen die klassische Theorie der Ordnungszahlen zugrunde 

(etwa im Rahmen des Axiomensystems von Zermelo-Fraenkel). 

Induktive Definition der Funktionale des Systems PR O 

1. Jede Ordinalzahl ist ein o-stelliges Funktional. 

2. Das Nachfolgerfunktional N ist ein l-stelliges Funktional. 

3. Für 1 ^ ^ n ist das Projektionsfunktional P" ein «-stelli- 

liges Funktional. 

4. Substitution : Ist fm ein zzz-stelliges Funktional (m ^ 1) und 

sind<fï- • • •. g’L tt-stellige Funktionale (n > o), so istfm(g”v..., g’f) 
ein «-stelliges Funktional. 

5. Primitive Rekursion : Ist f' ein «-stelliges Funktional und 

gn + 2 ein (n -f- 2)-stelliges Funktional (n ^ o), so ist [/”, g” + 2] ein 

(:n -f i)-stelliges Funktional. 

Mitteilungszeichen : 

z, k, 77i, 71 für natürliche Zahlen, 
a> ß> y, £ für Ordinalzahlen, 
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g”, h" für «-stellige Funktionale (n ^ o), 

a, b für o-stellige Funktionale. 

Diese Mitteilungszeichen werden auch mit unteren Indizes ver- 

wendet. 

Induktive Definition des Wertes Wa eines o-stelligen Funktio- 

nals a (Dieser Wert ist eine Ordinalzahl) 

1. Woi : = oc 

2. Wa = a =» WN(a) = a' (Nachfolger von a) 

3. WP”(av . . ., an) : = Wa- für 1 ^ i ^ n. 

4. m > 1, Wg-(alt . . ., a„) = yfii = 1, . . ., m) 

=> Wr(g’i, . . ., g”„)(alt . . ., a„) : = Wf\yx, . . ., ym) 

5. Wan + x = o =► IF[/", +2] (^. ... fl, + 0 : = Wf‘ (av ..., aj 

6. Wa„ + 1=ß', W[f, g” + *}(a1,...,a„,ß)=y 

=> ■■■.«,+!): = ß, y) 

7. Wall + 1 = Limeszahl ß 

=> + ■ ■ - , «, + 1) : =sup IF[/",/' + 2](t?1> . . I) 
{<ß 

Wir schreiben a = b, a <ß b und a ^ b für Wa = Wb, Wa <C Wb 

und Wa < IFA 

M-Funktionale und M-Definierbarkeit bezüglich einer Ordinal- 

zahlenmenge M. 

1. Als M-Funktionale bezeichnen wir diejenigen Funktionale 

des Systems PRO, die außer Elementen von M keine Ordinal- 

zahlen als Grundzeichen enthalten. 

2. Eine Ordinalzahl a heiße M-definierbar, wenn es ein o-stelli- 

ges //-Funktional a mit Wa = a gibt. 

3. Eine w-stellige Ordinalzahlfunktion cp(n ^ 1) heiße M-defi- 

nierbar, wenn es ein 72-stelliges //-Funktional /" gibt, so daß 

Wf"0*i. • ■ O = 9>(a 1 O 

für alle Ordinalzahlen 04, . . ., a„ gilt. 

4. Eine 7z-stellige zahlentheoretische Funktion (f : N” —> N 

(« ^ 1) heiße M-definierbar, wenn es ein zz-stclliges //-Funktio- 

nal /" gibt, so daß 
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Wf"(m i, . . mn) = .... ?«„) 

für alle natürlichen Zahlen mv . . ., mn (Ordnungszahlen <f tu) 

gilt. 

5. M heiße eine PR-Basis eines Ordinalzahlenabschnitts A, 

wenn M eine Teilmenge von A und jede Ordinalzahl aus A Af-defi- 

nierbar ist. 

6. M heiße PR-abgeschlossen, wenn Wa G M für jedes o-stel- 

lige M-Funktional a gilt. 

§ 2. Spezielle Ordinalzahlfunktionen 

Bekanntlich gibt es für jede Klasse AT von Ordinalzahlen genau 

eine Ordnungsfunktion, d. h. eine streng monotone Abbildung 

von einem Ordinalzahlenabschnitt auf K. 

Induktive Definition der Funktion (pn und q>m 

1. cp0 sei die Ordnungsfunktion der additiven Hauptzahlen, also 

9?o(
a

) = 
0J 

2. <p„ + j sei die Ordnungsfunktion der Fixpunkte von q>„. 

3. q>m sei die Ordnungsfunktion der gemeinsamen Fixpunkte 

aller 99,, (n <C o>). Die Werte 9>m(a) dieser Funktion tpm bezeichnen 

wir als w-kritische Ordinalzahlen. 

Es wird sich zeigen, daß die PR-abgeschlossenen Ordinal- 

zahlenabschnitte durch ft) und durch die cu-kritischen Ordinal- 

zahlen bestimmt sind. 

Induktive Definition von 9>”(a) tmd <pm(d) für eine \-stellige 

Ordinalzahlfunktion cp 

Ç5°(a) : = a, g>” + 1(a) : = a)), <pw(a) : = sup g?"(a). 
n < a> 

Lemma 1. Für die Funktion <p„ gelten folgende Rekursionsglei- 

chungen : 

9,0(0) = 1 94,+1(0) = <p“( o) 

nW) = n00 • " 94,+i(0 = 9C(94,+100 ' ) 

a Limeszahl => ç>w(oc) = SUP 
£ < a 

10 München Ak. Sb. 1975 
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Beweis. Dies ergibt sich unmittelbar aus der Definition von cpn. 

Lemma 2. Zu jeder additiven Hauptzahl a, die nicht w-kritisch 

ist, gibt es n und £ < a mit a = <pn(£). 

Beweis. Da oc nicht cu-kritisch ist, gibt es eine kleinste natürliche 

Zahl n mit <p„(a) =f= a. Dann ist a <f ç?„(a). Ist n j> o, so folgt aus 

der Minimalität von n, daß a ein Fixpunkt von <pn_1, also ein 

Wert von ist. a ist als additive Hauptzahl auch ein Wert von 

<p0. Es gibt daher in jedem Fall £ mit a = <p„(£). Da oc <f cp„(a) ist, 

folgt £<.«■■ 

Definition von Ordinalzahlen <p(n, a) 

?>(«, a) : 

cp „(cd), wenn es f und m <lœ mit a = £ + m und 

<P„h) = f g'bt, 
95,, (a) sonst. 

Lemma 3. Für die Ordinalzahlen cp (it, a.) gilt: 

a) cp(n, a) ist eine additive Hauptzahl. 

b) a < ÿ(n, a), 

c) a < ß => ^(w, a) < ß) 

d) m <( n, a. <C cp(n, /?) => <ÿ(w, oc) <j ÿ(», /?) 

e) a < 9>m(y) => ^(«, a) < <pa(y). 

Beweis. Dies folgt aus der Definition von <p(n, oc) aufgrund der 

Eigenschaften der Funktionen cp„ und <pm. 

Definition von Ordinalzahlenmengen Ay und By 

Ay : = {£ I £ < cpm(y)}, By : = {o, co} w {?„,(£) | £ < y}. 

Offenbar bildet die Menge aller Ordinalzahlen <j co den klein- 

sten nichtleeren PR-abgeschlossenen Ordinalzahlenabschnitt und 

{0} eine PR-Basis dieses Abschnitts. Wir zeigen im folgenden, 

daß auch jeder Ordinalzahlenabschnitt Ay PR-abgeschlossen und 

By eine PR-Basis von Ay ist. 

§ 3. PR-abgeschlossene Ordinalzahlenabschnitte 

Induktive Definition des Grades G h" und der Höhe IIhn eines 

n-stelligen Funktionais h” des Systems PRO 
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1. Ge/. : = o, He/. : = oc 

2. GN: = o, HN: = o 

3. 1 ^ i ^ n =s> GP" : = o, //A" : = o 

4. 1 => G/’n(g"v = max (Gfm> Giv • • •. <%£) + 

+ 1. Hfm(gv = max (Hr\ Hg’l . . ., //^") 

5. £[/", g" + 2] : = max (£/', Gg" + 2) + i, H[f", g” + 2] : = 

= max (///", Hgn + ~). 

Folgerungen: Ghn ist eine natürliche Zahl. Enthält h" keine 

Ordinalzahl als Grundzeichen, so ist Hhn = o. Andernfalls ist 

Hh" gleich der größten Ordinalzahl, die als Grundzeichen in hn 

auftritt. 

Lemma 4. Für jedes zz-stellige Funktional h” (n Tÿ o) und alle 

Ordinalzahlen txv . . a„ ist 

H(xv . . ., aj < 7p (Gh", Hhn + ax + . . . + aj. 

Beweis durch Hauptinduktion nach Ghn mit Nebeninduktion 

nach a.„. 

1. h" sei a, Voder/3". Dann folgt die Behauptung aus Lemma 

3 a) und b). 

2. hn sei f"(g”, . . g”m) mit m > 1 und 

k: = max (Gf”, G gl, . . ., Ggl,). Dann ist Ghn = k + x und 

nach der HIV (Haupt-Induktionsvoraussetzung) 

Hh" + aj + . . . + aj (z = 1, . . w) 

h" ((*!, • • •, a„) < ?>(7, Hh" + ^(a^ . . ., a„) + ... + g”m(04,..., a„)). 

Hieraus folgt 

h”(ezx, . . ., a„) < ?(/, H h" + ÿ(7, H h" + ez1 + . . . + <x„) • wz). 

Nach Lemma 3 a), b) und d) folgt die Behauptung. 

3. h" sei \J"~x, g” + *] mit n ^ 1 und k : = max (Gf"~l, Gg” + *). 

Dann ist Gh" = k + 1. 

3.1. Es sei a„ = o. Mit der HIV folgt 

7”(a1; . . ., aj =/"-1(a1, . . a„_x) ^y(k,Hh" + ax + . . . a„_1) 

< <p(Ghn, Hh" + ax + . . . + a„). 

IO* 



148 Kurt Schütte 

3.2. Es sei a„ = ß' und [/" \ gn + 1](alf • • •, a„_x, /3) = y. Dann 

ist nach der HIV 

g"+1 («!, . . ., a„_lf ß, y)< Hhn + ai d + a”-1 + ß + y) 

und nach der NIV (Neben-Induktionsvoraussetzung) 

7 ^ <p(Ghn, H h” + ax + • • • + + /5). 

Hieraus folgt 

g" + X] («i «■„)< ÿ{k, Hh” + 04 4 + a„_x + ß + 

+ Hhn -p ax + • • • + a„_1 + /?)). 

Nach Lemma 3 a)-d) folgt die Behauptung. 

3.3. oc„ sei eine Limeszahl. Dann ist für alle f <C an nach der 

NIV 

[/"-
1
,/‘

+1
](<*1, • • •,«„-i, I) Hhn

 + «! + ••■ + +1) 

<C (f(Ghn, Hh" + 04 + • • ■ + <*„). 

Hieraus folgt die Behauptung. 

Satz 1. Jeder Ordinalzahlenabschnitt A ist PR-abgeschlossen. 

Beweis, a sei ein o-stelliges Nl^-Vunktional. Dann ist 

Ha < <pm(y). Nach Lemma 4 ist a < <ÿ (Ga, Ha). Nach Lemma 

3 e) folgt a < <pa(y), also Wa G 

§ 4. PR-Basen 

Zum Beweis, daß By eine PR-Basis von Ay ist, definieren wir 

einige spezielle Funktionale des Systems PRO. 

Konstante Funktionale 

/-o .   r'n + 1 .    f r'n pn + 2l 
ua • — Lcai ■

r„ + 21- 

Folgerung: 

C‘(ß1,...,ß„) = a 

Summe und Produkt von Ordinalzahlen 

+ : - [P\, N(Pl)l x : = [Co1, + (K /$]• 
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Folgerungen: + und X sind 2-stellige {o}-Funktionale mit 

+ (00, o) = ot X (oc, o) = O 

+ («, ß') = N (+ («, ß)) X (<*, ß') = + (X («, ß), a) 

ß Limeszahl =► + (a, /?) = sup -f- (a, |), X (a, /?) = sup X (a, I). 
f<0 f</5 

Es gilt also allgemein -j- (a, ß) = a + /? und X (a, ß) = a • /?. 

Iteration eines \-stelligen Funktionais f1 

It t/1] : = [A1,/1^3)]. (Z1/: = Q- 

Folgerungen : 

(/i/(a) = It [/!](«, /S) 

(/i)0(a) = « 

C/TO*) = /!((/*/(*)) 

ß Limeszahl => (/1)'3(a) = sup C/1)f(a)- 
f <ß 

Induktive Definition der Funktionale cpn 

<Po- = [N(o), X (Fl OL Vn +1- = [(VS (o), (O" 0(0)]- 

Folgerungen : Die sind l-stellige {o, w}-Funktionale mit 

<Po(°) = N(o) <pH +1(0) = (<?„)“ (°) 

<Po(°0 = X («PoOL o>) <P„ +i(a') = (<?„)“ (^C^-t-iO*))) 

a Limeszahl => <p„(a) = SUP 9h<(£)- 
5 < oc 

Satz 2. Die Ordinalzahlenmenge i?y : = {o, co} 02 {?’C1)(|)||
:<Cy} 

bildet eine PR-Basis des Ordinalzahlenabschnitts 

Ay: = {I I f < 9L(r)}- 

Beweis. Nach Lemma 1 stellen die vorstehend definierten 

{o, ß)}-Funk tionale Ç9„die in § 2 definierten Ordinalzahlfunktionen 

cpn dar. Außerdem ist die Addition von Ordinalzahlen {o}-defi- 

nierbar. NachLeramt 2 folgt durch transfinite Induktion, daß jede 

Ordinalzahl <f (pm(y) Z? -definierbar ist. 

Folgerung aus Satz 2. Außer der Menge aller Ordinalzahlen 

<C ft) sind die Ay die einzigen PR-abgeschlossenen Ordinalzahlen- 
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abschnitte, die nicht leer sind und nicht alle Ordinalzahlen ent- 

halten. 

Beweis. Ist A ein PR-abgeschlossener Ordinalzahlenabschnitt 

mit ca G A und y kleinste Ordinalzahl mit 9?m(y) A, so ist 

By C. A C. Ay. Nach Satz 2 folgt dann A = Ay. 

§ 5. {0, cü}-Definierbarkeit der arithmetischen Funktionen 

Unter einer arithmetischen Formel verstehen wir eine Formel 

der reinen Zahlentheorie im Rahmen der Prädikatenlogik 1. Stufe 

mit Identität, in der außer dem Gleichheitszeichen keine Prädikat- 

zeichen und außer den Zeichen für Null, Nachfolgerfunktion, Ad- 

dition und Multiplikation keine Funktionszeichen auftreten. Eine 

^-stellige Funktio?i cp : N" —*■ N (n ^ l) heiße arithmetisch, wenn 

es eine arithmetische Formel §[ai> • • - , a„ + i] gibt, in der außer 

av . . ., an + 1 keine freien Zahlenvariablen auftreten, so daß 

cp(mv .... mn) = fxx%[mv . . mn, x\ 

für alle natürlichen Zahlen mlt . . ., mn gilt. Dabei sei 

ixxl$\mx, . . ., mn x] die kleinste Zahlyé, für die S[wx, . . ., mn, k\ 

gilt, falls es solche Zahl gibt, sonst o. 

Offenbar ist eine arithmetische Funktion genau dann {o}-defi- 

nierbar, wenn sie im üblichen Sinne primitiv-rekursiv ist. 

Um zu zeigen, daß jede arithmetische Funktion {o, co}-definier- 

bar ist, definieren wir einige spezielle Funktionale des Systems 

PRO. 

Die Funktionale ô und D 

<5: = [o,P\], D : = \P\, <5(/>3
3)]. 

Folgerungen : 

ö(d) = o, (5 («') = n 

„ . . I m —■ n, wenn m ^ n ist, 
Dim. n) = . . x ( o, wenn m <. n ist. 

Die Fimktionale a wid a 

O:=[O,C
2
nw], ä: = [yV(o),O0

2](a) 
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Folgerungen: 

<7(0) = o, 5(o) = N( o) 

a =j= o => cr(a) = N(d), <r(a) = o. 

Der beschränkte p-Operator 

Wir schreiben im folgenden gm + hm und g”‘ • hm für -f (gm, hm') 

und X (gm, hm). 

e\jn+1 ]■■ =°(r+\P'{+\..., P;
+2

,C-
+2

)). 

• a(f + \P” + 2,..., Pn
n%!)). o(P’‘Xt) 

M/" + 1] : =[Q, PlX\ ■ e[fl + 1] + P:Xl *(e[f+1])] 

/*.[/’■
+1] : = ,«[/"+1](/>r+\..^;;+\ c+1)- 

Folgerungen: £[/'/ + 1] ist ein (« + 2)-stelliges Funktional mit 

«[/,+1](a 1, • • - , <x„, ß, y) = 

N(o), wenn/" + 1(a 1 • • • I an! O) ^ O) 

/" + 1(ai,..ttB,j8) = oundy= oist, 

o sonst 

g [/” +1] ist ein ('n + i)-stelliges Funktional mit 

^L/', + 1](a 1. ■ • a„. o) = o 

^ [/”+1] (aii • ■ 

ß, wenn/” + 1(a1, . . . ,a„,o) 4= o, 

/” + 1(a1, • ■ • ,a„,/S) = o und 

/“[/” + 1](ai> • • • >«„>£) = o ist 

i«[/"+1 ](«!.••• > «„>/?) sonst 

£ Limeszahl=>/z[/',+ 1](a1, . . .,a„,/3) = sup/z[/' + 1](a1, . . .,a„, f) 

pm\J" +1] ist ein «-stelliges Funktional mit /r(l)[/" + x] (04, . . ., a„) = 
= p\J"+1] (ax, . . . ,<x.n,co). 

Hiermit ergibt sich 

lx L/°,+1] (ai) • • • ,a,„/S) = 

min (/' + 1(a1, . . . ,a„,£) = o), falls 
f V/3 

es existiert, 

o sonst. 
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Insbesondere gilt: 

Lemma 5. 

a) /i«[” + 1](al. • • • >«„) = 

min (/" + 1(a1, . . .,ccH,k) = 6), falls 
K < tu 

es existiert, 

o sonst. 

b) Ist/"+1 ein {o,/-Funktional, so ist auch fim [/" + *] ein {o,co}- 

Funktional. 

Lemma 6. Zu jeder arithmetischen Formel § [alt . . . ,a„], in der 

außer alt . . ., an keine freien Zahlenvariablen auftreten, gibt es 

ein w-stclliges {o,/-Funktional so daß 

. . . ,mn) = o & g [mv . . . ,m„] 

für alle natürlichen Zahlen mlt . . . ,mn (Ordinalzahlen <C tu) gilt. 

(Wir sagen dann, daß f" ein charakteristisches //-Funktional 

für § ist.) 

Beweis durch Induktion nach der Länge der Formel § [alt . . 

Dabei können wir annehmen, daß diese Formel keine Junk- 

toren außer ~~| und v und keinen Allquantor enthält. 

1. %\ax, . - . ,a„] sei eine Gleichung 

■ • ■ >
aii] ~ GZI&D ■ ■ ■ ’F,] ■ 

Dann gibt es w-stellige {o}-Funktionale g" mit 

■ ■ ■ <mn) = °vl>l> ■ ■ ■ ,m„] (l = 1,2). 

Für/' : = + (£>(g”,gZ), £>(gï,gï)) folgt die Behauptung. 

2. §[<2!, . . . ,tf„] sei eine Formel ~| ©/, . . . ,«„]. 

Nach I. V. (Induktionsvoraussetzung) hat dann 6 ein charak- 

teristisches {o,(/-Funktional gn. Für /" : = ö(gn) folgt die 

Behauptung. 

3. §[/, . . . , æ„] sei eine Formel 

®iK> ■ ■ • >aJ v • - • .©,]• 



Primitiv-rekursive Ordinalzahlfunktionen 153 

Nach I. V. haben @1, @2 charakteristische {o,co}-Funktionale 

g’vgö- Für/": = X (g’l, g£ folgt die Behauptung. 

4. §[<2!, . . . ,a„] sei eine Formel 3 ^ ©[<tz. . . ,a„,x]. Nach 

I. V. hat <3 ein charakteristisches {o,co}-Funktional g"*1- Für 

r ■■=g,,+1(Pb • • • ,p:,^[gn+lv,pi ■ • • ,0) 

folgt die Behauptung. 

Satz 3. Jede arithmetische Funktion ist {o,eo/definierbar. 

Beweis, cp : N" —»■ N sei eine arithmetische Funktion mit 

<P(>«i> . . . ,m„) = \x x%\mx, . . . 

Nach Lemma 6 gibt es ein {o,a)}-Funktional fn + 1 mit 

/" + 10 1, ■ ■ ■ ,m„ + 1) = o <=> %[mlt . . . + 

Dann ist + 1] ein 7z-stelliges {o,cu}-Funktional mit 

/««,[/" + 1]Oi> • • • ,m„) = <P(™ 1- • • • 

für alle natürlichen Zahlen m 
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