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1. Einleitung

Die Methode der finiten Elemente wurde urspriinglich intuitiv
begriindet. Erst in den letzten Jahren erkannte man, daf sie sich
als Spielart des Ritzschen oder des Galerkinschen Verfahrens
interpretieren 140t [1] [2]. Diese besteht darin, anstelle von Glo-
balansitzen Ansitze fur die einzelnen Bereiche (Elemente) zu
verwenden, ein Vorgehen, das bereits von Courant [3] im Jahre
1943 vorgeschlagen wurde. Beim Arbeiten mit Bereichsfunktio-
nen sind neben den (auf die AuBenrdnder bezogenen) Randbe-
dingungen die (auf die Innenrinder bezogenen) Ubergangsbe-
dingungen zu beachten. Die Methode der gewichteten Residuen
— als Sonderfall jene von Galerkin — ist an kein Funktional
gebunden; jedoch miissen beim Galerkin-ProzeB als Ansatz-
funktionen Vergleichsfunktionen (die simtliche Rand- und Uber-
gangsbedingungen erfiillen) verwendet werden. Die Methode von
Ritz hingegen beruht auf der Existenz eines Funktionals, das
fir die wahre Losung einen Stationirwert annimmt; die Ansatz-
funktionen brauchen nur ,,zuldssig’ sein, also (auBer gewisser
Stetigkeits- und Differenzierbarkeitsbedingungen) lediglich den
wesentlichen Rand- und Ubergangsbedingungen geniigen.

Im Rahmen der Elastostatik kommen als Funktionale bei der
Verschiebungsmethode das Potential (Lagrange, Green, Dirich-
let), bei der Kraftmethode das Komplementirpotential (Mena-
brea, Castigliano) und bei den sog. hybriden Methoden die ver-
allgemeinerten Potentiale nach Hellinger-ReiBner sowie nach
Hay-Chang Hu und K. Washizu in Betracht [4]. Bei letzteren
sind die Ansatzfunktionen weitgehend frei; insbesondere sind sie
nicht an die Randbedingungen — wohl aber jeweils an gewisse
Ubergangsbedingungen ~ gebunden. Wie von Prager [3], [6]
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bzw. von Bufler [7], [8] gezeigt wurde, kann man sich auch von
diesen Bindungen teilweise bzw. ganz befreien, indem man die
zugrunde gelegten Funktionale durch entsprechende Zusatz-
glieder erweitert. Nimmt man diese Erweiterung nicht vor, so
mufBl man mit Ansiitzen, die die jeweils geforderten Ubergangs-
bedingungen respektieren (sog. konforme Ansitze), arbeiten oder
zumindest Ansétze verwenden, fur welche die genannten Zusatz-
glieder verschwinden. Beispielsweise mussen in der Kirchhoff-
schen Plattentheorie bei Zugrundelegung des (nichterweiterten)
Prinzips vom Minimum des Gesamtpotentials konforme Ansatz-
funktionen so beschaffen sein, dall sowohl die Durchbiegung als
auch die Neigung in Normalenrichtung an den Bereichsgrenzen
stetig ineinander {ibergehen.

In all jenen Fillen, in denen kein Funktional existiert, wird
man zunichst iber die Methode der gewichteten Residuen zum
Ziele zu kommen versuchen. Eine groBe Willkiir bei dieser
Methode liegt jedoch in der Wahl der Gewichtsfunktionen, so-
fern man nicht speziell das Galerkin-Verfahren bevorzugt, das
allerdings wegen der dabei zu verwendenden Vergleichsfunktio-
nen in der Anwendung auf Mehrbereichsaufgaben (finite
Elemente) stark eingeschrinkt ist. Man vermeidet diese Willkiir,
indem man auf die in der Elastostatik bekannten Prinzipien der
virtuellen Verschiebungen und der virtuellen Kriifte — die man
mit Hilfe der Langrange-Parameter von den jeweiligen Nebenbe-
dingungen befreien kann - zuriickgreift [7], [8]. Wenn also kein
Funktional existiert (beispielsweise bei nicht elastischem Form-
dnderungsverhalten oder bei nichtkonservativer Belastung),
wenn man der Willkiir in der Wahl der Gewichtsfunktionen bei
der Methode der gewichteten Residuen entgehen will, und wenn
man trotzdem Ansatzfunktionen mit moglichst wenig Restrik-
tionen zu verwenden bestrebt ist, so hat man in den das verallge-
meinerte Prinzip der virtuellen Verschiebungen (bzw. der vir-
tuellen Krifte) beinhaltenden Variationsgleichungen cin geeig-
netes Hilfsmittel.

Diese Prinzipien sind nun keineswegs an elastostatische Auf-
gabenstellungen gebunden, sondern sie bestechen auch bei ver-
schiedenen anderen Problemen der mathematischen Physik. In
der vorliegenden Notiz wird unter Beschrinkung auf lineare
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Operatoren® gezeigt, dafl bei einer bestimmten Struktur der Aus-
gangsgleichungen zwei Prinzipien der virtuellen Variablen
existieren, ndmlich immer dann, wenn die Ausgangsgleichungen
zwel adjungierte Systeme von algebraischen Gleichungen (bei
diskreten Problemen, Ziff. 2) bzw. von Differentialgleichungen
erster Ordnung (bei kontinuierlichen Problemen, Ziff. 3) sind. Bei
der Anwendung dieser Prinzipien kommen das Eliminationsver-
fahren und die Lagrangesche Multiplikatorenmethode in Be-
tracht. Letztere flihrt zwangsliufig zu den verallgemeinerten
Variationsgleichungen; diese kann man (im Falle eines Konti-
nuums) auch flir Mehrbereichsaufgaben, wie sie bei der Methode
der finiten Elemente auftreten, nutzbar machen. Selbstverstind-
lich bendtigt man zur vollstindigen Beschreibung in den Varia-
tionsgleichungen noch die konstitutiven Bezichungen, die die in
einem System auftretenden Variablen mit jenen im adjungierten
System verkniipfen. Sind diese so beschaffen, daB Funktionale
(Potentiale, Komplementirpotentiale) existieren, so kommt man
zu Variationsprinzipien, welche den in der Elastostatik bekann-
ten Prinzipien entsprechen. Es werden systematische Herleitun-
gen gegeben und die einzelnen Querverbindungen aufgezeigt.

2. Diskontinuierliche Probleme

Man koénnte diese zwar als Sonderfall in die in Ziff. 3 verfolgte
Konzeption von Skalarprodukten in Hilbertriumen einbetten,
doch kommt ihnen zumindest fur Fragestellungen aus der
Mechanik eine eigenstindige Bedeutung zu. Deshalb sollen die
fur sie zustindigen Variationsgleichungen eigens entwickelt
werden,

2.1 Ausgangsgleichungen

Im folgenden werden einige Tatsachen aus der Theorie der
linearen Gleichungen benétigt; siche z. B. [g].

A sei eine reelle Matrix der Ordnung (2, 72) mit 2 >> m; o und &
seien reelle Spaltenmatrizen der Ordnung 7, ¢ und z solche der

* Uber die entsprechenden nichtlinearen Probleme soll an anderer Stelle
berichtet werden.
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Ordnung . Die transponierten GroéBen werden durch einen
Stern gekennzeichnet. Dann besteht die bilineare Identitit

u*Ao=oc*A*u. (2.0)

Ein physikalischer Sachverhalt werde durch die beiden
Gleichungssysteme

I Ao =g¢| (Grundsystem)und (2.1)
II A*u =¢| (adjungiertes System) (2.2)

sowie durch die eindeutigen Relationen (konstitutive Gleichungen)

IIT o =o0(e)
bzw. (2.3)
II1" ¢ = &(0)

beschrieben. (GIn. (2.3) werden erst spiiter bendétigt.)
Mit (2.1) und (2.2) liefert (2.0) die grundlegende skalare Bezie-
hung

l o*e =u*qg = g*u |, (2.4)

die in der Elastostatik als Arbeitssatz bekannt ist, sofern ¢ die
inneren Krifte, ¢ die Verzerrungen, ¢ die duBeren Krifte und #
die Verschiebungen repriisentiert; in diesem Fall beinhaltet (2.1)
die ,,Statik‘ (Gleichgewichtsbedingungen) und (2.2) die ,,Geo-
metrie'* (Verzerrungs-Verschiebungs-Gleichungen).

Mit dem linearen Gesetz ¢ = E¢ folgt 6*Me@ = g* @) und
damit der Zusammenhang

g*M @ = g*@ (), (2.5)

der in der Elastostatik als Betti-Maxwellscher Reziprozititssatz
bezeichnet wird (der obere Index 1t bzw. 2 deutet an, dal} die be-
treffenden GréBen der Relation (2.1) bzw. (2.2) geniigen).

Wegen n = m - p > mzist das System (z.1) unterbestimmt (in
der Elastostatik: ,,statisch unbestimmt‘) und das System (2.2)
tiberbestimmt. Aus (2.1) folgt daher
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I o = [C* B¥] [9]

pa

(2.6)

worin der zweite Anteil die Lésung der homogenenGleichung und
der erste Anteil eine spezielle Lésung der inhomogenen Gleichung
darstellt; die (unbestimmte) Spaltenmatrix x hat die Ordnung 2,
die Matrix B die Ordnung (p, ) und die Matrix C die Ordnung
(m, n). Einsetzen von (2.6) in (2.1) fihrt zu

AB*=o0; AC*=1I (2.7)
mit / als Einheitsmatrix der Ordnung (e, ).

Mit (2.6) in (2.4) resultiert

-E

wobeidie zweite Gleichung die Kompatibilititsbedingung des iiber-
bestimmten Systems (2.2) darstellt, wihrend die erste der Be-
rechnung von # dient. Die dualen Beziehungen (2.6) und (2.8)
sind grundsitzlich den Beziehungen (2.1) und (2.2) dquivalent.
Bemerkung: Im Fall # < ist (2.2) unterbestimmt (in der
Elastostatik: ,,kinematisch unbestimmt*) und (2.1) iberbestimmt.
Hier vertauschen ¢ und # bzw. ¢ und ¢ ihre Rollen und es ergibt

sich analog:
—rmpnlel 1F], — 9]
=l ol e=[l)

A*D* = o; AYF* = 1,

-

(2.8)

wihrend Gleichung (2.4) bestehen bleibt.
Wir kehren zum Fall % >> s zurick und betrachten eine wel-
tere spezielle Variante von (2.1) und (2.2):

i)~} v el

hierin sind 7, und ¢, von der Ordnung » < 7 und z ist von der
Ordnung 72 — 7. Ausfiihrlich geschrieben lauten diese Beziehun-
gen:
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Ago = 0; Ajo = gqq; (2.9)
e= AT u, + 4;z. (2.10)

Verwendet man in (2.3) das lineare Gesetz

o= FE¢ (2.11)

mit 7~ = E* als symmetrischer positiv definierter Matrix der Ord-
nung (i, z), so gelangt man durch Eliminationsprozesse zu fol-
genden Methoden:

Auf (2.1), (2.2) und (2.11) beruhen
a) die ,,z-Methode*
AEA*u =¢9 mit AEA* =S = S¥*, (2.12)

b) die ,,# — o-Methode*

[i 51*] [—f ] B [q] (2.13)

Auf (2.6), (2.8) und (2.11) beruhen
¢) die ,,x-Methode

BE1B¥; = — BE*gmit BEZB* =K = K*, (2.149)
d) die ,,x — e-Methode"

1 B i B

Auf (2.9), (2.10) und (2.11) beruhen schlieBlich
e) die ,,z-Methode*

AyEAY 2 = — AyEATuy mit A,EA; = L = L*,  (2.16)
f) die ,,2 — o-Methode*"

EY AX T o Afu,
G L
a o |—= o
In der Elastostatik heillen die ,,z-Methode‘* und die ,,z-Methode*
Verschiebungsmethoden und die ,,x-Methode® Kraftmethode
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(x statisch Unbestimmte). Die Analogie zwischen der ,,x-Me-
thode* und der ,,s-Methode'* geht auf Argyris zurtick [10].

Bei konkreten Aufgaben ist ein Teil der Elemente von ¢ und
der komplementire Teil der Elemente von # vorgegeben. Dann
schreibt man die Bezichungen (2.1) und (2.2) zweckmiBig in fol-
gender Form:

g :

I 1] o :l 1]; = 9, (gegeben); 2.18

l_Ae . 1 = 1 (gegeben);  (2.18)

11 [4] A45] [Zl] =¢; 1y = 1l (gegeben),  (2.19)
2

wobel ¢, und 2; bzw. ¢, und %, jeweils von gleicher Ordnung sind.
Aquivalent sind gemiB (2.6) und (2.8) die dualen Beziehungen

1 o—[C ¢l [;’] I (2.20)
2

I Be =0} [2] g = [Zil, 2y ==l (2.21)

2.2 Prinzip der virtuellen ,,Verschiebungen® *

Die virtuellen (infinitesimalen) Anderungen von 7 bzw. & wer-
den mit 6z bzw. d¢ bezeichnet. Das Prinzip der virtuellen ,,Ver-
schiebungen’* lautet, wie aus (2.4) ersichtlich ist, wegen du, = 0

| o* de = g* du = §; duy |, (2.22)

wobei fiir die virtuellen GréBen die Nebenbedingungen (N. B.) I1
(nach (2.19)) oder (gleichwertig) I1’ (nach (2.21)) bestehen. Es ist
eine Folge der Bezichung I (nach (2.18)) bzw. I’ (nach (2.20))
(IT bzw. II" wird ja vorausgesetzt!). Umgekehrt folgt aus ihm [
bzw. I’, so daf3 es eine notwendige und hinreichende Bedingung
fiir das Bestehen der Relationen I bzw. I’ darstellt. Dies kann man
durch Elimination von d& bzw. von d« in (2.22) zeigen:

* Diese Bezeichnung wird hier und im folgenden in Anlehnung an die
Begriffe der Elastostatik gewithlt, obwohl es sich bel # keineswegs um Ver-
schiecbungen handeln mub.

11 Minchen Ak. Sb, 1975
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a) Elimination von d& mittels (2.19) — nimlich de = A} du, —
fithrt zu dem in #, freien Problem

(c*Af — ¢ duy = o.

Hieraus ergibt sich wegen der Willkiirlichkeit von d#; das Ver-
schwinden des Klammerausdrucks und damit (2.18):

Ay0—g§, = o.
b) Heranziehung von (2.21) zur Elimination von d;; nimlich
duey = (C,b¢:
o*de = ¢} duy = ¢} Cy0e mit den N. B. Bde = o und C,e = o.

Die Methode der Lagrange-Multiplikatoren (4, ¢ Spaltenmatri-
zen) liefert das in ¢ freiec Problem

(6* —§7 C,— 2*Cy— p* B)de = o,
aus dem man wegen der Willkrlichkeit von de& auf
6—Créy—Cyh—B¥u=—o

und damit auf (2.20) schlieBt (die Bedeutung der Multiplikatoren
4 und g ist offensichtlich: 4 = ¢,, 1 = x).

c) Eine in den Variablen e, 2, #, sowie 2 und p (Lagrange-
Multiplikatoren) freie Variationsgleichung erhilt man durch Be-
riicksichtigung von (2.19) mittels der Methode der Lagrange-
Multiplikatoren:

(2.23)

[o0%de — gy by — 6 (I¥(e— AT oty — A1) + p* (wy— i)}y = 0|

Ausfiihren der Variationen und Zusammenfassen liefert

0e* (6 — A) + 0uy (Ay2— §y) + Oy (Agh — 1) — (2.24)
— OM* (e — ATy — Ay uy) — Sp* (sy — tiy) = 0

und damit

Al —§, = o, Ay — p = o;
11 e— A u; — Ay u, = o; Uy — iy == O;
A—o =o0.
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Es folgt also A = o, wihrend g mit ¢, identifiziert werden kann.

d) Ebenso bekommt man eine in den Variablen e, #,, #, sowie
2y ny, po und v (Lagrange-Multiplikatoren) freie Variationsglei-
chung, indem man in (2.22) die Bezichungen (2.21) geeignet be-
ricksichtigt:

o*0e — gy duy — 6 {A*Be + 15 (Cre —uy) + (325
+ pty (Coe — ) +v*(uy —dly)} =0 N

Nach dem Variieren des Klammerausdrucks folgt
(2.26)

de*(o— B¥L — CY py — C5 o) + 6241 (uy — 1) + 8oy (g — v)
—~02* Be— du; (Cre— 1y) — Sy (Coe — ay) — v* (g — ity) = 0
und daraus

I' 6—Cipy—Copyg— B*A=0; jy—§, =o0;

II" Be=o0; Cie—uy =0; Cot—1ty =0, wy—ils =0;
o —V = O.

2

Es ist alsoy = u,; ferner kann man py mit ¢;, #, mit ¢, und 2 mit x
identifizieren.

Bemerkung: Die Methode der Lagrange-Multiplikatoren dient
dazu, ein gebundenes Variationsproblem in ein freies {iberzufiih-
ren. Das gebundene Variationsproblem lautet mit f = f(v,)

of = E ;—i dv, =0 mit N. B. g; (v;) = o (holonom) bzw.

2 £;:0v; = o (nichtholonom).

Das Prinzip der virtuellen ,,Verschiebungen** fordert das Ver-
schwinden einer i. a. nicht integrablen Differentialform erster
Ordnung:

S fiov;=o0 mit N.B. g(v) =0 bzw. Y g, év,=o0.

Ea J
Bei holonomen Nebenbedingungen erhilt man nach der Methode
der Langrange-Multiplikatoren bekanntlich das freie Variations-
problem [11]

O0f + Xk g) =o.
J
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Ganz analog ergibt sich das freie Prinzip der virtuellen ,,Ver-
schiebungen

7

dabei sind alle Variablen v, sowie zusitzlich die Multiplikatoren 2,
frei zu variieren. Im Falle nichtholonomer Nebenbedingungen gilt

of +2 2 j'jg_jiavi =0
i 7
bzw. entsprechend

Z('f‘-{_ Z ljfj;)é’l/‘- = 0.

2.3 Prinzip der virtuellen ,,Verschiebungen® bei Existenz von Poten-

tialen

Hat die konstitutive Gleichung die Form

_ dllog)

111 o= 0", (2.27)

so ldBt sich (2.22) in folgende monogenetische Form transformie-
ren:

| oy, &) = 09 + 11 = stat. | (2.28)

mit den Nebenbedingungen II nach (2.19) oder 11" nach (2.21).
Fir die spezielle Relation (2.11) folgt das Gesamtpotential zu

=19 4 [I¥) =~ e* Ee — §}, (2.20)

und es wird schlieBlich
IT(uy, €) = IT¥ + [I® = min (2.30)

mit den Nebenbedingungen II oder I1', in der Elastizititstheorie
als Prinzip vom Minimum des Gesamtpotentials (Lagrange, Di-
richlet, Green) bekannt.
Ebenso erhilt man mit (2.27) aus (2.23)
(2.31)

1y (g, g, €, gy, 0) == IO + [0 — 6* (& — AT uy — Ajuy) —

— g (uy — 1iy) = stat.
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ohne Nebenbedingungen. Hierbei ist /; das verallgemeinerte Ge-
samtpotential, das in der Elastizititstheorie dem Funktional von
Hu-Washizu entspricht [4], [12], [13].

SchlieBlich ergibt sich mit (2.27) aus (2.25) das Prinzip

[2(”1: & 91y 92 5\7) =V + I — x*Be —

— g1 (Cre—u)) — g3 (Cae —ly) = stat. (2.32)

ohne Nebenbedingungen.

2.4 Prinzip der virtuellen ,,Kriifte® *

Verwendet man anstelle von ¢ und ¢ in (2.4) die zugehérigen
virtuellen Anderungen, die den Nebenbedingungen I (nach(2.18))
oder (gleichwertig) I’ (nach (2.20)) geniigen missen, so erhilt man
das Prinzip der virtuellen Krifte

| X060 = u*dg =1 dg,

(2.33)

Es ist eine Folge der Bezichung II (nach (2.19)) bzw. IT" (nach
(2.21)) (I bzw. I" wird ja vorausgesetzt!). Umgekehrt folgt aus
thm II bzw. IT’, wie man durch Elimination von do bzw. d¢, in
(2.33) zeigen kann, so dal} es eine notwendige und hinreichende
Bedingung fur das Bestehen der Relationen IT bzw. IT” ist:

a) Elimination von d¢ mittels (2.20)
86 = Cy dqs + B*dx
fithrt zu dem in ¢, und x freien Problem
(e* Cy — ily) Oqs + e* B*dx = 0,
woraus
Be=0; (Coe—iiy =0,

also (2.21) folgt.

b) Elimination von d¢, mittels (2.18) — nimlich d¢g, = 4,60 ~
liefert
(e* — ity Ay) 6o =0 mit der N. B. 4,00 = o.

* Die Bezeichnung folgt der in der Elastostatik iiblichen, ohne Riicksicht
darauf, ob es sich bei o und ¢ um Kraftgroflen oder andere physikalische
GroBen handelt.
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Das zugehdérige freie Problem lautet mit dem Lagrange-Multipli-
kator 4
(e* — iy Ay — 4*4,) 60 = 0.
Hieraus ergibt sich (2.19):
e— ATA— A3y =0
(die Bedeutung von 4 liegt auf der Hand: 4 = ;).

¢) Eine in den Variablen g, ¢4, g5, sowie A1, 4, und u (Lagrange-
Multiplikatoren) freie Variationsgleichung erhilt man durch Be-

riicksichtigung von (2.15) in (2.33):
(2.34)

e*00 — 1y Oqy —
— 6&?(‘410“‘91) ‘*‘1;(*420_92) + ¥ (g1 — ¢1)} = o.

Umformung liefert
(2.35)
8% (e — AF Ay — AX D) + g% (B — 1) + O3 (hy — i) —
— 0M (Ayo—g1) — 043 (Ao — go) — Op*(gy — 1) = ©

und damit
I Adyo—gi=0; Ayo—gy=0; g — 4§ =0
II E—Ar;.l—A;.ZZ:O; ;.2—2'22 — O;

Ay —p=o.

Folglich ist hier ¢ = 4;, wihrend 4; mit 2; und 4, mit #, identifi-
ziert werden kann.

d) Auf dhnliche Weise bekommt man eine in den Variablen o,
g1, g, x sowie A und p (Lagrange-Multiplikatoren) freie Varia-
tionsgleichung durch Hereinnahme von (2.20) in (2.33):

(2.36,

e*00 — iy Ogy —

— 00— (¥ — G gp— B*x) + p* (s — )} = o.

Ausfiithren der Variationen und Zusammenfassen liefert

So*(e — M)+ 0g) (Cyh — 1) -+ Ogh (Coh — i) + Sx* B (2.37)
— 0% (0 — (Y gy — Cigs — B*x) — 0p* (g — §gn) = ©
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und damit
I’ U—Cf%_ ;92—3*5“:0; 71— §1 = 0;
I Bi=o0; Ci—pu=o0; Cyh—1iy=o0;

A—e=
Es folgt also 4 = ¢, wihrend p mit #, identifiziert werden kann.
2.5 Prinzip der virtuellen ,,Krifte” bei Existenz von Komplementiir-
potentialen
Hat die konstitutive Gleichung die Form

, dlI \
111 g =250, (2.38)

so kann man (2.33) auf folgende monogenetische Form bringen:

[ I(gy, 0) = I + 1) = stat. I (2.39)

mit den Nebenbedingungen I nach (2.18) oder I’ nach (2.20).

Fiir die spezielle Relation (2.11) folgt das Gesamtkomplementir-
potential zu

IT =119 4 [1@ =% o* Yo — 4y g, (2.40)
und es wird
11(gy, 0) = min (2.41)

mit den Nebenbedingungen I oder I’, was in der Elastizitits-
theorie als Prinzip vom Minimum des Gesamtkomplementir-
potentials (Menabrea-Castigliano) bekannt ist.

Ahnlich folgt aus (2.34) mit (2.38)

jl(ula Uy Gn, 0) = — o — e 4 uy (Ayo— gy + (2.42)
[ + 25 (Ayo — g,) = stat. o
ohne Nebenbedingungen und aus (2.36) mit (2.38)

(2.43)

-2(711, & g1y Gor 0, %) = — [T — T 1
+e* (0 — (7 g1 — G ga— B*2) £ 14 (9. — §y) = stat.
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ohne Nebenbedingungen. Das verallgemeinerte Komplementir-

potential — /; entspricht in der Elastizititstheorie dem Funktional
von Hu [12].

2.6 Transformationen

Mit (2.27) und (2.38) folgt

AIT ZIT®

ST 4- [TD) = §e* g ot ——

= de*g 4- do*e = d(c*¢),
und damit — bis auf eine unwesentliche Konstante —
) +119(0) = o*e. (2-44)
Ferner gilt
119 (ay) + ﬁ(a)(%) =y §1— i3 g». (2.45)

(2.27), (2.38) und (2.44) driicken die Transformation von Legen-
dre [11] [14] aus, die das Umsteigen von der Variablen ¢ auf die
Variable ¢ bewerkstelligt.

Mit (2.44) geht (2.31) Uber in

1y (oty, 11y, 9, 0) = — IO - [T -

2.46
4 o* (AT ) + AJ us) — g* (2y — 1i,) = stat. (2.46)
1% 2 ) q 2 2

ohne Nebenbedingungen. Die Funktion /) entspricht in der Ela-
stizitdtstheorie dem Funktional von Hellinger-Reilner-Veubeke

(41, [13], [16], [17].
Macht man weiterhin von (2.45) Gebrauch, so erhilt man — wie
ein Verleich mit (2.42) zeigt — 7, womit der Zusammenhang

h=15=1] (2.47)
nachgewiesen ist.
Analog ergibt sich aus (2.43) mit (2.44)
(2.48)

Iy, €, g1, g ) = O —T19 — % (Crq, + Cf g+ B*%) +
o (g —gy) — stat.
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Zieht man aullerdem (2.45) heran, so folgt hieraus (2.32):

Iy =1I,=1I,. (2.49)

Ubrigens 1aBt sich auch die Transformation von Friedrichs be-
stiatigen: Diese fiihrt bekanntlich [14] ein Minimumproblem mit
Nebenbedingungen (N. B.) in ein Maximumproblem mit neuen
Nebenbedingungen, welche die natlirlichen Bedingungen des
urspriinglichen Minimumproblems sind, tiber. Es gilt nidmlich
fir den Fall des linearen Gesetzes (2.11) die Komplementirdar-
stellung:

II = min mit N. B. Il ist dquivalent /; = min mit N. B. II
und liefert I,

IT — min mit N. B. I ist dquivalent /; = max mit N. B. I
und liefert 11
und dual hierzu

IT = min mit N. B. IT" ist dquivalent 7, = min mit N. B. IT’
und liefert T,

11 = min mit N. B. I’ ist dquivalent 7, = max mit N. B. I’
und liefert IT".

3. Kontinuierliche Probleme

3.1 Ausgangsgleichungen

Zunichst sollen einige, im folgenden benétigte Begriffe aus der
linearen Funktionalanalysis zusammengestellt werden [9], [18],
[19], [20]. Der Satz der Ableitungssymbole in einem linearen Dif-
ferentialgleichungssystem wird als formaler Differentialoperator
A bzw. B bezeichnet; er erzeugt aus einem Tensor ¢ einen neuen
Tensor ¢ von i. a. anderer Stufe:

g=24ga.

Unter dem Skalarprodukt zweier Elemente # und ¢ (bzw. ¢ und o)
des aus allen Tensoren der Stufe « (bzw. der Stufe ) gebildeten
recllen Hilbertraumes /7, (bzw. /) versteht man das iiber den
(rdumlichen, zeitlichen) Bereich V erstreckte Integral
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(, )y = [o2ugdV u,qg& H,
g

bzw.

(8,a)ﬁ=i[aaa’V &0 & Hy

Die formal Adjungierte 4* des formalen Differentialoperators 4,
der linear sein soll, ist definiert durch die Bezichung

we D, CH,

(Ao, ), = (A*u, o)y + R. T. cC D, CH, (3.0)

(R. T. = durch partielle Integration anfallende Randterme;
D, bzw. D . Definitionsbereiche der Operatoren A bzw. A%*).
Wenn A = A*, dann heif3t 4 formal symmetrisch.

Ein physikalischer Sachverhalt werde durch die beiden Systeme
von linearen Differentialgleichungen erster Ordnung (Tonti [20])

I Ao =g¢| (Grundsystem) (3.1)

11 A*u = ¢} (adjungiertes System) (3.2)

sowie durch die eindeutigen Relationen (konstitutive Gleichungen)

111 o= 0(g) und g = q(u)
bzw. (3-3)
1" &= ¢(o) und w=1u(q)

beschrieben. Dazu kommen Randbedingungen beziiglich # auf
dem Teilrand 7, und bezliglich o auf dem Teilrand /| = /71— F.
Dann folgt aus (3.0) mit (3.1) und (3.2)

[0, 05 = @ 0 — R 7). (3-4)

Diese skalare Bezichung bringt in der Elastostatik (nach Prizi-
sierung der Randterme) mit 2 bzw. ¢ als Vektor der Verschiebun-
gen bzw. Volumskrifte und & bzw. o als Verzerrungs- bzw. Span-
nungstensor den Arbeitssatz zum Ausdruck; dort beinhaltet (3.1)
die ,,Statik'* (Gleichgewichtsbedingungen) und (3.2) die ,,Geo-
metrie’*  (Verzerrungs-Verschiebungsgleichungen). Mit dem
Hookeschen Gesetz 0 = K¢ ergibt sich wegen der Symmetrie von
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E oMe® = @M und damit — nach Prizisierung der Rand-
terme

Ig(l) 1wV + f s JF — fq(‘?)u(l)d[/ -+ f\y(z)%(l) dF (35)
1% 7 1% F

mit s als auf die Flicheneinheit bezogenem Randkraftvektor (Der
obere Index 1 bzw. 2 soll andeuten, dal3 die betreffenden GréBen

der Relation (3.1) bzw. (3.2) genligen.) Dies ist der Betti-Maxwell-
sche Reziprozitétssatz.

Die Stufe der Tensoren ¢ und o sei hoher als jene der Tensoren 7
und ¢. Dann ist das System (3.1) unterbestimmt und das System
(3.2) Uberbestimmt. Das allgemeine Integral von (3.1) lautet mit
der tensoriellen Losungsfunktion ¢ und dem partikuldren Integral
G = C*¢, falls ¢ unabhingig von # ist,

I’ o = [C* B¥] Tg (3.6)

worin B* bzw. C* die Adjungierte des formalen Operators 5 bzw.
C gemil

(Be,w)y = (B*y,e)g + R. 7.
(Ce,q), =(C*q,e)s +R. T.

bezeichnet. Einsetzen in (3.1) liefert
AB*p=0,AC*g =g,

wihrend man aus (3.4) notwendig

, cl.
I1 B =1, (

[¥3)
~1
~—

folgert. Der zweite Teil von (3.7) beinhaltet die differentiellen
Kompatibilititsbedingungen des Uberstimmten Systems (3.2).
Bei einem mehrfach zusammenhingenden Bereich — darauf soll
hier nicht weiter eingegangen werden — fallen auBBerdem integrale
Kompatibilititsbedingungen an [21].

Verwendet man in (3.3) das lineare Gesetz

o= Fe¢ (3.3)
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mit £ als positiv definitem symmetrischen Tensor gerader Stufe,
so gelangt man durch Eliminationsprozesse zu folgenden Metho-
den: Auf (3.1), (3.2) und (3.8) beruhen

a) die ,,z-Methode"
ALA*u=¢ mit AEZA*=S5=5% (3.9

b) die ,,2-0-Methode* (kanonische Gleichungen)

| B (310

Auf (3.6), (3.7) und (3.8) beruhen
) die ,,y-Methode*

BE-1B*= —BE-1C*¢mit BE-1B*= K= K* (3.11)
d) die ,,p-e-Methode"’

‘-g B;*] [—;]Z C;g]. (3.12)

In der Elastizititstheorie beinhaltet (3.9) die Cauchy-Navier-
schen und (3.10) die Beltrami-Michellschen Differentialglei-
chungen; ferner bedeutet dort 2 den Verschiebungsvektor und »
den Spannungsfunktionstensor von Beltrami.

Die in (3.0) bzw. (3.4) auftretenden Randterme sind vom for-
malen Differentialoperator 4 abhingig. Es ist daher glinstig, das
weitere an einem konkreten Beispiel vorzufithren, wobei man
zweckmiBig neben der symbolischen Schreibweise die Index-
schreibweise filir die kartesischen Tensoren verwendet. Die
Koordinaten werden mit x; ( = 1, 2, 3) bezeichnet; ¢, ist das

Symbol fiir die partielle Ableitung 0; = 3L;rz und #; repridsentiert

die nach auBen zeigende Randnormale. ¢;;, ist der e-Tensor,
dessen Komponenten fiir eine gerade Permutation von 1, 2, 3
gleich 1, fir eine ungerade gleich —1 und sonst gleich o sind.
Ferner gelte die Summationskonvention.

Wir betrachten folgende Differentialgleichung:

I Ao =g¢g oder 4,0, = gmit A, = —0,. (3-13)
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Dafiir gilt (jeweils Eindeutigkeit, Integrierbarkeit und Stetigkeit
einschlieBlich der ersten Ableitungen vorausgesetzt)

(Aoyu), = [uAd;0.dV = [0, AfudV — [ uon,dF
% v 7

(3-14)
= (A*u,0)y — [ wondF mit AF =70,
ra
Mit A * bilden wir
I A*u=¢ oder Afu=¢, (3.13)

Die differentiellen Kompatibilitdtsbedingungen von (3.15) lauten,
wie man leicht bestétigt

1’ Be=o0 oder B e =0 mit B, ,=y¢;; 0. (3.16)
Weiter gilt nun

(Bg, 7‘(;)1 — J' P; _B’.jajdV :VI g}.B?‘.wjdV —I—Ff Ciik W:‘Ej”de

i

g (3.17)
= (B*y,&); + [e;,p;6,m, dF mit Bl = B,.
b3
GemiB (3.6) erhilt man sodann mit & = C*g
I’ 0=20 4 B*y oder o,=q;, + B,y (3.18)
Mit der speziellen konstitutiven Beziehung (3.8)
111 0= FEe oder o, = FE;¢ mit E 5 =FE; 3.19)
lautet (3.9)
— 0 (E,;0)un = g. (3.20)

Dies ist fur £, = 0,,¢ = const mit ¢, als Kronecker-Symbol die
Poissonsche Diffgl.
Der ,,Arbeitssatz® (3.4) nimmt nun folgende Gestalt an

21)

('S

[o6,dV = [qudV + [wo,ndF (
i v r

Wie man unschwer erkennt, handelt es sich physikalisch z. B.
um das Wirmeleitproblem oder um die Sickerstromung. Bei
letzterer bedeutet 2 den Druck, ¢ die Quellenergiebigkeit, e; den
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Druckgradienten, o; den Geschwindigkeitsvektor, wihrend die
konstitutive Beziehung (3.19) das Darcysche Gesetz fiir Aniso-
tropie ausdriickt.

Im Blick auf die Anwendung der Methode der finiten Elemente
zerlegen wir den Bereich 77 in mehrere Einzelbereiche V® (Ele-
mente) mit den erwihnten Voraussetzungen fiir die jeweiligen
Funktionen. Neben den Randbedingungen (R.B.) am AuBlen-
rand F = F, + F, kommen auch die Ubergangsbedingungen
(U.B.) an den Innenrindern 2 in Betracht. Es gilt fiir die (nach
der gedanklichen Trennung der Einzelbereiche) jeweils aus den
Einzelbereichen zeigenden Flichennormalen

n; +u; =0 (3.22)

i

wobei sich die Zeichen -+ und — auf die beiden Schnittufer eines
Innenrandes beziehen. SchlieBlich ist die Einfithrung der Sym-
bolik

(2] :% (at +a~); (@) = at —a~ (3-23)

fiir die algebraische MittelgréBe bzw. SprunggrioBe einer Funk-
tion zweckmiBig. Damit ergibt sich

atbt— a6~ = [a] 6) + <a)[8]. (3.24)

Falls Unstetigkeiten an den Innenrdndern vorgeschrieben sind,
bestehen dort die Ubergangsbedingungen

ut—u— = @y, 0 nf +o;u; = (6] —o)n} =) (3.23)

Die vollstindige Beschreibung des Problems ist dann durch
die folgenden Beziehungen gegeben

(3.26)
I —0,0,=¢inV%® 0, =5auf F,; {o)n = (Hauf D
(3.27)
11 8,u=¢in V¥ uw=rsnauf F,; (uy = (GtyaufD
oder alternativ
I’ 0,=5; +e;;0, 9 in VPplusR. B.und U. B. (3.28)

1’ ¢;;20,6, =0 in V®plus R. B.und U. B. (3.29)
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wozu die konstitutiven Gleichungen (3.3) treten. Bei der hier vor-
genommenen Bereichseinteilung ist im ,,Arbeitssatz (3.21) das
Flichenintegral nicht nur iber den Aulenrand, sondernauchiiber
die Innenrinder zu erstrecken, die jeweils zweimal durchlaufen
werden (positives und negatives Schnittufer):

S{oeedV =73 jgudV—{—juana’F—{— [sudF—l—

+ ] (o) Gyt 4 By GYdF (3:30)

Das Summenzeichen deutet an, dal3 die tiber alle Einzelbereiche
erstreckten Integrale zu summieren sind. Das Integral Gber D in
(3.30) ist nur einfach zu nehmen.

3.2 Prinzip der virtuellen ,,Verschiebungen®

Das Prinzip der virtuellen ,,Verschiebungen ergibt sich un-
mittelbar aus (3.30) nach Ersatz von z und ¢; durch die entspre-
chenden virtuellen GréBen, wobei gefordert wird, dalB3 diese die
Nebenbedingungen 1T (nach (3.27)) oder I’ (nach (3.20)) erfiil-
len. Es ist eine Folge von I (nach (3.26)) bzw. I’ (nach (3.28)) und
damit eine notwendige Bedingung fiir das Bestehen von I bzw. I".
Da umgekehrt aus ihm diese Bezichungen folgen, ist es auch eine
hinreichende Bedingung hierfiir. Es lautet:

(3.31)

Do dedV = )—’fqéudV—{—fsézm’F—{—f(s>é [2]d

P

mit den Nebenbedingungen IT oder II".

Wir besprechen zwei Methoden:

a) Eliminationsmethode: Mit de = 0,02 = 60,2 und An-
wendung des GauBschen Integralsatzes folgt das in # freie Pro-
blem (vgl. (3.14)).

2 [ (00,4 @) dudV — [ (0,2, —5)dud F —

I40) &

— [oynf —ENOu]dF =o
b

und hieraus wegen der Willkiirlichkeit der Variationen direkt
lin(3.26).
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b) Multiplikatorenmethode:*

Hier werden die N. B. II mit den Lagrangeschen Multiplika-
toren berlicksichtigt [14], [8]. Man erhilt eine in den Variablen
e, # sowie 4, u und v (Multiplikatoren) freie Variationsgleichung

(3-32)
ZIG,-éaia’V > [qoudV — fséua’F f( YO[e)ldF —
o — 6{ g’VL)Z, (e, — 8 wW)dV +r£ p(n —i)d F +
- 3Gy — ) 48| =0

Ausfihren der Variationen und Zusammenfassen liefert:

(3-33)
Z J\ (Ut'_)') 68:“1 V_—Z f (axlt_*_ g) 6%[2’ V-—Z .[ (ai—— aiu>6lid V
1 Z40) 120} e

+ [ m,—3)bud F — f(u—u)d,udﬁ + [ Gy — p) dud FF
Fs

+p'[ {[AJn —v} 6 (u)d F —l—g (Poynf — (5))o[u]d F —
—1)[ (luey — ()) ovd F
und damit

I 04 +g¢g=o0inV% in —5=o0 auf F,;
Goynt — (Y =o0 auf D

II g—0u=o0in V¥, 2% —s =o0 auf F,;
{uy — {#)y =0 auf D

sowie 4, — 0, =oin V®; y— A, —= o0 auf F;
(A}t —» =o0auf D,

e )

woraus die Bedeutung der Multiplikatoren ersichtlich ist. Die in
Ziff. 2.2 erorterten Varianten b) und d) sind hier prinzipiell auch
méglich, sollen aber wegen ihrer Schwerfilligkeit nicht weiter
verfolgt werden.

* Die in Ziff. 2.2 iber die Lagrangesche Multiplikatorenmethode gemachte
Bemerkung gelte hier analog. Allerdings ist sic im Falle von partiellen Difigl.
als Nebenbedingungen nicht bewiesen [14].
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3.3 Prinzip der virtuellen ,, Verschiebungen® bei Existenz von Potentia-
Ien

Lauten die konstitutiven Gleichungen (bei Zulassung von
Nichtlinearititen)

1) 8 (a)
111 G, = on ;Zj;e;’) . g= 0" a(zj, %) 5 e, (3.34)

so 148t sich (3.31) in folgende monogenetische Form transfor-
mieren:

[T(me) = 1) + () = stat. | (3.35)

mit den Nebenbedingungen 11 nach (3.27) oder I’ nach (3.29)
sowie

770 5 [ A GV D = S“fz(”)dV—fsudF— (3.36)
P 2%}
—f P

Firr die spezielle Relation (3.19) sowie fiir ¢ = § (unabhingig
von #z) wird

(3-37)
= 3 [ EeedV — Y f)qzta’V j SudF — f(s)[u]dﬁ
& J2485) 253
(£, positiv definit) und daher, wie man leicht zeigt
I(u,ey = Y + [T = min (3.38)

mit den Nebenbedingungen II in (3.27) (Dirichletsches Prinzip
in der Elektrostatik entsprechend dem Prinzip vom Minimum des
Gesamtpotentials in der Elastizititstheorie). Als Eulergleichungen
und natlrliche Bedingungen crgeben sich die Relationen I in
(3.26).

Ebenso erhilt man mit (3.34) aus (3.32) nach Einsetzen der
Multiplikatoren 4, ,:

1y (wye,,0,) = D (e,) + 1T () — 3 [ 0,(e,— Q;2)d V
1
— [ o, (e —at)d F— [ [0]]({uy — Caby) mi d F = stat. (3.39)
: E

‘u

ohne Nebenbedingungen. Dieses verallgemeinerte Gesamtpo-
tential entspricht in der Elastizitiitstheoriec dem Funktional von

12 Minchen Ak. Sb. 1975
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Hu-Washizu [4], {12], [13] bzw. bei Berticksichtigung der Dis-
kontinuitdtsterme dem Funktional von Prager und Bufler {s],
[6], [71, [8]; bei Prager steht o727 anstelle von {o,]7, d.h.
o} wird dort tiber D als stetig vorausgesetzt. Die Euler-
Gleichungen und natiirlichen Bedingungen sind die Relationen I
in (3.26), 11 in (3.27) sowie III in (3.34) (erste Gleichung).

3.4 Prinzip der virtuellen ,,Krifte

Verwendet man in (3.30) anstelle von g, und ¢, die virtuellen
Anderungen und verlangt von diesen, daf3 sic den Nebenbedin-
gungen I (nach (3.26)) oder I’ (nach (3.28)) geniigen, so gelangt
man zum Prinzip der virtuellen ,,Kriifte':

(3.40)
S [ed0,dV = 3 [udgdV 4 [iin00.dF - [(iyd|o)nS dF
) ) Fu D

Es ist eine Folge von II (nach (3.27)) bzw. 11" (nach (3.29)) und
damit eine notwendige Bedingung fiir das Bestehen von I bzw.
IT". Da umgekehrt aus ihm diese Beziehungen folgen, ist es auch
eine hinreichende Bedingung hierfur.

Wir unterscheiden folgende Methoden:

a) Eliminationsmethode: Mit dg = — 80,0, = — 9,05, und
Anwendung des Gaullschen Integralsatzes folgt das in o, freie
Problem

S e;— 0060, AV + [(u—il)Som,d F +
Fu
4 f(uy — @) o[ oin; dF = o
b

und hieraus wegen der Willkiirlichkeit der Variationen direkt II
in (3.27).

b) Multiplikatorenmethode: Durch Beriicksichtigung der N. B. I
mit Hilfe der Methode der Lagrange-Multiplikatoren ergibt sich
eine in den Variablen ¢, ¢ sowie 4, # und » (Multiplikatoren)
freie Variationsgleichung:
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(3-41)
S fed0,dV—3" [wdgdV—[dindo,dF—[{i)yo[o]n; dF
2482 Py D

P

— 9 {— Z_.!ﬂj'(aio‘i +9dV + fﬂ(a,nl—f)dﬁ 4
+ Jr(oynt — (NdF} =o

Nach dem Umformen folgt

— 3 [ (e—2bqgdV + 3 [ (e,—0,4)006,dV -+
1%0) %)
3 [ (ot g ordV
120
-+ (A—iyn,00,dFr — | (0,2, —$)opdF +
F{ ( 7)1;00, rf (0,2, — 3)Op (3.42)
4+ [(A—pwndo.dF
Fﬂ
+  [(A—nafloydF— [ (oyni — &))or +
D b

[ (B — @y 3lo]d F = o

und damit gemil der bekannten Schlulweise

I 0,0, qg=0in VP, gn,—3 =o0auf ;
{oynf — () =oauf D
11 e;— 0, A=0inV®;, 1 —gd =ocauf F; (54
(Y — iy = o auf D 3-43)

sowie A—n=o0in V' y— 1= o0 auf F,v—[4] = o auf D.

Die Bedeutung der Multiplikatoren ist offensichtlich.

Auch die beiden weiteren, den Varianten a) und d) von Ziff. 2.4
entsprechenden Vorgehensweisen sind hier moglich. So erhilt
man z. B. durch Elimination von 00, = ¢;;,0,0%;

fiir den Spezialfall 7, = o und ¢ = § (unabhingig von )
2 [ ej0,8i0p, dV +R.T.=o0
2]
und hieraus sofort wegen der Willkiirlichkeit von dy; die diffe-

rentiellen Kompatibilititsbedingungen I1" in (3.29). Der Rand-

12*
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term liefert Ubrigens bei mehrfachem Bereichszusammenhang die
integralen Kompatibilitdtsbedingungen (vergl. hierzu [21]).

3.5 Prinzip der virtuellen ,,Krifte bei Existenz von Komplementiir-
potentialen

Die (nicht notwendig linearen) konstitutiven Bezichungen

oA (x, 7@ (x;, ¢) . :
111 g = -J—a%-jigj)—; U= — —”—-a(g’—q-)— in V'® (3.44)

erlauben es, (3.40) in die monogenetische Form

| 1(,,q) = V(o)) + [1¥(s,,9) =stat | (3.43)

mit den Nebenbedingungen I nach (3.26) oder I’ nach (3.28)
sowie
9= 3 [494V; (3.46)

1

no= [29aV — [idom, dF — [ Giylo)nF d I
£y D

J7ey
zu transformieren. Im einzelnen ergibt sich fiir das lineare Gesetz
(3.19) sowie flir ¢ = ¢ (unabhingig von )
I ==Y [E;‘0;,6,dV —[diond F— [ {iylo]n dF (3.47)
145) Fy D

2
(£7;* positiv definit) und folglich, wie leicht zu zeigen ist
II(5)) = II9 4 [T = min (3.48)

mit den N. B. I nach (3.26) (Thomsonsches Prinzip in der Elek-
trostatik analog dem Prinzip vom Minimum des Gesamtkomple-
mentérpotentials bzw. fir /, = o dem Prinzip von Menabrea-
Castigliano in der Elastostatik). Als Euler-Gleichungen und
natiirliche Bedingungen erhilt man die Beziechungen II nach
(3-27)-

Verwendet man andererseits (3.44) in (3.41) und setzt die
Multiplikatoren ein, so folgt bis auf das Vorzeichen das verall-
gemeinerte Gesamtkomplementirpotential, das in der Elastizitits-
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theorie fiir kontinuierliche Felder dem Funktional von Hu [12]
entspricht:

(3.49)
I(u,0) = — ﬁa)(“i) — 10, q) — ZVU;[ (00,4 §)udV
+IJ(U;'7Z;—‘3")”“’F+ [ [ ({a,ynt — (5))d F = stat

ohne Nebenbedingungen. Die Beriicksichtigung der Diskontinui-
titsterme geht auf Prager [5], [6] und Bufler [7], [8] zuriick; bei
Prager steht # anstelle von [#z], d. h. # wird dort als stetig tiber D
vorausgesetzt. Die Euler-Gleichungen und natiirlichen Bedin-
gungen sind die Relationen I in (3.26) und II in (3.27), mit ¢
nach II1" in (3.44).

3.6 Transformationen
Mit (3.34) und (3.44) erhilt man
(7D 4 7Y = 0,0¢, 4 ¢;00, = 0(as¢; (3.50)
O(m? + a9 = — qdu—udqg = — 8(qu) (3-51)
und damit — bis auf eine unwesentliche Konstante —
a4+ a9 =g.6;; 794 2D = — gu. (3-352)

Ferner gilt nach (3.36), (3.46) und (3.51)

(U8

OO+ 9= — 3 [ qudV —[sudF — [dion,d F— (3.33)
Fy Fy

12085)

— Df (Y] + @D [o]n) dF.

Durch (3.34) und (3.44) sowie durch (3.52) kommt die Legendre-
sche Transformation [14] beziiglich o, und ¢; sowie ¢ und 72 zum
Ausdruck.

Mit den je ersten Gleichungen in (3.52), (3.36) und (3.46)
geht (3.39) Gber in
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(3-54)

[ (,0) = — () + TP@w) + 3 [ 0,0,udV

&5

— [omn(u—d)dF — [ [0,)({uey — i) n) d F = stat

ohne Nebenbedingungen. Das Funktional 7, entspricht in der
Elastizitiitstheorie jenem von Hellinger-ReiBner-Veubeke [4],
[15], [16], [17] bzw. bei Berlicksichtigung des letzten Terms
jenem von Prager [5], [6] und Bufler [7], [8]; bei Prager steht
o7} anstelle von [o;]7;", d. h. 0,22 wird dort als stetig iiber D
vorausgesetzt. Mit der Umformung

N fooudV =—3 [00,udV+ [onudF +

po P Fut 5y

-+ 1{ [0, {uyn} dF ~2[ {o Y[ nf dF

und der Elimination von /7 mittels (3.53) ergibt sich hieraus —
wie ein Vergleich mit (3.49) lehrt — das Funktional [_1, womit der
Zusammenhang

[1:j1=i1 @3-

o
e
"2 %

nachgewiesen ist.

Ebenso wie bei den diskontinuierlichen Problemen kann man
auch hier die Transformation von Friedrichs bestétigen. Denn es
gilt mit IT nach (3.37) und IT nach (3.47) die Komplementirdar-
stellung:

IT = min mit N. B. IT ist dquivalent 7, = min mit N. B. 1T und
liefert I, 7T == min mit N. B. [ ist diquivalent 7, == max mit N. B.
I (und liefert II), d. h. ein urspriingliches Minimumproblem mit
Nebenbedingungen kann in ein Maximumproblem mit neuen
Nebenbedingungen, die die natirlichen Bedingungen des ur-
springlichen Problems sind, transformiert werden. Fir das der
exakten Losung zugeordnete Funktional 7; gilt mithin die Ein-
grenzung

— min [T < 7, < min 11, (3356)
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wobei die Schranken iiber zuldssige (den N. B. I bzw. IT ge-
niigenden) Ansatzfunktionen zu bestimmen sind.

Die Funktionale /7 nach (3.37) und I/ nach (3.47) ohne Dis-
kontinuititsterme dienen in [22] als Grundlage fiir die Anwendung
der Methode der finiten Elemente auf das Problem der ebenen
Sickerwasserstromung.

3.7 Weitere Zusammenhiinge und Bemerkungen

Beim Funktional 7, handelt es sich, wie leicht gezeigt werden
kann, um die kanonische Form des Funktionals I/ [17]. Es kann
entsprechend der in dieser Arbeit verfolgten Konzeption sowohl
iiber das Prinzip der virtuellen ,,Verschiebungen‘ als auch Gber
das Prinzip der virtuellen ,, Krifte' erzeugt werden (siche hierzu
die Systematik in Abb. 1). Eine interessante Alternative der Her-
leitung der Funktionale 7,, 77 und 11, die die Methode der La-
grangeschen Multiplikatoren vermeidet und auf der Konstruk-
tion eines selbstadjungierten Operators aus den Ausgangs-
gleichungen I nach (3.1) und II nach (3.2) beruht, wird von
Sewell {23] angegeben.

Die auf I"in (3.28) und II"in (3.29) beruhenden Darstellungen
haben einen kleineren Anwendungsbereich als jene, die auf I in
(3.26) und II in (3.27) beruhen: Denn sie gelten nur, wenn das
System IT uberbestimmt ist; auflerdem sind die Randbedingun-
gen schwieriger unterzubringen. Aus diesem Grund wurde hier
nicht auf weitere Variationsfunktionale (in Analogie zu den in
Ziff. 2 diskutierten Funktionen /7, 7, und 7,) eingegangen;
solche finden sich flir Einbereichsaufgaben der Elastostatik ohne
Bezugnahme auf allgemeine Randbedingungen bei Tonti [24].

Bei der approximativen Losung von Aufgaben mittels bereichs-
weise vorgegebener Ansatzfunktionen mit freien Parametern
(finite Elemente) nach Art des Ritzschen Verfahrens hat man auf
die den einzelnen Prinzipien zugrundeliegenden Voraussetzun-
gen, insbesondere auf die Nebenbedingungen zu achten. Falls
keine physikalischen Diskontinuititen lings der Innenrdnder D
vorliegen (was wohl in den Anwendungen die Regel sein wird und
im folgenden vorausgesetzt sei), gilt dort (i) = () =o.
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Bezlglich ihres Verhaltens auf D unterscheidet man Ansatz-
funktionen mit folgenden Eigenschaften:

(122) 2 unterliegt keinen Restriktionen

(224) 2 erfiillt die Bedingung [ [0,]{u)n; dF = o
(32) w erfullt die Bedingung 1<)u> =0

(16) o, unterliegt keinen Restriktionen

(20) o, erfiillt die Bedingung | [2] {o,)n dF = o
(30) o; erfilllt die Bedingung?o‘,)n{ = 0.

Arbeitet man gemiB (1#) bzw. (16), so miussen in den Funktio-
nalen 7, und 7, bzw. 7; die Diskontinuitiitsterme mitgenommen
werden. Sie entfallen nur dann, wenn die (schwachen) Bedin-
gungen (2#) bzw. (2¢) oder die (starken) Bedingungen (32) bzw.
(30) erfillt sind. Insbesondere mul} bei Verwendung des Funk-
tionals /7 (das als Sonderfall in /7, enthalten ist) die Bedingun-
gen (2#) oder (3z) erfillt sein, und bei Verwendung des Funk-
tionals IT (das als Sonderfall in 7, enthalten ist) die Bedingun-
gen (20) oder (30). Genligt cin #-Ansatz der Bedingung (3#), so
nennt man ihn ,,conforming®; erfullt er jedoch nur (2#), so sagt
man, er hat den ,,patch test’ bestanden und ist damit zulissig
fiir das am héufigsten verwendete Prinzip (3.35) (siche hierzu die
mathematischen Ausfihrungen in {23]).

Analoge Uberlegungen treffen fiir die Variationsgleichungen
(3.31) und (3.32) bzw. (3.40) und (3.41) zu, die eine nicht not-
wendig integrable Differentialform erster Ordnung darstellen
und damit nicht an die Existenz von Funktionalen gebunden
sind.

3.8 Anhang: Gegeniiberstellung einiger formaler Differentialoperatoren

Es werden folgende tabellarisch zusammengestellte Tille
betrachtet:

a) Ein durch die Linienlast ¢ beanspruchter Stab (eindimen-
sionales Problem; ¢ Schnittkraft, & Dehnung, # Verschiebung).
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Da das System II nicht iiberbestimmt ist, gibt es keine Kompati-
bilitdtsbedingung fiir e.

Diese statische Aufgabe ist dquivalent der kinetischen Aufgabe
der eindimensionalen Bewegung eines Massenpunktes. Hier be-
deutet ¢ die der Bewegungsrichtung entgegengesetzte Kraft, o
den Impuls, ¢ die Geschwindigkeit und 2 den Weg. Die in den
Prinzipien vorkommenden Integrale sind {iber die Zeit zu er-
strecken. Dann entspricht, wie leicht nachzupriifen ist, (3.35) dem
Hamiltonschen Prinzip mit 7 als kinetischer Energie und =
als negativemn Potential der Kraft ¢ (sofern dieses existiert). Bei
einer Diskretisierung des Zeitkontinuums kommt man so auto-
matisch zu finiten Zecitelementen, siehe hierzu Argyris und
Scharpf [26].

b) Das unter Ziffer 3 ausfiithrlich behandelte Problem der
rdumlichen Sickerstrémung mit ¢ als Quellergiebigkeit, o, als
negativer Geschwindigkeit, ¢; als Druckgradient und # als Druck.
Analog behandelbar sind das Problem der stationdren Wirme-
leitung und das elektrostatische Feldproblem.

c¢) Die rdumlichen Gleichungen der linearen Elastizitdtstheorie
mit ¢, als Volumskraft, o;; als Spannungstensor, ¢, als Verzer-
rungstensor und #, als Verschiebungsvektor.

Il Ao=¢ Il A*u=¢ 1" 0=6-+-B*y 1II'’ Be=o0

Ao=gq A*u = ¢ |
a

A=—d A*=2 |
Ao.=¢q A = e G-:&-{—B*.w- B..e.=o0
b) i : ‘ i [ A i<
Aim—d,  A* =0 | BY— b, B, =B
3 Ao, =q;, AfLup=r¢,; | 05=0;% Bl 1 W BijimEm =0
Aj = _aj Z’k = l— Bx*jlm = gt‘jkelmn ak an Bijlm s B:’Im

N
(6;40;+0,,0,)
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Grundsystem I
(,,Statik‘*)

[

Hans Bufler

Adj. System I1I
(,,Geometrie'’)

1

v

,Arbeitssatz'!

I
v v
Prinzip d.
,virt, Versch.”

verallg. P. d.
,virt, Versch.*

Prinzip d. reralle. P. d.
, Konstit, GL 111 rinzip verallg

,virt, Kriifte! ovirt, Krifte'

[ I I 1
v v
IT = stat IT == stat
v v
Iy == stat I, = stat

l———» 7, = stat |4

Abb. 1 Systematik der aus den Relationen T, 1T und IIT entwickelten Variationsprinzipicn
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