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1. Einleitung 

Die Methode der finiten Elemente wurde ursprünglich intuitiv 

begründet. Erst in den letzten Jahren erkannte man, daß sie sich 

als Spielart des Ritzschen oder des Galerkinschen Verfahrens 

interpretieren läßt [1] [2]. Diese besteht darin, anstelle von Glo- 

balansätzen Ansätze für die einzelnen Bereiche (Elemente) zu 

verwenden, ein Vorgehen, das bereits von Courant [3] im Jahre 

1943 vorgeschlagen wurde. Beim Arbeiten mit Bereichsfunktio- 

nen sind neben den (auf die Außenränder bezogenen) Randbe- 

dingungen die (auf die Innenränder bezogenen) Ubergangsbe- 

dingungen zu beachten. Die Methode der gewichteten Residuen 

- als Sonderfall jene von Galerkin — ist an kein Funktional 

gebunden; jedoch müssen beim Galerkin-Prozeß als Ansatz- 

funktionen Vergleichsfunktionen (die sämtliche Rand- und Über- 

gangsbedingungen erfüllen) verwendet werden. Die Methode von 

Ritz hingegen beruht auf der Existenz eines Funktionais, das 

für die wahre Lösung einen Stationärwert annimmt ; die Ansatz- 

funktionen brauchen nur „zulässig“ sein, also (außer gewisser 

Stetigkeits- und Differenzierbarkeitsbedingungen) lediglich den 

wesentlichen Rand- und Übergangsbedingungen genügen. 

Im Rahmen der Elastostatik kommen als Funktionale bei der 

Verschiebungsmethode das Potential (Lagrange, Green, Dirich- 

let), bei der Kraftmethode das Komplementärpotential (Mena- 

brea, Castigliano) und bei den sog. hybriden Methoden die ver- 

allgemeinerten Potentiale nach Hellinger-Reißner sowie nach 

Hay-Chang Hu und K. Washizu in Betracht [4]. Bei letzteren 

sind die Ansatzfunktionen weitgehend frei; insbesondere sind sie 

nicht an die Randbedingungen — wohl aber jeweils an gewisse 

Übergangsbedingungen — gebunden. Wie von Prager [5], [6] 
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bzw. von Buffer [7], [8] gezeigt wurde, kann man sich auch von 

diesen Bindungen teilweise bzw. ganz befreien, indem man die 

zugrunde gelegten Funktionale durch entsprechende Zusatz- 

glieder erweitert. Nimmt man diese Erweiterung nicht vor, so 

muß man mit Ansätzen, die die jeweils geforderten Ubergangs- 

bedingungen respektieren (sog. konforme Ansätze), arbeiten oder 

zumindest Ansätze verwenden, für welche die genannten Zusatz- 

glieder verschwinden. Beispielsweise müssen in der Kirchhoff- 

schen Plattentheorie bei Zugrundelegung des (nichterweiterten) 

Prinzips vom Minimum des Gesamtpotentials konforme Ansatz- 

funktionen so beschaffen sein, daß sowohl die Durchbiegung als 

auch die Neigung in Normalenrichtung an den Bereichsgrenzen 

stetig ineinander übergehen. 

In all jenen Fällen, in denen kein Funktional existiert, wird 

man zunächst über die Methode der gewichteten Residuen zum 

Ziele zu kommen versuchen. Eine große Willkür bei dieser 

Methode liegt jedoch in der Wahl der Gewichtsfunktionen, so- 

fern man nicht speziell das Galerkin-Verfahren bevorzugt, das 

allerdings wegen der dabei zu verwendenden Vergleichsfunktio- 

nen in der Anwendung auf Mehrbereichsaufgaben (finite 

Elemente) stark eingeschränkt ist. Man vermeidet diese Willkür, 

indem man auf die in der Elastostatik bekannten Prinzipien der 

virtuellen Verschiebungen und der virtuellen Kräfte — die man 

mit Hilfe der Langrange-Parameter von den jeweiligen Nebenbe- 

dingungen befreien kann — zurückgreift [7], [8]. Wenn also kein 

Funktional existiert (beispielsweise bei nicht elastischem Form- 

änderungsverhalten oder bei nichtkonservativer Belastung), 

wenn man der Willkür in der Wahl der Gewichtsfunktionen bei 

der Methode der gewichteten Residuen entgehen will, und wenn 

man trotzdem Ansatzfunktionen mit möglichst wenig Restrik- 

tionen zu verwenden bestrebt ist, so hat man in den das verallge- 

meinerte Prinzip der virtuellen Verschiebungen (bzw. der vir- 

tuellen Kräfte) beinhaltenden Variationsgleichungen ein geeig- 

netes Plilfsmittel. 

Diese Prinzipien sind nun keineswegs an elastostatische Auf- 

gabenstellungen gebunden, sondern sie bestehen auch bei ver- 

schiedenen anderen Problemen der mathematischen Physik. In 

der vorliegenden Notiz wird unter Beschränkung auf lineare 
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Operatoren* gezeigt, daß bei einer bestimmten Struktur der Aus- 

gangsgleichungen zwei Prinzipien der virtuellen Variablen 

existieren, nämlich immer dann, wenn die Ausgangsgleichungen 

zwei adjungierte Systeme von algebraischen Gleichungen (bei 

diskreten Problemen, Ziff. 2) bzw. von Differentialgleichungen 

erster Ordnung (bei kontinuierlichen Problemen, Ziff. 3) sind. Bei 

der Anwendung dieser Prinzipien kommen das Eliminationsver- 

fahren und die Lagrangesche Multiplikatorenmethode in Be- 

tracht. Letztere führt zwangsläufig zu den verallgemeinerten 

Variationsgleichungen; diese kann man (im Falle eines Konti- 

nuums) auch für Mehrbereichsaufgaben, wie sie bei der Methode 

der finiten Elemente auftreten, nutzbar machen. Selbstverständ- 

lich benötigt man zur vollständigen Beschreibung in den Varia- 

tionsgleichungen noch die konstitutiven Beziehungen, die die in 

einem System auftretenden Variablen mit jenen im adjungierten 

System verknüpfen. Sind diese so beschaffen, daß Funktionale 

(Potentiale, Komplementärpotentiale) existieren, so kommt man 

zu Variationsprinzipien, welche den in der Elastostatik bekann- 

ten Prinzipien entsprechen. Es werden systematische Herleitun- 

gen gegeben und die einzelnen Querverbindungen aufgezeigt. 

2. Diskontinuierliche Probleme 

Man könnte diese zwar als Sonderfall in die in Ziff. 3 verfolgte 

Konzeption von Skalarprodukten in Hilberträumen einbetten, 

doch kommt ihnen zumindest für Fragestellungen aus der 

Mechanik eine eigenständige Bedeutung zu. Deshalb sollen die 

für sie zuständigen Variationsgleichungen eigens entwickelt 

werden. 

2.1 Ausgangsgleichungen 

Im folgenden werden einige Tatsachen aus der Theorie der 

linearen Gleichungen benötigt; siehe z. B. [9]. 

A sei eine reelle Matrix der Ordnung (m, n) mit n^> m; a und s 
seien reelle Spaltenmatrizen der Ordnung n, q und solche der 

* Über die entsprechenden nichtlinearcn Probleme soll an anderer Stelle 
berichtet werden. 



I58 Hans Bufler 

Ordnung m. Die transponierten Größen werden durch einen 

Stern gekennzeichnet. Dann besteht die bilineare Identität 

u* Aa — a* A* u. (2.0) 

Ein physikalischer Sachverhalt werde durch die beiden 

Gleichungssysteme 

I 

II 

A a = q (Grundsystem) und (2.1) 

A*u = s (adjungiertes System) (2.2) 

sowie durch die eindeutigen Relationen (konstitutive Gleichungen) 

III a = o-(e) 

bzw. 

Iir £ = e(a) 
(2-3) 

beschrieben. (Gin. (2.3) werden erst später benötigt.) 

Mit (2.1) und (2.2) liefert (2.0) die grundlegende skalare Bezie- 

hung 

a*e = u* q = q* u , (2-4) 

die in der Elastostatik als Arbeitssatz bekannt ist, sofern a die 

inneren Kräfte, e die Verzerrungen, q die äußeren Kräfte und u 

die Verschiebungen repräsentiert; in diesem Fall beinhaltet (2.1) 

die „Statik“ (Gleichgewichtsbedingungen) und (2.2) die „Geo- 

metrie“ (Verzerrungs-Verschiebungs-Gleichungen). 

Mit dem linearen Gesetz a = Ee folgt cr*<1)£(2) = er* (2>ed) und 

damit der Zusammenhang 

q*a)uW = q*MuW, (2.5) 

der in der Elastostatik als Betti-Maxwellscher Reziprozitätssatz 

bezeichnet wird (der obere Index 1 bzw. 2 deutet an, daß die be- 

treffenden Größen der Relation (2.1) bzw. (2.2) genügen). 

Wegen n = m p > m ist das System (2.1) unterbestimmt (in 

der Elastostatik: „statisch unbestimmt“) und das System (2.2) 

überbestimmt. Aus (2.1) folgt daher 
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r a = [C* B*] q 
x 

(2.6) 

worin der zweite Anteil die Lösung der homogenenGleichung und 

der erste Anteil eine spezielle Lösung der inhomogenen Gleichung 

darstellt; die (unbestimmte) Spaltenmatrix hat die Ordnung/», 

die Matrix B die Ordnung (/>, n) und die Matrix C die Ordnung 

(zzz, n). Einsetzen von (2.6) in (2.1) führt zu 

AB*= o; AC* — I (2-7) 

mit I als Einheitsmatrix der Ordnung (m, m). 

Mit (2.6) in (2.4) resultiert 

II' (2.8) 

wobei die zweite Gleichung die Kompatibilitätsbedingung des über- 

bestimmten Systems (2.2) darstellt, während die erste der Be- 

rechnung von u dient. Die dualen Beziehungen (2.6) und (2.8) 

sind grundsätzlich den Beziehungen (2.1) und (2.2) äquivalent. 

Bemerkung: Im Fall n <^m ist (2.2) unterbestimmt (in der 

Elastostatik : „kinematisch unbestimmt“) und (2.1) überbestimmt. 

Hier vertauschen a und u bzw. q und e ihre Rollen und es ergibt 

sich analog: 

u = 
a 
o 

A*D* = o; A* p* — 

während Gleichung (2.4) bestehen bleibt. 

Wir kehren zum Fall n )> m zurück und betrachten eine wei- 

tere spezielle Variante von (2.1) und (2.2): 

[?]=»; 
hierin sind zq und q1 von der Ordnung r </ m und z ist von der 

Ordnung m — r. Ausführlich geschrieben lauten diese Beziehun- 

gen: 



i6o Hans Bufler 

(2.9) 

(2.10) 

A2I7 = 0; A1o = q1; 

e = A*u1 + A* z. 

Verwendet man in (2.3) das lineare Gesetz 

a = Es (2.11) 

mit E = E* als symmetrischer positiv definierter Matrix der Ord- 

nung (n, ri), so gelangt man durch Eliminationsprozesse zu fol- 

genden Methoden: 

Auf (2.1), (2.2) und (2.11) beruhen 

a) die „zz-Methode“ 

AEA*u = q mit AEA* = S = S*, (2.12) 

b) die ,,u — u-Methode“ 

Auf (2.6), (2.8) und (2.11) beruhen 

c) die ,,.r-Methode“ 

BE~1B*x = — BE~'C*q mit BE~XB* = K = K*, (2.14) 

d) die ,,x — £-Methode“ 

Auf (2.9), (2.10) und (2.11) beruhen schließlich 

e) die „^-Methode“ 

A2E A* z = — A2EA\UX mit A2EA* = L = L*, (2.16) 

f) die ,,z — cr-Methode“ 

E-1 An r a I 
A 2 o J | — z\ 

In der Elastostatik heißen die ,,zz-Methode“ und die „s-Methode“ 

Verschiebungsmethoden und die „x-Methode“ Kraftmethode 

\A\u1 

o 
(2.17) 

E 
B 

B* 
o ][- 

C* q 
o (2.15) 
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(x statisch Unbestimmte). Die Analogie zwischen der ,^-Me- 

thode“ und der „^-Methode“ geht auf Argyris zurück [10]. 

Bei konkreten Aufgaben ist ein Teil der Elemente von q und 

der komplementäre Teil der Elemente von u vorgegeben. Dann 

schreibt man die Beziehungen (2.1) und (2.2) zweckmäßig in fol- 

gender Form: 

I 

II 

9i = 9i (gegeben) ; 

u2 = «2 (gegeben), 

(2.18) 

(2.19) 

wobei qx und Uy bzw. q2 und u2 jeweils von gleicher Ordnung sind. 

Äquivalent sind gemäß (2.6) und (2.8) die dualen Beziehungen 

I' <r = [C* C*] M + B*x\ qy = qy\ (2.20) 

2.2 Prinzip der virtuellen „Verschiebungen“ * 

Die virtuellen (infinitesimalen) Änderungen von u bzw. e wer- 

den mit bu bzw. be bezeichnet. Das Prinzip der virtuellen „Ver- 

schiebungen“ lautet, wie aus (2.4) ersichtlich ist, wegen bu2 = o 

er* de = q* bu = q* btiy , (2.22) 

wobei für die virtuellen Größen die Nebenbedingungen (N. B.) II 

(nach (2.19)) oder (gleichwertig) II' (nach (2.21)) bestehen. Es ist 

eine Folge der Beziehung I (nach (2.18)) bzw. I' (nach (2.20)) 

(II bzw. II' wird ja vorausgesetzt!). Umgekehrt folgt aus ihm I 

bzw. I', so daß es eine notwendige und hinreichende Bedingung 

für das Bestehen der Relationen I bzw. I' darstellt. Dies kann man 

durch Elimination von be bzw. von bu in (2.22) zeigen: 

* Diese Bezeichnung wird hier und im folgenden in Anlehnung an die 
Begriffe der Elastostatik gewählt, obwohl es sich bei u keineswegs um Ver- 
schiebungen handeln muß. 

1 München Ak. Sb. 1975 
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a) Elimination von <5s mittels (2.19) - nämlich ôe = A* öux - 

führt zu dem in ux freien Problem 

(a*A* — q* )öux = o. 

Hieraus ergibt sich wegen der Willkürlichkeit von ôî/x das Ver- 

schwinden des Klammerausdrucks und damit (2.18): 

Axa — qx = o. 

b) Heranziehung von (2.21) zur Elimination von ôux; nämlich 

öux = Cxöe\ 

cs* de — q* ô ux = q*Cxöe mit den N. B. Böe = o und C2öe = o. 

Die Methode der Lagrange-Multiplikatoren (A, fl Spaltenmatri- 

zen) liefert das in e freie Problem 

(a* — q* Cx — A* C2 — fi* B)öe = o, 

aus dem man wegen der Willkürlichkeit von ôe auf 

a — C* qx — C*A — B* fi = o 

und damit auf (2.20) schließt (die Bedeutung der Multiplikatoren 

A und fi ist offensichtlich : A = q2, fl = x). 

c) Eine in den Variablen e, ux, u2 sowie A und ft (Lagrange- 

Multiplikatoren) freie Variationsgleichung erhält man durch Be- 

rücksichtigung von (2.19) mittels der Methode der Lagrange- 

Multiplikatoren : 

(2.23) 

a* ôe — q*ôux— <5 {A*(e — A*ux —A*u2) + fi*(u2— ti2)} = o 

Ausführen der Variationen und Zusammenfassen liefert 

(5e*(cr — A) + ôu*(AxA — qx) + öu*(A2A — fi) — (2.24) 

— <5A*(e — A*ux — w2) — öfi*(ti2 — zJ2) = o 

und damit 

I AXA — q\ = o; H,A— fi — o; 

II e — A*ux — A * u2 = ° ; u2 — u2 = o; 

A — CT = o. 
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Es folgt also X = er, während /j, mit q2 identifiziert werden kann. 

d) Ebenso bekommt man eine in den Variablen e, ult u2 sowie 

X, /xx, fx2 und v (Lagrange-Multiplikatoren) freie Variationsglei- 

chung, indem man in (2.22) die Beziehungen (2.21) geeignet be- 

rücksichtigt : 

o* öe — q* bux — <5 {X* Be + f.i*(Cxe — ux) -f- 

-\-fx*(C2e-—u2) -j-v*(u2 — u2)j = o C2-25) 

Nach dem Variieren des Klammerausdrucks folgt 

(2.26) 

(5 £*(<; — B*X — C* /ii — C* fx 2) + 0u*(fxx — qx) + öu2(fx 2 — v) 

- ÔX*BE — öI^{CXB — ux) — ö/x*(C2e — u2) — <5v*(u2 — ?52) = o 

und daraus 

I' er — C*jix — C*fi2 — B*X — o; fxx •—^1=0; 

II' Be — o ; Cxe — = o ; C2e — u2 = o ; u2 — ü2 = o\ 

/x 2 — f = o. 

Es ist also v — fx2 ; ferner kann man fxx mit q1} fx2 mit q2 und X mit AT 

identifizieren. 

Bemerkung: Die Methode der Lagrange-Multiplikatoren dient 

dazu, ein gebundenes Variationsproblem in ein freies überzufüh- 

ren. Das gebundene Variationsproblem lautet mit f =f(vi) 

ôf = ôv{ = o mit N. B. g- (z>(.) = o (holonom) bzw. 
i 

Zia^i ~ 0 (nichtholonom). 
i 

Das Prinzip der virtuellen „Verschiebungen“ fordert das Ver- 

schwinden einer i. a. nicht integrablen Differentialform erster 

Ordnung: 

Zf Mi = o mit N. B. gjfi) = o bzw. Z Sji ^vi = o. 
> j 

Bei holonomen Nebenbedingungen erhält man nach der Methode 

der Langrange-Multiplikatoren bekanntlich das freie Variations- 

problem [11] 

<5Cf + Z*j& = °- 
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Ganz analog ergibt sich das freie Prinzip der virtuellen „Ver- 

schiebungen“ 

* j 

dabei sind alle Variablen v{ sowie zusätzlich die Multiplikatoren A- 

frei zu variieren. Im Falle nichtholonomer Nebenbedingungen gilt 

öf + ZZ hSjibvi = 
0 

* J 

bzw. entsprechend 

Z(fi+ Z hëZbvi = °- 

2.3 Prinzip der virtuellen „Verschiebungen“ bei Existenz von Poten- 

tialen 

III 

Hat die konstitutive Gleichung die Form 

dIT^(e) 
de 

(2.27) 

so läßt sich (2.22) in folgende monogenetische Form transformie- 

ren : 

IJ(uv e) = /7(,) + n(a) = stat. (2.28) 

mit den Nebenbedingungen II nach (2.19) oder II' nach (2.21). 

Für die spezielle Relation (2.11) folgt das Gesamtpotential zu 

Il = 77(,) + i7(o)) = -i- E* E e — q*\ui (2.29) 

und es wird schließlich 

n(uv e) = 77(,) -f 77(a) = min (2.30) 

mit den Nebenbedingungen II oder II', in der Elastizitätstheorie 

als Prinzip vom Minimum des Gesamtpotentials (Lagrange, Di- 

richlet, Green) bekannt. 

Ebenso erhält man mit (2.27) aus (2.23) 

(2-3i) 

I1 (uv u2, e, q2, er) = /7(,) + n(a) — a*(e — A * ux — A*u2) — 

  9z (u2   «2) = stat- 
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ohne Nebenbedingungen. Hierbei ist Ix das verallgemeinerte Ge- 

samtpotential, das in der Elastizitätstheorie dem Funktional von 

Hu-Washizu entspricht [4], [12], [13]. 

Schließlich ergibt sich mit (2.27) aus (2.25) das Prinzip 

Io(uv e, qlt q2, x) = /7(,) + Tl(a) —x*Be — 
■—q\(Cxe — u^) — q\ (C2e— M2) = stat. 

ohne Nebenbedingungen. 

2.4 Prinzip der virtuellen „Kräfte“ * 

Verwendet man anstelle von a und q in (2.4) die zugehörigen 

virtuellen Änderungen, die den Nebenbedingungen I (nach (2.18)) 

oder (gleichwertig) P (nach (2.20)) genügen müssen, so erhält man 

das Prinzip der virtuellen Kräfte 

E* Ô a = u* bq = i2* Ô q2 (2-33) 

Es ist eine Folge der Beziehung II (nach (2.19)) bzw. II' (nach 

(2.21)) (I bzw. I' wird ja vorausgesetzt!). Umgekehrt folgt aus 

ihm II bzw. II', wie man durch Elimination von ôa bzw. Öq2 in 

(2.33) zeigen kann, so daß es eine notwendige und hinreichende 

Bedingung für das Bestehen der Relationen II bzw. II' ist: 

a) Elimination von öo mittels (2.20) 

d a = C* ô q2 + B* öx 

führt zu dem in q2 und ;r freien Problem 

(e* C* — it2 ) öq2 + £* B* öx = O, 

woraus 

Be = O; C2 E — ii2 = o, 

also (2.21) folgt. 

b) Elimination von ôq2 mittels (2.18) — nämlich dq2 = A2öa - 
liefert 

(e* — ?/*A2)öa = o mit der N. B. Axöo = o. 

* Die Bezeichnung folgt der in der Elastostatik üblichen, ohne Rücksicht 

darauf, ob es sich bei o und q um Kraftgrößen oder andere physikalische 
Größen handelt. 
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Das zugehörige freie Problem lautet mit dem Lagrange-Multipli- 

kator A 
(e* — û* A2 — A*A 0 <5 er — o. 

Plieraus ergibt sich (2.19): 

s — A* A — A*üs — o 

(die Bedeutung von A liegt auf der Hand: A = ux). 

c) Eine in den Variablen a, qlt q2, sowie Av A2 und /x (Lagrange- 

Multiplikatoren) freie Variationsgleichung erhält man durch Be- 

rücksichtigung von (2.15) in (2.33): 

(2-34) 

e* da — u* öq2 — 
— ö\A* (A1O —gj) + A*(A2a — q2) + fi*(g1 — #1)} = 0. 

Umformung liefert 

(2-35) 
öa*(e — A*AX — A*A2) + ôq*^ — fx) + ôq*(A2 — ü2) — 

— (5A* (A1 a — qx) — <5;* (A2O — q2) — Ô fx*(g± — #0 = 0 

und damit 

I Axa — q1 = o\ A2O — q2 = o\ <73 — qx = o 

II e — A*A1 — A2 An = o; A2 — ii2 = °; 
Ai — li = o. 

Folglich ist hier /< = Av während Ax mit u1 und A2 mit u2 identifi- 

ziert werden kann. 

d) Auf ähnliche Weise bekommt man eine in den Variablen a, 

qv q2, x sowie A und fx (Lagrange-Multiplikatoren) freie Varia- 

tionsgleichung durch Hereinnahme von (2.20) in (2.33): 

(2-36) 

£* da — û\ ôq2 — 
— Ô {A*(a — C* qi — C* q2 — B*x) + /i*(q1 — #Q} = o. 

Ausführen der Variationen und Zusammenfassen liefert 

<5ff*(e — A) + öq* (CXA — (x) + ôq*(C2A — u2) -f- ôx* BA (2.37) 

— öA*(o — C* q1 — C2q2 — B*x) — àfx*(q1 — #0 = o 
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und damit 

I' a—C* qx — C*q2— B*x = o; q1—qx = o; 

II' BX = o; CxX— 7< = o; C2X— u2 = °; 

X — £ = o. 

Es folgt also X = £, während /.{ mit ux identifiziert w'erden kann. 

2.5 Prinzip der virtuellen „Kräfte“ bei Existenz von Komplementär- 

potentialen 

Hat die konstitutive Gleichung die Form 

III' £ = 
477(g) 

da (2.38) 

so kann man (2.33) auf folgende monogenetische Form bringen: 

f fl(g2,a) = 77(l) -f- 77(g) stat. (2.39) 

mit den Nebenbedingungen I nach (2.18) oder I' nach (2.20). 

Für die spezielle Relation (2.11) folgt das Gesamtkomplementär- 

potential zu 

II = n« + 77» = -J ff* E-1 a — û* g2 (2.40) 

und es w-ird 

fl(q2, o) = min (2.41) 

mit den Nebenbedingungen I oder I', was in der Elastizitäts- 

theorie als Prinzip vom Minimum des Gesamtkomplementär- 

potentials (Menabrea-Castigliano) bekannt ist. 

Ähnlich folgt aus (2.34) mit (2.38) 

Ä(Mi> w2> a) = — — 77» + — gj) + , \ 
+ u*(AoO — g2) = stat. y 

ohne Nebenbedingungen und aus (2.36) mit (2.38) 

(2-43) 

4(«i. e> ?i> g2, a,x) — — 77»— 77» + 
+ e*(g —■ C* qx — Ä* ÿ2 — 7?* x) + «*(i7i — q^) = stat. 
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ohne Nebenbedingungen. Das verallgemeinerte Komplementär- 

potential — Ix entspricht in der Elastizitätstheorie dem Funktional 

von Hu [12]. 

2.6 Transformationen 

Mit (2.27) und (2.38) folgt 

<5(77(l) 4“— ÔE* ~^~E h (3g* — = öE*O + ôa*B = ô(p*e), 

und damit - bis auf eine unwesentliche Konstante - 

77(,)(e) -j-i7(,)(g) = a* £. (2.44) 

Ferner gilt 

nla)(u1) + IJ(a\q2) = — u* qx — Û*q,. (2.45) 

(2.27), (2.38) und (2.44) drücken die Transformation von Legen- 

dre [11] [14] aus, die das Umsteigen von der Variablen e auf die 

Variable a bewerkstelligt. 

Mit (2.44) geht (2.31) über in 

4(mii a)= + /7<a) 4- , 

+ a* (A*ux + A*u2) — Ç*(u2 — «2) = stat. 

ohne Nebenbedingungen. Die Funktion Ix entspricht in der Ela- 

stizitätstheorie dem Funktional von Hellinger-Reißner-Veubeke 

[4], [15], [16], [17]. 

Macht man weiterhin von (2.45) Gebrauch, so erhält man - wie 

ein Verleich mit (2.42) zeigt - Ix, womit der Zusammenhang 

4 = 4 = 4 (2.47) 

nachgewiesen ist. 

Analog ergibt sich aus (2.43) mit (2.44) 

(2.48) 

A(«i. e> 9v 9**) = 77(i) — fito — E*ÇC*qx + c*q2 + B*x) + 
 + ux (qx — qx) = stat. 
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Zieht man außerdem (2.45) heran, so folgt hieraus (2.32): 

/2 = /2 = /o. (2-49) 

Übrigens läßt sich auch die Transformation von Friedrichs be- 

stätigen: Diese führt bekanntlich [14] ein Minimumproblem mit 

Nebenbedingungen (N. B.) in ein Maximumproblem mit neuen 

Nebenbedingungen, welche die natürlichen Bedingungen des 

ursprünglichen Minimumproblems sind, über. Es gilt nämlich 

für den Fall des linearen Gesetzes (2.11) die Komplementärdar- 

stellung : 

77 = min mit N. B. II ist äquivalent Ix = min mit N. B. II 

und liefert I, 

77 = min mit N. B. I ist äquivalent = max mit N. B. I 

und liefert II 

und dual hierzu 

77 = min mit N. B. II' ist äquivalent 72 = min mit N. B. II' 

und liefert T, 

77 = min mit N. B. I' ist äquivalent /2 = max mit N. B. I' 

und liefert II'. 

3. Kontinuierliche Probleme 

3.1 Ausgangsgleichungen 

Zunächst sollen einige, im folgenden benötigte Begriffe aus der 

linearen Funktionalanalysis zusammengestellt werden [9], [18], 

[19], [20]. Der Satz der Ableitungssymbole in einem linearen Dif- 

ferentialgleichungssystem wird als formaler Differentialoperator 
A bzw. B bezeichnet; er erzeugt aus einem Tensor a einen neuen 

Tensor q von i. a. anderer Stufe: 

g = Ao. 

Unter dem Skalarprodukt zweier Elemente u und q (bzw. e und <7) 

des aus allen Tensoren der Stufe <x (bzw. der Stufe ß) gebildeten 

reellen Hilbertraumes Ha (bzw. Hß) versteht man das über den 

(räumlichen, zeitlichen) Bereich V erstreckte Integral 
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(«, q)a = J uq dV u, q G Ha 
v 

bzw. 

(e, a)ß = I ea d V e, a G Hß 
v 

Die formal Adjungierte A* des formalen Differentialoperators A, 
der linear sein soll, ist definiert durch die Beziehung 

(Aa,u). = (A>«,,yt+R.r. £!%'C£; (30) 

(R. T. = durch partielle Integration anfallende Randterme; 

D 4 bzw. Da. Definitionsbereiche der Operatoren A bzw. A*). 
Wenn A = A*, dann heißt A formal symmetrisch. 

Ein physikalischer Sachverhalt werde durch die beiden Systeme 

von linearen Differentialgleichungen erster Ordnung (Tonti [20]) 

I 

II 

A a = q 

A*u = e 

(Grundsystem) (3-1) 

(adjungiertes System) (3-2) 

sowie durch die eindeutigen Relationen (konstitutive Gleichungen) 

ff = o(e) und q = q(u) III 

bzw. 

IIR £ = £ (ff) und u = u(q) 

(3-3) 

beschrieben. Dazu kommen Randbedingungen bezüglich u auf 

dem Teilrand Fu und bezüglich a auf dem Teilrand Fs— F — Fu. 
Dann folgt aus (3.0) mit (3.1) und (3.2) 

(g, e)ß = (g, u)a— R.T. (3-4) 

Diese skalare Beziehung bringt in der Elastostatik (nach Präzi- 

sierung der Randterme) mit u bzw. q als Vektor der Verschiebun- 

gen bzw. Volumskräfte und s bzw. CT als Verzerrungs- bzw. Span- 

nungstensor den Arbeitssatz zum Ausdruck; dort beinhaltet (3.1) 

die „Statik“ (Gleichgewichtsbedingungen) und (3.2) die „Geo- 

metrie“ (Verzerrungs-Verschiebungsgleichungen). Mit dem 

Plookeschen Gesetz a — Ee ergibt sich wegen der Symmetrie von 
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E a(1)£(2) = a(2)s(1) und damit - nach Präzisierung der Rand- 

terme 

\qWu^dV = Iq&utodV + ls&uV>dF (3.5) 
V F VF 

mit j als auf die Flächeneinheit bezogenem Randkraftvektor (Der 

obere Index 1 bzw. 2 soll andeuten, daß die betreffenden Größen 

der Relation (3.1) bzw. (3.2) genügen.) Dies ist der Betti-Maxwell- 

sche Reziprozitätssatz. 

Die Stufe der Tensoren e und a sei höher als jene der Tensoren u 
und q. Dann ist das System (3.1) unterbestimmt und das System 

(3.2) überbestimmt. Das allgemeine Integral von (3.1) lautet mit 

der tensoriellen Lösungsfunktion ip und dem partikulären Integral 

a = C*q, falls q unabhängig von u ist, 

I' er = [C* B*] q 
w. 

(3-6) 

worin B* bzw. C* die Adjungicrte des formalen Operators B bzw. 

C gemäß 

(Be,y>)ß = (B*y>,e')ß + R. T. 

(Ce,q)B = (C*q,e)ß + R. T. 

bezeichnet. Einsetzen in (3.1) liefert 

A B*ip = o, A C*q = q, 

während man aus (3.4) notwendig 

II' (3-7) 

folgert. Der zweite Teil von (3.7) beinhaltet die differentiellen 

Kompatibilitätsbedingungen des überstimmten Systems (3.2). 

Bei einem mehrfach zusammenhängenden Bereich - darauf soll 

hier nicht weiter eingegangen werden - fallen außerdem integrale 

Kompatibilitätsbedingungen an [21]. 

Verwendet man in (3.3) das lineare Gesetz 

a = E e (3-3) 
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mit E als positiv definitem symmetrischen Tensor gerader Stufe, 

so gelangt man durch Eliminationsprozesse zu folgenden Metho- 

den: Auf (3.1), (3.2) und (3.8) beruhen 

a) die ,,zz-Methode“ 

AEA*u = q mit AEA* = S = S*, (3-9) 

b) die „zz-cr-Methode“ (kanonische Gleichungen) 

E-1 A* 
A o (3-io) 

Auf (3.6), (3.7) und (3-8) beruhen 

c) die „y-Methode“ 

BE~'B*= — BE~1C*qm\tBE-1B* = K = K*, (3.11) 

d) die „yj-E-Methode“ 

E 
B 

(3 12) 

In der Elastizitätstheorie beinhaltet (3.9) die Cauchy-Navier- 

sehen und (3.10) die Beltrami-Michellschen Differentialglei- 

chungen; ferner bedeutet dort u den Verschiebungsvektor und y> 
den Spannungsfunktionstensor von Beltrami. 

Die in (3.0) bzw. (3.4) auftretenden Randterme sind vom for- 

malen Differentialoperator A abhängig. Es ist daher günstig, das 

weitere an einem konkreten Beispiel vorzuführen, wobei man 

zweckmäßig neben der symbolischen Schreibweise die Index- 

schreibweise für die kartesischen Tensoren verwendet. Die 

Koordinaten werden mit x{ (i = 1, 2, 3) bezeichnet; 3,- ist das 

Symbol für die partielle Ableitung 3,- = und ni repräsentiert 

die nach außen zeigende Randnormale. eijk ist der ^-Tensor, 

dessen Komponenten für eine gerade Permutation von 1,2, 3 

gleich 1, für eine ungerade gleich —1 und sonst gleich o sind. 

Ferner gelte die Summationskonvention. 

Wir betrachten folgende Differentialgleichung: 

I A a = q oder Aiai - q mit A{ = (3-13) 
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Dafür gilt (jeweils Eindeutigkeit, Integrierbarkeit und Stetigkeit 

einschließlich der ersten Ableitungen vorausgesetzt) 

(.Aa,u)0 = [ uAfOfdV = J cs{A*udV—J uapn^F 
v V F 

= (A*u,a)1—J uainidF mit A* = d-, 
F 

Mit A * bilden wir 

II A E oder A* n = e,. 

(3-14) 

(3-15) 

Die differentiellen Kompatibilitätsbedingungen von (3.15) lauten, 

wie man leicht bestätigt 

Be = o oder Bi-Ej o mit Bij = eijkdk. (3.16) II' 

Weiter gilt nun 

(Be.ip) 1 = J xVi B{jEjdV = JelB*J-y)jdV + J eijkipiejnkdF 

= (£*VF)I + \eijkipiejnk dF mit B* = B; 

(3-17) 

Gemäß (3.6) erhält man sodann mit ö = C*q 

I' a = â B*xp oder = CT, + BtJfy. 

Mit der speziellen konstitutiven Beziehung (3.8) 

III a = EE oder er,- = Eijej mit E{j EJi 

lautet (3.9) 

— = 9- 

(3-18) 

(3-19) 

(3-20) 

Dies ist für E-- = b^c — const mit btj- als Kronecker-Symbol die 

Poissonsche Diffgl. 

Der „Arbeitssatz“ (3.4) nimmt nun folgende Gestalt an 

J oiEldV = J qudV + §uainidF 
v V F 

(3-2i) 

Wie man unschwer erkennt, handelt es sich physikalisch z. B. 

um das Wärmeleitproblem oder um die Sickerströmung. Bei 

letzterer bedeutet u den Druck, q die Quellenergiebigkeit, £,■ den 
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Druckgradienten, o; den Geschwindigkeitsvektor, während die 

konstitutive Beziehung (3.19) das Darcysche Gesetz für Aniso- 

tropie ausdrückt. 

Im Blick auf die Anwendung der Methode der finiten Elemente 

zerlegen wir den Bereich V in mehrere Einzelbereiche Fw (Ele- 

mente) mit den erwähnten Voraussetzungen für die jeweiligen 

Funktionen. Neben den Randbedingungen (R.B.) am Außen- 

rand F = Fu + Fs kommen auch die Übergangsbedingungen 

(Ü.B.) an den Innenrändern D in Betracht. Es gilt für die (nach 

der gedanklichen Trennung der Einzelberciche) jeweils aus den 

Einzelbereichen zeigenden Flächennormalen 

nf Fn~ = 0 (3.22) 

wobei sich die Zeichen -j- und — auf die beiden Schnittufer eines 

Innenrandes beziehen. Schließlich ist die Einführung der Sym- 

bolik 

[a] =~{a+ +a-); (a) = a+— a~ (3.23) 

für die algebraische Mittelgröße bzw. Sprunggröße einer Funk- 

tion zweckmäßig. Damit ergibt sich 

a + b+ — a~b~ = [a\ (6) + <ß>[75]. (3.24) 

Falls Unstetigkeiten an den Innenrändern vorgeschrieben sind, 

bestehen dort die Übergangsbedingungen 

u+ — u~ = («); of nf + ajn~ = (of —o~)nf = (s'). (3.25) 

Die vollständige Beschreibung des Problems ist dann durch 

die folgenden Beziehungen gegeben 

(3-26) 

I — di o{ = q in F® ; oini — s auf Fs ; (o-)nf = (s) auf D 

(3-27) 
II diu = efmV^; u = ua.u{Fu; (u) = («)aufZ? 

oder alternativ 

I' GÇ = äi -f eijkdk xpj in Fw plus R. B. und Ü. B. 

eijk^kEj — 0 in Fw plus R. B. undÜ. B. II' 

(3-28) 

(3-29) 
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wozu die konstitutiven Gleichungen (3.3) treten. Bei der hier vor- 

genommenen Bereichseinteilung ist im „Arbeitssatz“ (3.21) das 

Flächenintegral nicht nur über den Außenrand, sondern auch über 

die Innenränder zu erstrecken, die jeweils zweimal durchlaufen 

werden (positives und negatives Schnittufer): 

(3-30) 

Das Summenzeichen deutet an, daß die über alle Einzelbereiche 

erstreckten Integrale zu summieren sind. Das Integral über D in 

(3.30) ist nur einfach zu nehmen. 

3.2 Prinzip der virtuellen „Verschiebungen“ 

Das Prinzip der virtuellen „Verschiebungen“ ergibt sich un- 

mittelbar aus (3.30) nach Ersatz von u und e,. durch die entspre- 

chenden virtuellen Größen, wobei gefordert wird, daß diese die 

Nebenbedingungen II (nach (3.27)) oder II' (nach (3.29)) erfül- 

len. Es ist eine Folge von I (nach (3.26)) bzw. I' (nach (3.28)) und 

damit eine notwendige Bedingung für das Bestehen von I bzw. I'. 

Da umgekehrt aus ihm diese Beziehungen folgen, ist es auch eine 

hinreichende Bedingung hierfür. Es lautet: 

 (3-31) 

aiöeidV = 27 J qàudV + J } budF + J(J)<5 \u\dF 
F<»  ym Fs £  

mit den Nebenbedingungen II oder II'. 

Wir besprechen zwei Methoden: 

a) Eliminationsmethode: Mit ôsi = d{öu = öd{u und An- 

wendung des Gaußschen Integralsatzes folgt das in u freie Pro- 

blem (vgl. (3.14)). 

27 J (d<°V + q)budV — J (er,«,- — s)öudF —• 
ym Fs 

— J «<*,■>»+ — Çy)à[u\dF = o 
D 

und hieraus wegen der Willkürlichkeit der Variationen direkt 

I in(3.26). 

2) j a,e,W = Y J qudV -f J ûa^dF \sudF-\- 
yve) yve) pu j?8 

+ J (fc] <«>»+ + [«] Q))dF 
D 
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b) Multiplikatorenmethode:* 

Hier werden die N. B. II mit den Lagrangeschcn Multiplika- 

toren berücksichtigt [14], [8], Man erhält eine in den Variablen 

u sowie A,-,/t und v (Multiplikatoren) freie Variationsgleichung 

(3-32) 

2 J OjöejdV — 2 J çàudV-— J J ôudF —• J (} ) <5[z<] dF —- 
yw yvc) fr £) 

— <5[ 2; J A,.(ef- — 3fU)dV + J fi(u — ü)dF + 
I F«> Fu 

+ J K<«> — <«» = °  2 !  
Ausfuhren der Variationen und Zusammenfassen liefert: 

(3-33) 

21 J (a,—Xt)de,.dV-Z J + J (£,-3iU)6X,dV 
yw yvc) y(k) 

+ J (A,-»,- — j) öudF — J (« — u) öfidF + J (A,.«f. — /x) öudF 
Fs Fu Fu 

+ J -v}ö(u)dF + J «A,.)»t - <î»d[«]^- 
D JD 

— J (<«> — <«» 
D 

und damit 

I 3,A;. -f q = o in A,-«,.— s = o auf Fs; 

— (?) = o auf D 

II e(-— 3;zz = o in w — ü = o auf Fu ; 

(zz) — (zz) = o auf D 

sowie A,- — er- = o in ; fi — A,-«f = o auf A,, ; 

[A,] nf — v = o auf D, 

woraus die Bedeutung der Multiplikatoren ersichtlich ist. Die in 

Ziff. 2.2 erörterten Varianten b) und d) sind hier prinzipiell auch 

möglich, sollen aber wegen ihrer Schwerfälligkeit nicht weiter 

verfolgt werden. 

* Die in Ziff. 2.2 über die Lagrangesche Multiplikatorenmethode gemachte 
Bemerkung gelte hier analog. Allerdings ist sie im Falle von partiellen Diffgl. 
als Nebenbedingungen nicht bewiesen [14]. 
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3.3 Prinzip der virtuellen „Verschiebungen“ bei Existenz von Potentia- 

len 

Lauten die konstitutiven Gleichungen (bei Zulassung von 

Nichtlinearitäten) 

8nu>
 (X), Ej) Snw(xj, u) . Trri\ , \ 

= àf-l-mVW-, (3.34) ^ Sri ’ * du 

so läßt sich (3.31) in folgende monogenetische Form transfor- 

mieren : 

(3-35) H(u, £■') = 77(,)(e,.) + !7(a) (u) = stat. 

mit den Nebenbedingungen II nach (3.27) oder II' nach (3.29) 

sowie 

/7(,) = £ IWF; 77w = V —J "sudF — (3.36) 
yw F. 

J Q)[u]dF. 

Für die spezielle Relation (3.19) sowie für q = q (unabhängig 

von u) wird 

(3-37) 

n = — y r E,-,£te,dv 
O —’ J :J 1 J yv:) 

V [qudV — J "sudF — f (s)[u]dF 
yoc) FS D 

(Ej - positiv definit) und daher, wie man leicht zeigt 

IJ(u,et) = 7T(,) + n(a) — min (3-38) 

mit den Nebenbedingungen II in (3.27) (Dirichletsches Prinzip 

in der Elektrostatik entsprechend dem Prinzip vom Minimum des 

Gesamtpotentials in der Elastizitätstheorie). Als Eulergleichungen 

und natürliche Bedingungen ergeben sich die Relationen I in 

(3-26). 

Ebenso erhält man mit (3.34) aus (3.32) nach Einsetzen der 

Multiplikatoren 

I\ (u, LJ °V) = n{i)(et) + /7w(zc) — Z ïai(Fi — diu)dV 
yoc) 

- J a,nt(u — ü)dF— J [ff,]««) — («» nf dF = stat. 
h D 

(3-39) 

ohne Nebenbedingungen. Dieses verallgemeinerte Gesamtpo- 

tential entspricht in der Elastizitätstheorie dem Funktional von 

12 München Ak. Sb. 1975 
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Hu-Washizu [4], [12], [13] bzw. bei Berücksichtigung der Dis- 

kontinuitätsterme dem Funktional von Prager und Bufler [5], 

[6], [7], [8]; bei Prager steht atnf anstelle von [er,]nf, d. h. 

CTj«j
+ wird dort über D als stetig vorausgesetzt. Die Euler- 

Gleichungen und natürlichen Bedingungen sind die Relationen I 

in (3.26), II in (3.27) sowie III in (3.34) (erste Gleichung). 

3.4 Prinzip der virtuellen „Kräfte“ 

Verwendet man in (3.30) anstelle von 07 und die virtuellen 

Änderungen und verlangt von diesen, daß sie den Nebenbedin- 

gungen I (nach (3.26)) oder I' (nach (3.28)) genügen, so gelangt 

man zum Prinzip der virtuellen „Kräfte“: 

(340) 

_V J e'öO'dV — JFJ ubqdV + j iînibaldF + | («)<5[crI]«j
+ dF 

V(k) V(k) Fu b 

Es ist eine Folge von II (nach (3.27)) bzw. II' (nach (3.29)) und 

damit eine notwendige Bedingung für das Bestehen Von II bzw. 

II'. Da umgekehrt aus ihm diese Beziehungen folgen, ist es auch 

eine hinreichende Bedingung hierfür. 

Wir unterscheiden folgende Methoden : 

a) Eliminationsmethode: Mit bq = — ödiai == — S;<5ai und 

Anwendung des Gaußschen Integralsatzes folgt das in a; freie 

Problem 

dtu) öai dV -f- J (u — u) öa^t^dF + 
Fu 

+ J«M> — {u))ö[at]nt dF = 0 
D 

und hieraus wegen der Willkürlichkeit der Variationen direkt II 

in (3.27). 

b) Multiplikatorenmethode: Durch Berücksichtigung der N. B. I 

mit Hilfe der Methode der Lagrange-Multiplikatorcn ergibt sich 

eine in den Variablen 07, q sowie X, fi und v (Multiplikatoren) 

freie Variationsgleichung: 

y(k) 
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(341) 

£\eiàaidV—JT1,[ ubqdV—J ûniôaidF— f(u)ô\<ri\n/~dF 
yvc) yw jru }) 

- <5 {- 2 J Kdi<*i + 9) d V + J fl (or,«, — s)dF + 
/'<*> Fs 

+ J Kiai>nt — <0)dF] = 0 

D 

Nach dem Umformen folgt 

— Z S(u — X)àqdV + Z J (ei—diX)öaidV + 
yw ym 

+ Z J (3,ff, + q)öXdV 
yuo 

-f- J (7— fytijöOjdF—J (er,«, — s)ö/j,dF + 
■Fu 

-j- J (7. — /<) ôaid F 
F. 

+ J (M —»')»,■ <cr,>dF J (<CT,)«,+ — <5» öv + 
D D 

(342) 

+ J «7>-<«»«,+0[a,]^ = o 
D 

und damit gemäß der bekannten Schlußweise 

I 3,er, + q = o in ; ov«,— j = o auf Fs; 

(crj)«j
+ — (J) = o auf Z> 

II £, — 3,7 = o in ; 7 — û = o auf 4 ; . 

<r> — <M> = o auf D Ö'43) 

sowie 7 — « = o in /< — 7 = o auf 7%, r — [7] = o auf D. 

Die Bedeutung der Multiplikatoren ist offensichtlich. 

Auch die beiden weiteren, den Varianten a) und d) von Ziff. 2.4 

entsprechenden Vorgehensweisen sind hier möglich. So erhält 

man z. B. durch Elimination von bai = eijkdköipj 

für den Spezialfall Fu = o und q — q (unabhängig von u) 

Z J eij/ßkEj0V, dV + R. T. = o 
yoc) 

und hieraus sofort wegen der Willkürlichkeit von ày>- die diffe- 

rentiellen Kompatibilitätsbedingungen II' in (3.29). Der Rand- 

12* 
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term liefert übrigens bei mehrfachem Bereichszusammenhang die 
integralen Kompatibilitätsbedingungen (vergl. hierzu [21]). 

3.5 Prinzip der virtuellen „Kräfte“ hei Existenz von Komplementär- 

potentialen 

Die (nicht notwendig linearen) konstitutiven Beziehungen 

III 
8Ä<«fo,oy) . _ _ dnW(x],q) Tm 

dot ’ U ~ dq 

erlauben es, (3.40) in die monogenetische Form 

n(er,, q) = 77(,) (o,) + nM (a„ q) = stat 

(344) 

(345) 

mit den Nebenbedingungen I nach (3.26) oder I' nach (3.28) 
sowie 

il^= y \A(i)dV-, (3.46) 
y (Je) 

flM = 21 J Ä(a)
d V — J H ff,dF — J <«> A 

K>*> D 

zu transformieren. Im einzelnen ergibt sich für das lineare Gesetz 
(3.19) sowie für q = q (unabhängig von u) 

$E-/otojdV-$üotnidF-l(u)\o^ntdF (347) 
Fu D 

(Ef -1 positiv definit) und folglich, wie leicht zu zeigen ist 

77(07) = n(,) + nia) = min (3.48) 

mit den N. B. I nach (3.26) (Thomsonsches Prinzip in der Elek- 
trostatik analog dem Prinzip vom Minimum des Gesamtkomple- 
mentärpotentials bzw. für Fu = o dem Prinzip von Menabrea- 
Castigliano in der Elastostatik). Als Euler-Gleichungen und 
natürliche Bedingungen erhält man die Beziehungen II nach 

(3-27)- 
Verwendet man andererseits (3.44) in (3.41) und setzt die 

Multiplikatoren ein, so folgt bis auf das Vorzeichen das verall- 
gemeinerte Gesamtkomplementärpotential, das in derElastizitäts- 
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theorie für kontinuierliche Felder dem Funktional von Hu [12] 
entspricht : 

(349) 

A(u>ai) = — n(0(ai) — n{a)(a{,g) — 21 J (9,°V+ q)udV 
yoc) 

+ \(pini— s)udF-\- [ \u\— (s})dF= stat 
F. D 

ohne Nebenbedingungen. Die Berücksichtigung der Diskontinui- 
tätsterme geht auf Prager [5], [6] und Bufler [7], [8] zurück; bei 
Prager steht u anstelle von [u], d. h. u wird dort als stetig über D 
vorausgesetzt. Die Euler-Gleichungen und natürlichen Bedin- 
gungen sind die Relationen I in (3.26) und II in (3.27), mit 
nach III' in (3.44). 

3.6 Transformationen 

Mit (3.34) und (3.44) erhält man 

(5 (71(,) + jz(0) = a- Ô e+ £ ■ (5 a■ = <S (ai e■) (3.50) 

<5(7t(a) -P 7rw) = — qdu— uöq — — à{qu) (3.51) 

und damit — bis auf eine unwesentliche Konstante — 

7t(ü -(- JF
!
) = aisi; = — qu. (3-32) 

Ferner gilt nach (3.36), (3.46) und (3.51) 

n{a) + ü{a) = — 21 J qudv — \ sudF — l üa^dF — (3.33) 
ym F, F« 

— J (<4>M + (u)[a,]nf)dF. 
D 

Durch (3.34) und (3.44) sowie durch (3.52) kommt die Legendre- 
sche Transformation [14] bezüglich 07 und ei sowie q und u zum 
Ausdruck. 

Mit den je ersten Gleichungen in (3.52)1 (3-36) und (34b) 
geht (3.39) über in 
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(3-54) 

I\(u,ot) = — 77
(,)
(CT■) + 77<‘>(«) + 2

1
 J o^iUdV 
J/\k) 

— J a,nt(u û)dF J [a{] ««<> — <z2»M+ dF = stat 
-Fu .0 

ohne Nebenbedingungen. Das Funktional /j entspricht in der 

Elastizitätstheorie jenem von Hellinger-Reißner-Veubeke [4], 

[15], [16], [17] bzw. bei Berücksichtigung des letzten Terms 

jenem von Prager [5], [6] und Bufler [7], [8]; bei Prager steht 

atnf anstelle von \oi\nf, d. h. a{nj wird dort als stetig über/? 

vorausgesetzt. Mit der Umformung 

^7 J afiiUdV = — S ^,aiUd V-\- J a^i^idF + 
ym ym pu + p, 

+ J l>,] (u)nt dF + J (ai) M nt dF 

D D 

und der Elimination von 77(a) mittels (3.53) ergibt sich hieraus - 

wie ein Vergleich mit (3.49) lehrt - das Funktional Iv womit der 

Zusammenhang 

A = Â = Ä (3-5 5) 

nachgewiesen ist. 

Ebenso wie bei den diskontinuierlichen Problemen kann man 

auch hier die Transformation von Friedrichs bestätigen. Denn es 

gilt mit 77 nach (3.37) und 77 nach (3.47) die Komplementärdar- 

stellung: 

77 = min mitN. B. II ist äquivalent Ix = min mit N. B. II und 

liefert I, 77 = min mit N. B. I ist äquivalent Ix = max mit N. B. 

I (und liefert II), d. h. ein ursprüngliches Minimumproblem mit 

Nebenbedingungen kann in ein Maximumproblem mit neuen 

Nebenbedingungen, die die natürlichen Bedingungen des ur- 

sprünglichen Problems sind, transformiert werden. Für das der 

exakten Lösung zugeordnete Funktional Ix gilt mithin die Ein- 

grenzung 

— min 77 < /] < min 77, (3S6) 
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wobei die Schranken über zulässige (den N. B. I bzw. II ge- 

nügenden) Ansatzfunktionen zu bestimmen sind. 

Die Funktionale 77 nach (3.37) und 77 nach (3.47) ohne Dis- 

kontinuitätsterme dienen in [22] als Grundlage für die Anwendung 

der Methode der finiten Elemente auf das Problem der ebenen 

Sickerwasserströmung. 

3.7 Weitere Zusammenhänge und Bemerkungen 

Beim Funktional I1 handelt es sich, wie leicht gezeigt werden 

kann, um die kanonische Form des Funktionais 77 [17]. Es kann 

entsprechend der in dieser Arbeit verfolgten Konzeption sowohl 

über das Prinzip der virtuellen „Verschiebungen“ als auch über 

das Prinzip der virtuellen „Kräfte“ erzeugt werden (siehe hierzu 

die Systematik in Abb. 1). Eine interessante Alternative der Her- 

leitung der Funktionale Ilt 77 und 77, die die Methode der La- 

grangeschen Multiplikatoren vermeidet und auf der Konstruk- 

tion eines selbstadjungierten Operators aus den Ausgangs- 

gleichungen I nach (3.1) und II nach (3.2) beruht, wird von 

Sewell [23] angegeben. 

Die auf I' in (3.28) und II' in (3.29) beruhenden Darstellungen 

haben einen kleineren Anwendungsbereich als jene, die auf I in 

(3.26) und II in (3.27) beruhen: Denn sie gelten nur, wenn das 

System II überbestimmt ist; außerdem sind die Randbedingun- 

gen schwieriger unterzubringen. Aus diesem Grund wurde hier 

nicht auf weitere Variationsfunktionale (in Analogie zu den in 

Ziff. 2 diskutierten Funktionen /2, /2 und /2) eingegangen; 

solche finden sich für Einbereichsaufgaben der Elastostatik ohne 

Bezugnahme auf allgemeine Randbedingungen bei Tonti [24]. 

Bei der approximativen Lösung von Aufgaben mittels bereichs- 

weise vorgegebener Ansatzfunktionen mit freien Parametern 

(finite Elemente) nach Art des Ritzschen Verfahrens hat man auf 

die den einzelnen Prinzipien zugrundeliegenden Voraussetzun- 

gen, insbesondere auf die Nebenbedingungen zu achten. Falls 

keine physikalischen Diskontinuitäten längs der Innenränder D 
vorliegen (was wohl in den Anwendungen die Regel sein wird und 

im folgenden vorausgesetzt sei), gilt dort <(«) = <(i) = o. 
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Bezüglich ihres Verhaltens auf D unterscheidet man Ansatz- 

funktionen mit folgenden Eigenschaften: 

(l u) u unterliegt keinen Restriktionen 

(2 u) u erfüllt die Bedingung f [crz] (u)nj dF = o 
b 

(3 u) ti erfüllt die Bedingung <u) = O 

(lcr) a{ unterliegt keinen Restriktionen 

(2d) a{ erfüllt die Bedingung J [u] (o^nf dF — o 
D 

(3 d) a; erfüllt die Bedingung (er,)«,- = o. 

Arbeitet man gemäß (1 u) bzw. (lcr), so müssen in den Funktio- 

nalen /x und /j bzw. Ix die Diskontinuitätsterme mitgenommen 

werden. Sie entfallen nur dann, wenn die (schwachen) Bedin- 

gungen (2 u) bzw. (20) oder die (starken) Bedingungen (3 u) bzw. 

(3 er) erfüllt sind. Insbesondere muß bei Verwendung des Funk- 

tionais TI (das als Sonderfall in 11 enthalten ist) die Bedingun- 

gen (2 u) oder (3 u) erfüllt sein, und bei Verwendung des Funk- 

tionais TI (das als Sonderfall in I1 enthalten ist) die Bedingun- 

gen (2 er) oder (3 er). Genügt ein u-Ansatz der Bedingung (3«), so 

nennt man ihn „conforming”; erfüllt er jedoch nur (2u), so sagt 

man, er hat den „patch test” bestanden und ist damit zulässig 

für das am häufigsten verwendete Prinzip (3.35) (siehe hierzu die 

mathematischen Ausführungen in [25]). 

Analoge Überlegungen treffen für die Variationsgleichungen 

(3.31) und (3.32) bzw. (3.40) und (3.41) zu, die eine nicht not- 

wendig integrable Differentialform erster Ordnung darstellcn 

und damit nicht an die Existenz von Funktionalen gebunden 

sind. 

3.8 Anhang: Gegenüberstellung einiger formaler Differentialoperatoren 

Es werden folgende tabellarisch zusammengestelltc Fälle 

betrachtet : 

a) Ein durch die Linienlast q beanspruchter Stab (eindimen- 

sionales Problem; a Schnittkraft, e Dehnung, u Verschiebung). 
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Da das System II nicht überbestimmt ist, gibt es keine Kompati- 
bilitätsbedingung für e. 

Diese statische Aufgabe ist äquivalent der kinetischen Aufgabe 

der eindimensionalen Bewegung eines Massenpunktes. Hier be- 

deutet q die der Bewegungsrichtung entgegengesetzte Kraft, a 
den Impuls, e die Geschwindigkeit und u den Weg. Die in den 

Prinzipien vorkommenden Integrale sind über die Zeit zu er- 

strecken. Dann entspricht, wie leicht nachzuprüfen ist, (3.35) dem 

Hamiltonschen Prinzip mit 7i(,) als kinetischer Energie und 7i{a) 

als negativem Potential der Kraft q (sofern dieses existiert). Bei 

einer Diskretisierung des Zeitkontinuums kommt man so auto- 

matisch zu finiten Zeitelementen, siehe hierzu Argyris und 

Scharpf [26]. 

b) Das unter Ziffer 3 ausführlich behandelte Problem der 

räumlichen Sickerströmung mit q als Quellergiebigkeit, o{ als 

negativer Geschwindigkeit, s; als Druckgradient und u als Druck. 

Analog behandelbar sind das Problem der stationären Wärme- 

leitung und das elektrostatische Feldproblem. 

c) Die räumlichen Gleichungen der linearen Elastizitätstheorie 

mit q{ als Volumskraft, als Spannungstensor, esJ- als Verzer- 

rungstensor und ui als Verschiebungsvektor. 

I Aa = q II A*n = e V o = a + B* ip II' Be 

A a = q 

A = — 3 

A* il = e 

A* = 3 

b) 

Ai O; = q A*u = £,■ 

A- A* 

Q 
Ajaji — 1i A ljkuk = Eu 

A. = - 3, A*jk = ± 

(3,-, 3,- + àjk 3.0 

ai — ai + B* yj Bijej = o 

B,, = B* 
K = Gy, 3, 

au = an+B*jlmyJm Bijlmejm = o 

Bijlm — eij k ei m n 3k 3„ \ ^ijlm ~ B'ij Im 
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Abb. 1 Systematik der aus den Relationen I, II und III entwickelten Variationsprinzipien 
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