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Noch in jüngster Zeit wurde mehrfach hervorgehoben (Hof- 

mann [4] S. 95/96, King [5] S. 18, Cassels [2] S. 207-208), daß 

Leonardo von Pisa bereits im 13. Jahrhundert Systeme quadrati- 

scher Gleichungen in rationalen Unbekannten folgender Gestalt 

betrachtet hat ([7] S. 253, 271) 

Er gibt in der Tat in seinem Liber quadratorum a. a. O. für c = 5 

die Lösung 12 (x, y, z) = (31, 49, 41) an. Daß (1) für c = 1 un- 

lösbar ist, war schon Fermat bekannt; einen unmittelbar an das 

System (1) anknüpfenden Beweis gibt z. B. Cassels a. a. O. Eine 

Übersicht über alle Lösbarkeitsfälle hat man aber auch heute 

nicht, und die weitergehende Frage nach der Gesamtheit aller 

Lösungen ist anscheinend nur im Fibonaccischen Falle c = 5 

behandelt worden. Wir zeigen hier durch Zurückführung auf 

eine kubische Gleichung in zwei rationalen Unbekannten, daß 

im Lösbarkeitsfalle stets unendlich viele verschiedene Lösungen 

vorhanden sind ; für <£r = 5 ist eine weitere zahlenmäßig angege- 

ben (10)1. Ferner gewinnen wir unter Benutzung neuerer Ergeb- 

nisse über rationale Punkte auf kubischen Kurven (vgl. beson- 

ders Lind [9]) hinreichende Bedingungen für Unlösbarkeit. 

Wir gehen aus von dem mit (1) gleichwertigen System 

Es handelt sich demnach, wenn x, y, z als rechtwinkelige Ko- 

ordinaten angesehen werden, um die Ermittlung der rationalen 

1 Schon bekannt, vgl. Mordell [15] S. 71/72, wo auch Hinweis auf 

Uspensky-Heaslet [16]. 
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190 Hermann Schmidt 

Punkte auf einer Raumkurve 4. Ordnung, die durch (1) als 

Schnitt zweier (bzw. dreier) hyperbolischer Zylinder, durch (2) ab 

als Schnitt eines solchen mit einem Drehkegel gegeben ist. Da die 

Unbekannten nicht notwendig ganzzahlig zu sein brauchen, ist cs 

keine Einschränkung, von vornherein 

(2) c c quadratfrei 

anzunchmen. 

Für die Gesamtheit der Lösungen von (2) a findet man unter 

Benützung der Lösung (1, 1, 1) nach dem bekannten Verfahren 

der stereographischen Projektion (vgl. z.B. Dickson [3] 44, 47 

oder Nagell [11] 216) die Darstellung 

(3) 

X = Q (u2 +2 UV   V
2) = Q (2 u2 — (u — v)

2
) 

y = Q(•—U
2 + 2 UV + V

2) = Q\IV2 — (u — v')
2

') 

2 = Q(U
2 + V

2
), 

worin u, v £ Z, (u, v) = 1, j £ Q. 

Hieraus oder unmittelbar durch Betrachtungen im Gaussschcn 

Zahlenkörper ergibt sich die komplexe Form 

(3)' 

(3)" 

Z\ — x + iy — g(i — i) (u -f- iv)
2 

z = Q(U + iv) (u — iv), woraus noch folgt (bei Z 

Z = (1 — i) 2 
u + iv 

71 — iv' 

o) 

Einsetzen in (2)b, etwa unter Benutzung von 

x2 —y2 = Q2 3t (—2 i (u + iv)
x
) — 8 o2 uv (îI2 — v2) gibt 

(4) 4Q
2
UV (II2 — v2

) + c = o; für die in Frage kommenden Pa- 

rameterwerte ist also Q =)= o und 

(4)' uv (y2 — u2
) > O, 

und mit 

(4) w : = — 
' 2 0 

erhält man schließlich die Bedingung 

(5) cw2 = uv (y2 — u2
), (u,v) = 1. Hier ist wegen (2)c jetzt 

auch w G Z. 
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Man hat damit 

Satz 1. Genau dann ist die Aufgabe (1) bei der Annahme (2)0 

lösbar, wenn die ganze Zahl c quadratfreier Kern einer durch die 

biquadratische Form uv (v
2— u2

) ganzzahlig dargestellten, na- 

türlichen Zahl ist. 

Demnach können zu einem beliebigen Paare (u,v), das die Be- 

dingung (4)' erfüllt, die zugehörigen Werte c und zt w, damit alle 

Lösungen berechnet werden; dabei genügt es - etwa für die Her- 

stellung einer Tafel -2, da es nur auf die Beträge \x\, \y\ ankommt, 

o < u <C v anzunehmen. Denn falls »» < o, kommt man durch 

eine Drehung W* = i iW der W (= u + fzf)-Ebene, bei der 

Z* = —Z wird, auf einen schon berücksichtigten Fall zurück. 

Hiermit ist natürlich die Frage nach der Lösbarkeit von bei 

vorgegebenem c nicht erledigt. Setzt man nun noch 

(6) v — f u, w = r] u
2
, so sieht man, daß alles auf die Lösbarkeit 

in rationalen Zahlen mit »7 =|= o von 

(7) cif — f (£2 — 1) oder auch (vermöge (6') c
2
rj = rj') 

von 

(7) ' rj'2 = £'(f'2 — c2
) in rationalen Zahlen mit 1/ =p o hinaus- 

kommt. 

Zwischen den (etwa vorhandenen) gesuchten Punkten der Kurve 

(1) und den entsprechenden von (7) bzw. (7)' besteht die Kette 

eineindeutiger Abbildungen 

(8) (x, y, z) (± W, w) «-> (I, rf) <-> (£', f) 

(vermittelt durch (3)' (3)" (4)" (6) (6)'). 

Die schon eingangs erwähnte klassische Unlösbarkeit für c = 1 

folgt jetzt aus der Unlösbarkeit von (5). Wegen (u, v) = 1 müßten 

jetzt u und v Quadrate sein, und oF = r4 — o4 ist in Nja bekannt- 

lich unlösbar (vgl. z.B. Nagell [11], S. 227, Th. 114). 

Für das weitere ziehen wir das altbekannte Tangentenverfahren 

heran: der dritte Schnittpunkt der Tangente in einem Punkte 

(fo> V0 4= °) von (7) rnit der Kurve hat die Abszisse 

Vgl. hierfür und für umfassende geschichtliche Angaben Dickson [14] 459 ff. 
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(9) ?i = (vgl- z.B. Lind [9] S. 19, Satz 2), 

und man hat weiter vermöge (6) (3) (4) (5) (1) 

t- __ S
ü „„ -

r
<>yo

z
o 

^1-—, 

So erhält man z.B. im Fibonaccischen Falle 

C = 5» («0. Vo> 
w

o) = (4. S. 6) 

die weitere Lösung *) 

(10) 1494696 (x1,y1, zj) = (113279, 4728001, 3344161), und 

im Falle c = 6 zu der Lösung 2 0ro, _y0> 2o) — (L 7, 5) noch 

140 (xv ylt zf) = (1 151, 1 249, 1 201) vgl.2, 468 u.). 

Nunmehr beweisen wir 

Satz 2. Besitzt (1) «!« Lösung, so auch unendlich viele ver- 

schiedene, und zwar entsteht eine Folge von solchen durch fortge- 

setzte Anwendung des Tangentenverfahrens bei der Kurve (7). 

Daß es genügt, (7) zu betrachten (bei rj =j= o) folgt aus (8); wir 

verwenden weiterhin eine schon bei Schmidt [12] S. 11, Hilfs- 

satz 3 in einem etwas schwierigeren Fall benützte Methode. 

Hilfssatz. Die Iterierten der rationalen Funktion 

cp(f) = \ (vgl- (9)) sind für | £ Q, |(|2— 1) > o sämtlich 

vorhanden und voneinander verschieden. 

Zum Beweis ist zunächst zu bemerken, daß für £ (£
2 — 1) > O 

stets cp (£) > 1 ausfällt, abgesehen von den irrationalen Stellen 

£ = 1 ± Y 2 (Berührabszissen der nicht vertikalen Tangenten 

vom Punkte (1, o) an die Kurve). Das folgt sofort aus 

(I2 + l)2 — 4 £ (I2 — 1) = (£2 — 2 £ —- l)2 > o. Die Folge der 

Nachfolger eines solchen Wertes £0, nämlich £v+1 — cp (£,), 

v = o, 1, . . . bricht also nicht ab, und zwar ist £v > 1 für v~> 1. 

Nunmehr sei f = y, <2 > (ö, b) — 1. Dann ist mit 

G: = a
2
 b

2
, F: = ab («2 — £2) 
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rp ff) = -jp = : -j, (g, h) = l, also^ == h = wenn 

D: = (U2, 4 A). Nun ist zunächst (ab, a
2 + Æ2) = 1 wegen 

O, £) = 1, 

ferner 

{a
2
 — b

2
, (a

2
 + b

2
)
2
)=(a

2
—b

2
,(a

2
—b

2
)
2
+4b

2
 (a

2
—b

2
) +46*) = 

= {a
2
-b

2
,4b

i
) 

ein Teiler von 4, also D eine Potenz von 2. Ist nun a2 + b
2 gerade, 

so a == b == 1 (2), <z2 + b2 = 2 (4), ff2 = 4 (8), also D < 4. Ferner 

ist A > 2.3 = 6. Somit wird schließlich 

(n) g* +P>-^r + -^>G
2
>G = a

2
+ b

2 

da das Polynom 

T
2 — 16 T + 16.36 = (T — 8)2 + 16.32 

positiv definit ist. Durch wiederholte Anwendung von (11) folgt 

daher nun die Behauptung, daraus dann sofort Satz 2. 

Ein anderer Beweis desselben wird bei Laub [6], 39 (42) ff. an- 

gegeben, wobei allerdings sehr ins einzelne gehende Ergebnisse 

von B. Levi [8] über den Aufbau des Moduls der rationalen 

Punkte auf einer Kurve 3. Ordnung als bekannt vorausgesetzt 

werden. 

Besonders reich an Beispielen für ^r-Werte der in Satz 2 gefor- 

derten Art ist die Arbeit Wiman [13], wo im übrigen tiefgehende 

Untersuchungen über den Rang des soeben erwähnten Moduls 

für Kurven der Gleichungsform (7)' durchgeführt sind. 

Auf der anderen Seite gilt 

Satz 3. Unlösbar ist (1), wenn (7) nur exzeptionelle rationale 

Punkte besitzt. 

Dabei heißt ein Punkt einer Kurve 3. Ordnung nach Nagell ex- 

zeptionell, wenn das Tangentenverfahren periodisch wird oder 

abbricht, so daß, wenn es ein rationaler Punkt ist, höchstens end- 

lich viele weitere solche geliefert werden. 

Der Beweis folgt sofort daraus, daß es jetzt auf (7) überhaupt 

keinen rationalen Punkt mit y\ =)= o geben kann, da ein solcher 

13 München Ak. Sb. 1975 



194 Hermann Schmidt 

nach Satz 2 ja zu unendlich vielen solchen führen würde, also ein 

„ordinärer“ (d.h. nicht exzeptioneller) Punkt wäre. Damit wer- 

den nun die Ergebnisse von Nagell und Lind [9], 10, 7öff. über 

exzeptionelle Kurven ('7)' anwendbar, und diese ergeben z.ß. die 

Unlösbarkeit von (7) für folgende Fälle (p, q voneinander ver- 

schiedene Primzahlen) : 

c = P = 3 (8) ; c = pq, P = q = 3 (8) 

C = 2p,p=— 3, 5, —7 (16); c = 2pq,p = q=± 3 (8). 

Der bei Beha-eddin [1] Schluß, S. 55,2. (vgl. auch Moritz 

[10] 284) als Aufgabe angeführte Fall c = 10 ist damit insbeson- 

dere als unmöglich erledigt, wie es der Herausgeber Nessel mann 

[1] 72> 35) schon ohne Beweis behauptet. - Für die Vermittlung 

des Buches [1] in Aufklärung einer irreführenden Angabe bei 

Moritz a. a. O. habe ich den Herren Hermelink und H. Ge- 

ricke in München zu danken. 

Nicht enthalten ist hier der Fall c = 2, wo die Unlösbarkeit 

aber bekannt ist.3 
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