BAYERISCHE AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN
MATHEMATISCH-NATURWISSENSCHAFTLICHE KLASSE

SITZUNGSBERICHTE

JAHRGANG
1975

MUNCHEN 1976

VERLAG DER BAYERISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN
In Kommission bei der C, H. Beck’schen Verlagsbuchhandlung Miinchen



Eine diophantische Aufgabe des Leonardo von Pisa
Von Hermann Schmidt in Wirzburg

Vorgelegt am 7. Februar 1975

Noch in jlingster Zeit wurde mehrfach hervorgehoben (Hof-
mann [4] S. 95/96, King [5] S. 18, Cassels [2] S. 207-208), dal
Ieonardo von Pisa bereits im 13. Jahrhundert Systeme quadrati-
scher Gleichungen in rationalen Unbekannten folgender Gestalt
betrachtet hat ([7] S. 253, 271)

(1) Re=ade=y"—¢, cCN2y,2E€Q.

Er gibt in der Tat in seinem Liber quadratoruma. a. O. fiir ¢ = 3
die Losung 12 (x, ¥, z) = (31, 49, 41) an. Dal3 (1) fiir c = 1 un-
l6sbar ist, war schon Fermat bekannt; einen unmittelbar an das
System (1) ankntipfenden Beweis gibt z. B. Cassels a. a. O. Eine
Ubersicht iiber alle Lsbarkeitsfille hat man aber auch heute
nicht, und die weitergehende Frage nach der Gesamtheit aller
Losungen ist anscheinend nur im Tibonaccischen Falle ¢ = 3
behandelt worden. Wir zeigen hier durch Zurlickfihrung auf
eine kubische Gleichung in zwei rationalen Unbekannten, daf3
im Losbarkeitsfalle stets unendlich viele verschiedene Lésungen
vorhanden sind; fir ¢ = 5 ist eine weitere zahlenmiBig angege-
ben (10)1. Ferner gewinnen wir unter Benutzung neuerer Ergeb-
nisse {iber rationale Punkte auf kubischen Kurven (vgl. beson-
ders Lind [9]) hinreichende Bedingungen fiir Unldsbarkeit.
Wir gehen aus von dem mit (1) gleichwertigen System

2

(2)a 22 492 —222=o0

(2)b gh-ryt LB =0,

Es handelt sich demnach, wenn =z, ¥, z als rechtwinkelige Ko-
ordinaten angesehen werden, um die Ermittlung der rationalen

1 Schon bekannt, vgl. Mordell [15] S.71/72, wo auch Hinweis auf
Uspensky-Heaslet [16].
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Punkte auf einer Raumkurve 4.Ordnung, die durch (1) als
Schnitt zweier (bzw. dreier) hyperbolischer Zylinder, durch (2)ab
als Schnitt eines solchen mit einem Drehkegel gegeben ist. Da die
Unbekannten nicht notwendig ganzzahlig zu sein brauchen, ist ¢s
keine Einschrinkung, von vornherein

(2)c ¢ quadratfrei

anzunchmen.

Fiir die Gesamtheit der Losungen von (2)a findet man unter
Beniitzung der Lésung (1, 1, 1) nach dem bekannten Verfahren
der stereographischen Projektion (vgl. z.B. Dickson [3] 44, 47
oder Nagell [11] 216) die Darstellung

2

x =00+ 2u0v—10%) = 0(212— (u—v)
(3) = o(—u® +2uv + v*) = 9(20* — (u —0)?)
z = p(u® -+ %),

worinz, v © Z, (i, v) == 1, p & Q.

Hieraus oder unmittelbar durch Betrachtungen im Gaussschen
Zahlenkorper ergibt sich die komplexe Form
(3 Zi=zxtiy=00—10)(u+iv)?

z = o(x + iv) (u— iv), woraus noch folgt (bei Z == 0)

+iv
AN Z — (1 — Z- . 2
3/ ( > w—1iv

Einsetzen in (2)b, etwa unter Benutzung von
22— 2= 0* R (—27 (. + 70)*) = 8 p2uv (2® — v?) gibt

(4) 40*nv (2* — v?) + ¢ = o, fir die in Frage kommenden Pa-
rameterwerte ist also p =F 0 und

(4) v (22 — u?) > o,
und mit

. o

4 W= =

erhilt man schlieBlich die Bedingung

(5) cw?=uwnv(v®—u?), (u,v) = 1. Hier ist wegen (2)c jetzt

auch w & Z.
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Man hat damit

Satz 1. Genaw dann ist die Aufgabe (1) bei der Annahme (2)c
ldsbar, wenn die ganze Zahl ¢ quadratfreier Kern ciner durch die
biquadratische Form uv (v — 1*) ganzzahlig dargestellten, na-
tiirlichen Zall ist.

Demnach koénnen zu einem beliebigen Paare (#,v), das die Be-
dingung (4)" erfillt, die zugehoérigen Werte ¢ und o= w, damit alle
Lasungen berechnet werden; dabei genligt es — etwa fur die Her-
stellung einer Tafel -2, da es nur auf die Betrige |z |, |v | ankommt,
0 << 22 <C v anzunehmen. Denn falls #v < 0, kommt man durch
eine Drehung W* = 4= ¢ der W (= u - iv)-Ebene, bei der
Z* = —7Z wird, auf cinen schon beriicksichtigten Fall zuriick.

Hiermit ist natiirlich die Frage nach der Lésbarkeit von bei
vorgegebenem ¢ nicht erledigt. Setzt man nun noch

(6) v =£&u,w=mnu sosicht man, daB alles auf die Losbarkeit
in rationalen Zahlen mit 7 == o von

(7)  en? = E (& —1) oder auch (vermdge (6") c& = &', 2y =1')
von

(7)) %= E'(&?%— % in rationalen Zahlen mit 7" == o hinaus-
kommt.

Zwischen den (etwa vorhandenen) gesuchten Punkten der Kurve
(1) und den entsprechenden von (7) bzw. (7)" besteht die Kette

/

eineindeutiger Abbildungen
® (x5, 2) > (LW, w) < (& m) = (&, 7)
(vermittelt durch (3)" (3)" (4)" (6) (6)").

Die schon eingangs erwihnte klassische Unlésbarkeit fiir ¢ = 1
folgt jetzt aus der Unlosbarkeit von (5). Wegen (i1, 7) = 1t miiten
jetzt 2z und v Quadrate sein, und »? = 7t — ¢t ist in IV ja bekannt-
lich unlésbar (vgl. z.B. Nagell [11], S. 227, Th. 114).

Fiir das weitere zichen wir das altbekannte Tangentenverfahren
heran: der dritte Schnittpunkt der Tangente in einem Punkte

(&9, 19 =F 0) von (7) mit der Kurve hat die Abszisse

* Vgl hierfiir und {tir umfassende geschichtliche Angaben Dickson[14] 459 ff.
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e . (&) ‘
9 & = TEE—T) (vgl. z.B. Lind [9] S. 19, Satz 2),
und man hat weiter vermége (6) (3) (4) (5) (1)
b=, gy 2

So erhilt man z.B. im Fibonaccischen Falle

¢ =5, (”0) Vg, ”"0) = (4: 5 6>

die weitere Losung 1)

(10) 1494606 (xy, ¥3, 21) = (113279, 4728001, 3344161), und
im Falle ¢ = 6 zu der Losung 2 («y, ¥4, 29) = (1, 7, 5) noch
140 (xy, ¥q, 2 = (1151, 1249, 1201) vgl.2, 468 u.).
Nunmehr beweisen wir

Satz 2. Besitzt (1) eine Losung, so auch unendlich viele ver-
schiedene, und swar entsteht eine Folge von solchen durch forige-
setzte Anwendung des Tangentenverfalrens bei der Kurve (7).

Dal} es gentigt, (7) zu betrachten (bei 5 == o) folgt aus (8); wir
verwenden weiterhin eine schon bet Schmidt [12] S. 11, Hilfs-
satz 3 in einem etwas schwierigeren Fall bentitzte Methode.

Hilfssatz. Die [terierten der rationalenn Funktion
p(§) = _{5_"’_)_1_) (vgl. (9)) sind fiir & & Q, E(E2— 1) > o sdmitlich

vorhanden und voneinander verschieden.
Zum Beweis ist zunichst zu bemerken, dal} fir £ (82— 1) >0

stets @ (&) > 1 ausfillt, abgesehen von den irrationalen Stellen

E=1 + ]/2 (Berlihrabszissen der nicht vertikalen Tangenten
vom Punkte (1, 0) an die Kurve). Das folgt sofort aus

(82 4 12— 4 E(E2—1) = (88 —2 £—1)? > 0. Die Folge der

Nachfolger eines solchen Wertes &, nidmlich &,,; = ¢ (§,),
Y =0, 1,... brich’c also nicht ab, und zwar ist £, > 1 fur» > 1.
Nunmehr sei § = —, @ > 4, (2, 5) = 1. Dann ist mit

G:=a* +é2,F:=ab(a2—62)
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c? G r

@ (£) = T :%,(g, k) =1, also g = —, hz%,wenn
D: = (G? 4 F). Nun ist zunichst (ab, a® 4 6% = 1 wegen
(a, 6) =1,

ferner

(a2 — 8%, (a® + 6%)%) = (a®— 22, (a2 —6)? + 46% (a®—8%) + 4 %) =
= <d2 - b‘.’,, 4 54)

ein Teiler von 4, also D eine Potenz von 2. Ist nun a* 4 4% gerade,
soa=6=1(2),a% +86*=2(4), G* = 4(8), also D < 4. Ferner
ist /> 2.3 = 6. Somit wird schliellich

2 ;2>ﬁ_ 4262 G2> G = a2 1. 42
(11) g+ 2 g+ >6> a® +

da das Polynom
72 —16 T +16.36 == (T —8)%* + 16.32

positiv definit ist. Durch wiederholte Anwendung von (11) folgt
daher nun die Behauptung, daraus dann sofort Satz 2.

Ein anderer Beweis desselben wird bei Laub [6], 39 (42) {f. an-
gegeben, wobel allerdings schr ins einzelne gehende Ergebnisse
von B. Levi [8] iiber den Aufbau des Moduls der rationalen
Punkte auf einer Kurve 3.Ordnung als bekannt vorausgesetzt
werden.

Besonders reich an Beispielen fur -Werte der in Satz 2 gefor-
derten Art ist die Arbeit Wiman [13], wo im {ibrigen tiefgehende
Untersuchungen iiber den Rang des soeben erwithnten Moduls
fiir Kurven der Gleichungsform (7)" durchgefiihrt sind.

Auf der anderen Seite gilt

Satz 3. Unlosbar ist (1), wenn (7) nur exzeptionelle rationale
Punkte besitzt.

Dabei heifit ein Punkt einer Kurve 3.Ordnung nach Nagell ex-
zeptionell, wenn das Tangentenverfahren periodisch wird oder
abbricht, so dal3, wenn es ein rationaler Punkt ist, hochstens end-
lich vicle weitere solche geliefert werden.

Der Beweis folgt sofort daraus, daf3 es jetzt auf (7) iberhaupt
keinen rationalen Punkt mit % == 0 geben kann, da ein solcher

13 Miinchen Ak, Sh. 1975
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nach Satz 2 ja zu unendlich vielen solchen fiithren wiirde, also ein
mordindrer (d.h. nicht exzeptioneller) Punkt wire. Damit wer-
den nun die Ergebnisse von Nagell und Lind [9], 10, 76f. {iber
exzeptionelle Kurven (7)" anwendbar, und diese ergeben z. B. die
Unldsbarkeit von (7) fur folgende Fille (p, ¢ voncinander ver-
schiedene Primzahlen):

c=p=308)c=pqp=9=3(8)
[ 2P’PE_3J 5’_7 (16))€= ng)p_——z E:}:?)(S)

Der bei Beha-eddin [1] SchluB, S. 535,2. (vgl. auch Moritz
[10] 284) als Aufgabe angefithrte Fall ¢ = 10 ist damit insbeson-
dere als unmoglich erledigt, wie es der Herausgeber Nesselmann
[1] 72, 35) schon ohne Beweis behauptet. — Fir die Vermittlung
des Buches [1] in Aufklirung einer irrefithrenden Angabe bei
Moritz a. a. O. habe ich den Herren Hermelink und H. Ge-
ricke in Miinchen zu danken.

Nicht enthalten ist hier der Fall £ = 2, wo die Unldsbarkeit
aber bekannt ist.®
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