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Kennzeichnung von Strahiflacheninvarianten
durch Minimaleigenschaften

Von Oswald Giering in Miinchen

Vorgelegt von Herrn F. L. Bauer
Herrn Josef Lense zum 85. Geburtstag gewidmet

Angeregt durch die Extremaleigenschaften der Hauptkriim-
mungen einer Fliche in einem Nichtnabelpunkt {1, S. 108] zeigen
wir, daB3 zahlreiche Strahiflicheninvarianten durch Minimal-
eigenschaften erfaf(bar sind. Zusitzlich ergibt sich eine projektive
Deutung des Drallbetrages einer windschiefen Fldche und eine
neue Kennzeichnung der windschiefen Flichen konstanten
Dralls.

Eine windschiefe C*-Fliche @ des dreidimensionalen cuklidi-
schen Raumes £3, mit der auf ihre Bogenlinge 2 bezogenen
Kehllinie 8(z), mit dem Erzeugendenvektor ¢(z), dem Zentral-
normalenvektor n(x) und dem Zentraltangentenvektor (z)
(¢2 = n% = 3% == 1) hat Uber dem Parametergebiet / X R (/ C R
ein offenes Intervall) den Ortsvektor

(1) 8(2) 4+ velw) (8(w), ()| EC*;un e, v ER
/ N\ / / ) ’

und geniigt den Ableitungsgleichungen (3, S. 64]

(2) ¢ =wun, n' = —xe + 1713 3 = —71n;

in (2) ist % die Krimmung und 7 die Torsion von @.

1. Die Kurven v = const haben bei der gewihlten Parametri-
sierung von @ geometrische Bedeutung; sie sind die Kwurven kon-
stanten Kehlabstandes [4, 5]. Wird ¢ durch einen ('-Vektor
(3) C:=ualuye +plOn +y@)s (€2 =1)
ersetzt, so beschreibt
(4) 1(ae, ) = 8(x) + vC€(z)
tiber 7/ X R eine C'-Strahlfliche ¥, die eine Begleitfliche von @
ist. Die Kurven v = const der Begleitfliche ¥ haben beziiglich @
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ebenfalls geometrische Bedeutung, falls € bezliglich @ geometri-
sche Bedeutung besitzt.

Wir betrachten im folgenden lings einer festen Erzeugenden
e C ¥ (= const) die Tangenten der Kurven o = const und
nennen sie die Bakintangenten von ¥ lings e¢. Wir bilden dazu
aus (4)
(5) =38 4 o€
und verwenden die Strlktlon o (—— <o < _) von @ zur Dar-
stellung von t: = 8’ [3, S. 64]:

(6) t =-¢ecosag + §sin 0.

Zwei durch vy, v, festgelegte Bahntangenten von ¥ lings ¢ bilden
genau dann ein orthogonales Bakntangentenpaar, wenn sie der
Orthogonalititsbedingung

@) (€2vyvy, +1€ (v, +2,) +1 =0

genligen, mit
®)  (©F =@ —=p) £ tax—y0)® + 0 + 07

(9) t¢ = (¢ — fx)cos o + (' + f7) sin 0.
Nach Ausfithrung der Translation

HOSE
(10) W=y —}—(@,)2 (€' =0o)
werden die Punkte der Erzeugenden e C ¥ festgelegt durch ihren
orientierten Abstand w vom Kehlpunkt 7" € ¢ der Begleitfiiche
Y. Die Orthogonalitidtsbedingung (7) lautet sodann:

(t X & )2
(@'2\2 -
[(oc —Bx) sing — (Y +B7)coss]2+ (B +an— 'Y'r)2
[(o— B+ (B +ox—y o) + (¢ + B)J?

Aus (11) folgt an jeder Stelle 2 & 7: Ist die regulire Erzeugende
¢ C ¥ nichtzylindrisch (¢'==0) und ist die Zentralnormale von
¥ zur Kehllinientangente von @ nicht parallel (t x ¢ =0),
dann schneidet das durch w,, w, festgelegte orthogonale Bahn-
tangentenpaar von ¥ lings e auf der Erzeugenden ¢ eine Strecke
der Linge

(11) wyw, =— 022 : =
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w. 2 92
(1) L) = wy— wne) = L (> )
aus. Genau fir !

(13) w; = | 2|
wird L (ze;) minimal.

Zahlreiche Invarianten der Strahlfliche @ lassen sich durch
die Minimaleigenschaft (13) mit Hilfe geeignet gewidhlter Be-
gleitflichen ¥ an jeder Stelle # &€ 7 kennzeichnen:

a) Fur € = e(n) wird
y % == 05

1
(14) w=1u e

1. - , .
— heilt Kriimmungsradins von @ in e ().
%

b) Fur ¢ = 3() wird
1
(1%) w1=UI=H, T %= 0;

i, . . .
— heiBit Torsionsradius von @ in e(u).
T

¢) Fir € = t(2) wird
1
=N Vet
wobei ) :=-—d' die geodditische Kriimmung und x, : =
% cos ¢ — 7 sin ¢ die Normalkriimmung der Kehllinie von @ an-
gibt [3, S. 73].
d) Fir € = n(z) lautet (10)

(16) wy ’ (K:,)Z + (K‘:,)z :# o,

%
N _ o n

(1 7) s v w2 + <2

und (13) lautet

18 = i

( ) wy 'K.Z +T2
e) Fir € = —e (%) sin o(2,) <+ §(2) cos o6(z,) wird an der Stelle

uy & 7

1
(19) Wy = U =

= 7, (uy) +0;

1
|xsinc+'rcoso| 'r:,(uo)l’

U

2
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T, =% sin ¢ + 7 cos ¢ bezeichnet die geoddtische Torsion der
Kehllinie von @ [3, S. 731.
f) Fir € = e(u) cos o(uy) + §(2) sin 6(z,) wird an der Stelle

u, & 1
1

%, (1g) F=0.

20 W, = v
(20) ! t Ixcosc—{—'rsmcy

()l

Zusammenfassend gilt:

Satz 1. Sei @ C 3 eine windschiefe C*Fliche und ¥ C I3
eine C*-Begleitstrahlfliche von D. Fiir alle uw & I sei die Kehi-
linte von D Leitkurve von ¥ und die Kehllinientangente von @
nicht parallel zur Zentralnovmalen von V. Dann gilt:

Lings jeder reguldren nichtzylindrischen Evzeugenden ¢ (1) CW¥
existiert unter allen orthogonalen Bahntangentenpaaren genau
ein Paar, das ¢ (1) in einer Strecke AB minimaler Linge schneidet.
AB liegt symmetrisch zum Kehlpunkt T < ¢ C W und mit den
bisherigen Bezeichnungen ist

AT = TB = w, = | 2 |.
Hat 'V die nachfolgenden Erzeugendenvektoren C(u), so stim-
men die Kehlpunkte T Y und S & D fiir alle w & 1 bzw. fiir

wu, S [ diberein und die zugehorigen Minimalstrecken AS bzw.
(AS)y lassen sick als die angegebenen Invarianten von @ deuten .

Clu) “ e(u) { 5(u) ‘__ t(2) | — e(z) sin gy + g(zﬁ_cos Ty
T L] L et @S-
S| % T ‘V(x )2 —{—(y.")z o = [7?(?:0—)

C(2) Hc(u) cos gy + 3(2) sin To
— ||
AS i (A.S)
Il o Iy (u ,) l
Bemerkungen:
1. Ist &' = " = 9" = o fur alle « & 7, dann sind die Erzeu-
genden ¢(z) einer Begleitfliche ¥ mit dem begleitenden Dreibein

{S;e,n, 3} von D fest verkniipft und der Kehlpunkt 77 € e(u) C ¥V
wird nach (8)-(10) festgelegt durch

1 Bei den durch 6 = o gekennzeichneten C2-Tangentenflichen @ spezialisie-
ren sich die Ergebnisse.



Kennzeichnung von Strahlflicheninvarianten 5

<+ B,
ST = @
ey B ) + (e —yo)?

2. Varilert e(u, o, f,y) an der Stelle 2 & 7 im begleitenden
Dreibein {S; ¢, n, 3} von @, so folgt aus (21): Die Kehlpunkte
T (u, o, B, y) liegen auf einem Drehzylinder A, der im kartesischen
Koordinatensystem {S; xe, ¥n, 23} die Gleichung

(22) (#* 4+ 1) y? + (ex —72)* —u, y =0
besitzt und die Zentralebene von @ in S lings des Darbouxschen
Vektors [3, S. 64] b: = te + xj beriihrt; A hat den Radius

el
w242’
3. Die Gemeinlote der orthogonalen Bahntangentenpaare ldngs

einer Erzeugenden ¢ C @ haben den gemeinsamen Richtungs-
vektor nx t und liegen parallel zur Zentralebene im Abstand

(23) =1

Cos G

(24) ¥ === = —47g.
s

Dabei ist »; der Radius der begleitenden E-Sphdre von @ in e
[z, S.101].

2. Die absolute Striktion |o| einer windschiefen Fliche ldBt
sich durch folgende Minimaleigenschaft kennzeichnen:

Satz2: Die absolute Striktion |o|(—w[2 < o < w[2) einer wind-
schiefen CY-Flichel @ C E3ist der absolut kleinste Winkel, unter
dem die Kurven konstanten Kehlabstandes eine vegulive nicht-
aylindrische Erzeugende ¢ C D schneiden.

Beweis: Bei der gewihlten Parametrisierung von @ sind die
Kurven konstanten Kehlabstandes nach (4) (€ = ¢!) die Kurven

v=const. Flir den Winkel ¢(v) : = X (r,, ¢), unter dem eine
Kurve w=const eine reguldre nichtzylindrische Erzeugende
e C @ schneidet, gilt mit (5) und (6):

(25) cos @ §V1 + v%%% cos @ = |r,| cos ¢ =r.e=cos G
(% Z=0).
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Wegen cos ¢ >0 ist [r, | cos ¢ > o. Wegen [r,| > 1 ist cosp >0
und somit — — <o << ;—C Aus (235) folgt daher:
2
|@(v)| > || lings e sowie ¢(0) = o.
7 7
Fir o = —ist ¢ (v) = — ldngs e.
2 2
3. Zur Erfassung des Drallbetrages || einer windschiefen C1-
Fliche @ durch eine Minimaleigenschaft betrachten wir lings

einer reguldren nichttorsalen Erzeugenden ¢ C @ die Flichen-
normalenvektoren

(26) N(v) : = nsin 6 — vxy.
Lings e genuigt ein durch #y, v, festgelegtes Paar orthogonaler
Flichennormalen der Orthogonalititsbedingung

(27) vy = — 8 (5 =l o).
A

Jedes Paar orthogonaler Flichennormalen schneidet auf der Er-
zeugenden ¢ eine Strecke der Linge

22+ &2

1

(28) L(vy) : = v3—vy(7y) = (v1 > 0)

aus, die genau flir
(29) vy = 9]
minimal wird. Daraus folgt:

Satz 3: Ldngs jeder regulivem nichitorsalen Evrzeugenden e
einer windschiefen C*~Fliche ® C FE3 existiert unter allen Paaren
orthogonaler Flichennormalen genaw ein Paar, das e in einer
Strecke AB minimaler Linge schneidet. AB liegt symmetrisch
zum Kehlpunkt S @ ¢ C @,; AS = SB mifit den Drallbetrag
von Dine: AS = SB = |6|.

Die Tangentenebenen von @ lings ¢ und ihre Berthrpunkte
genligen der Beriihrkorrelation (3, S. 65]:

(30) v:étana(—:gazzq(m,@gg).

Nach projektivem Abschlull des Z% zu £3 folgt aus (30) mit
Satz 3: Die Tangentenebenen von @ in 4 und B sind die winkel/-
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halbierenden Ebenen der Zentralebene und der asymptotischen
Ebene von @ in ¢; sie trennen Zentralebene und asymptotische
Ebene harmonisch.

Die Fernspuren jedes Paares orthogonaler Tangentialebenen
von @ lings e liegen konjugiert bezliglich des absoluten Kegel-
schnitts. Diese Eigenschaft kennzeichnet die Paare orthogonaler
Tangentialebenen von @ lings e projektiv und erméglicht zu-
sammen mit Satz 3 eine projektive Deutung des Drallbetrages
|6] von @ in e. Ist ndmlich Z der Fernpunkt von ¢ und sind 7, Q
die Beriihrpunkte eines beliebigen Paares orthogonaler Tangen-
tialebenen von @ lings ¢, so gilt mit (27):

(31) DV(PQSE)=——_.
Daraus folgt:
(32) DV(PQSE)=—1wv=2+0e (P, Q) =(4,5).

Somit hat man:

Sawtz4: Ist © C E® eine windschiefe Cl-Flicke, e C D eine
reguldive nichitorsale Erzeugende und 6 dey Drall von D in ¢, so
gilt: Die Beriihrpunkte A, B jenes Paares orthogonaler Tangen-
tialebenen von @ lings e, welche den Kehlpunkt S © ¢ C D und
den Fernpunkt £ S e C D harmonisch trennen, liegen im Ab-
stand 2 {9 |.

Sucht man lings jeder Erzeugenden e(z) C @ die Tangential-
ebene, die mitder Zentralebene einen festen Winkelé(—g <L —27:)

einschlieB3t, so erhilt man die der Strahlfliche @ ldngs einer ge-
wissen Flichenkurve ¢ C @ umschriebene Flichentorse I kon-
stanten Zentralwinkels {. Die Fliachentorsen konstanten Zentral-
winkels stehen den Flichenkurven konstanten Kehlabstandes
dual gegeniiber und lassen sich zur Kennzeichnung der wind-
schiefen Flichen konstanten Dralls heranziehen. Aus obigen Aus-
fithrungen zum Drall 6 von @ folgt:

Satz 5: Eine windschiefe C1-Fliche © C E® hat genaw dann
konstanten Drall 8, wenn ihre Flichentorse konstanten Zentral-
winkels { = ;—tdz'e Fliche D lings einer Flichenkurve konstanten
Kehlabstandes a beriihrt. Dabei ist a = |4].
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AbschlieBlend sei erwihnt, daf3 der Drall 6(z) in einer Erzeu-
genden e(z2) C @ zur Totalkriimmung 7 von @ lings ¢ umgekehrt
proportional ist. Aus der Formel von Lamarle [3, S. 74] fur die
Gauf3sche Kriimmung K in den Punkten von @ auf e,

— 62

K = —
(v® + 622
folgt diese Eigenschaft durch Integration:

(33)

oo, T
(34_) T(qj)“,—:const__oof K (U)dv o 20 (%) .
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