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Einleitung 

In dieser Arbeit werden Bedingungen für die Existenz regii- 

lärer gemeinsamer Urbildmaße hergeleitet, d. h. für die Existenz 

von Maßen, die bezüglich eines Mengensystems $ (von innen) 

regulär sind und eine vorgegebene Familie von Bildmaßen unter 

einer Familie meßbarer Abbildungen besitzen. 

Wohlbekannte Spezialfälle dieses Problems sind einerseits die 

Frage nach der Existenz des projektiven Limes einer projektiven 

München Ak. Sb. 1976 
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Familie von Maßen, zum anderen die von Kellerer ([12], [13]) 

untersuchte Frage nach der Existenz von Maßen auf Produkt- 

räumen, für die gewisse Marginalmaße vorgegeben sind. Ferner 

kann man auch das Problem der Fortsetzbarkeit beliebiger Men- 

genfunktionen zu (regulären) Maßen als Existenzproblem für 

gemeinsame Urbildmaße interpretieren (vgl. 1.7). 

Zunächst beschränken wir uns auf die Untersuchung der 

Existenz ^-regulärer endlich-additiver gemeinsamer Urbildin- 

halte; die ff-Additivität erhält man hieraus unter der zusätzlichen 

Voraussetzung, daß $ ein kompaktes System im Sinne von 

Marczewski [19] ist. In [17] haben wir notwendige und hinrei- 

chende Bedingungen hergeleitet für die Existenz endlich-additi- 

ver gemeinsamer Urbildinhalte ohne Regularitätsforderungen. 

Wir können uns daher hier im wesentlichen darauf beschränken, 

Bedingungen für die Existenz ft-regulärer Elemente in der Menge 

M aller gemeinsamen Urbildinhalte zu suchen. 

Dazu gehen wir ähnlich wie in [15] vor: Zunächst wird in Ab- 

schnitt 3 gezeigt, daß alle Ä-regulären Inhalte aus M bezüglich 

einer geeigneten Präordnung auf M maximal sind. Ferner folgt 

aus Andenaes’ Version des Satzes von Hahn-Banach, daß M 

stets maximale Elemente bezüglich dieser Präordnung besitzt, 

sofern M nicht-leer ist. Für solche maximalen Inhalte aus M be- 

weisen wir, daß man sie eindeutig in einen größtmöglichen JÎ- 

regulären Anteil und einen diffusen Rest zerlegen kann (Satz 3.9). 

Es kommt daher zum Nachweis der Existenz Ä-regulärer Inhalte 

aus M darauf an, Bedingungen zu finden, die gewährleisten, daß 

für gewisse maximale Inhalte aus M der diffuse Anteil der Null- 

inhalt ist. 

Im Falle eines einzigen gegebenen Bildinhalts haben wir in [15] 

unter Zusatzvoraussetzungen (über den gegebenen Inhalt und die 

gegebene Abbildung) gezeigt, daß der diffuse Anteil für einen 

(und auch für jeden) maximalen Urbildinhalt genau dann der 

Nullinhalt ist, wenn der gegebene Bildinhalt von innen approxi- 

miert werden kann durch den äußeren Inhalt der Bilder von 

Mengen aus Ä. 

Will man dieses Ergebnis auf Familien vorgegebener Bildin- 

halte übertragen, so liegt es nahe, den äußeren Inhalt durch den 

in [17] eingeführten gemeinsamen äußeren Inhalt zu ersetzen. 
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(Dieser berechnet sich im Spezialfall projektiver Familien einfach 

als Infimum der äußeren Inhalte aller Bildmengen einer gegebe- 

nen Menge aus Ä.) Es stellt sich jedoch heraus (vgl. Beispiel 4.11), 

daß die analoge Approximationsbedingung zwar notwendig, aber 

nur unter weiteren Zusatzvoraussetzungen auch hinreichend für 

die Ä-Regularität gewisser Elemente aus M ist. Im Abschnitt 4 

werden verschiedene derartige Zusatzvoraussetzungen unter- 

sucht. 

Im fünften Abschnitt setzen wir voraus, daß $ ein kompaktes 

System ist. Damit erhalten wir die gewünschten Bedingungen für 

die Existenz regulärer o-additiver gemeinsamer Urbildmaße. 

Diese Ergebnisse werden verwendet zur Herleitung von hinrei- 

chenden Bedingungen für die Existenz regulärer Borelmaße auf 

Hausdorff-Räumen mit einer gegebenen Familie regulärer Bild- 

Borelmaße unter einer Familie stetiger Abbildungen (Abschnitt 6). 

Falls z.B. alle vorgegebenen Bildmaße beschränkt sind und eine 

der Abbildungen sogar eigentlich ist (es genügt, daß das inverse 

Bild jeder kompakten Menge kompakt ist), so gibt es genau dann 

ein reguläres gemeinsames Urbild-Borelmaß der gegebenen Maße, 

wenn es einen endlich additiven gemeinsa7nen Urbildinhalt gibt. 

Die gleiche Kennzeichnung erhält man in einer Situation, die 

einen Satz von Kellerer [13] über Maße auf Produkträumen mit 

vorgegebenen Marginalmaßen umfaßt. 

Im siebten Abschnitt gehen wir auf projektive Familien von 

Maßen ein und zeigen, daß es hier wie im Falle eines einzigen ge- 

gebenen Bildmaßes ausreichend ist, die erwähnte Approxima- 

tionsbedingung zu untersuchen. Wir erhalten damit Verallge- 

meinerungen von Resultaten von Prohorov [20] sowie Bourbaki 

[8], Kisynski [14], Scheffer [21] und Topsoe [22] auf unbe- 

schränkte Maße. 

Zum Abschluß werden einige spezielle Fortsetzungsprobleme 

behandelt (Abschnitt 8). Insbesondere verallgemeinern wir einen 

Fortsetzungssatz von D. Maharam [18] und untersuchen in An- 

lehnung an Kisynski [14] und Topsoe [23] eine Caratheodorysche 

Zerlegungseigenschaft für uinere Inhalte. 

Ein Teil der Ergebnisse dieser Arbeit wurde für beschränkte 

Maße auf Algebren in [16] angekündigt, der Fall eines einzigen 

gegebenen Bildmaßes wurde bereits in [15] behandelt. 
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1. Fragestellung und allgemeine Bezeichnungen 

1.1. Sei X eine Menge und SO? ein System von Teilmengen von 

X. SW heiße vj-stabil bzw. r\-stabil bzw. (KJ, rl)-stabil, falls SO? ge- 

genüber endlichen Vereinigungen bzw. endlichen Durchschnitten 

bzw. endlichen Vereinigungen und Durchschnitten stabil ist. S0?w 

bzw. SO?^ bzw. SO?^^ bezeichne das kleinste SO? enthaltende 

System von Teilmengen von X, das bezüglich der als Index an- 

gegebenen endlichen Mengenoperationen stabil ist. 

Bekanntlich gilt S0?(w ^ = (S0?Ju = (XX- 

Die Begriffe Ring, a-Ring, Algebra und a-Algebra werden wir 

in der gleichen Weise verwenden wie Haimos [i i]. Unter einem 

Inhalt auf einem Ring verstehen wir eine endlich additive Ab- 

bildung mit Werten in R+ = [o, oo], die der leeren Menge den 

Wert o zuordnet. Ein Maß ist ein cr-additiver Inhalt auf einem 

cr-Ring. 

1.2. Definition. Sei SO? ein System von Teilmengen einer 

Menge X. Eine Menge Y C X heiße S^-beschränkt, falls ein 

M G SO? existiert mit Y C M. 

Ein System SR von Teilmengen von X heiße SO?-beschränkt, 

wenn jede Menge N E SO SO?-beschränkt ist. 

1.3. Definition. Sei SK ein Ring von Teilmengen einer Menge 

X, und sei Ä C 3t. Ein Inhalt v auf SK heiße (von innen) M-regulär 

bzw. H-regulär auf S C SK, wenn für alle R G SR bzw. für alle 

R E 2 gilt: 

v (R) = sup v (K). 
A'e s 
KCR 

1.4. Für den Rest dieser Arbeit seien gegeben; 

(i) eine Indexmenge /; 

(ii) Mengen X, Y, (i E I) sowie Ringe SK bzw. Q., (i E I) von 

Teilmengen von X bzw. Y 

(iii) eine Familie 31 -^-meßbarer Abbildungen 

fr-X-Yg, 

(iv) eine Fajnilie (X.e/ von Inhalten fXi auf Q.i\ 
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(v) ein Mengensystem $ C 3t mit 0£l, das (pu, rf-stabil ist.1 

Gesucht werden Bedingungen für die Existenz eines Ä-regu- 
lären gemeinsamen Urbildinhalts v auf 8t der Familie («,•)»£/ 

unter der Familie (/,),■ e/ von Abbildungen, d. h. (vgl. [17, Defini- 

tion 2.1]) eines Ä-regulären Inhalts v aufm mit 

v (fr
1 (Qi)) = hi (Qi) für alle i £ I und alle Q, £ Q,- 

Auch die folgenden Bezeichnungen werden im Verlaufe dieser 
Arbeit beibehalten. 

1.5. Für <£ / sei Q' = {Q, £ : ,«,■ (Q,) < 00} und pi‘ die 

Restriktion von pc{ auf den Ring £2'. Ferner sei 

S = u fr1 (ö/) = U {/r1 (Qi) ■ Q, G Q,-}, 5' = U fr1 m 
iS I iS I iS I 

sowie Ä" bzw. 9F das System der (gf)w~beschränkten Mengen aus 

Ä bzw. 9k 

9F ist offenbar ein Ring, und jede der Abbildungen /• ist 

9F-Q'-meßbar (i £ /). 

1.6. Verträglichkeitsbedingung. Wir setzen für den Rest die- 
ser Arbeit voraus, daß die folgende trivialerweise notwendige 

Bedingung für die Existenz eines gemeinsamen Urbildinhalts der 

Familie (/«,),<=/ stets erfüllt sei: 

Für jedes A £ g ist die Me?ige {/t, (Qj) : i £ I, Q, £ £2,, 
f~l {Ql) — F) einelenientig,2 

Damit ist die Abbildung cp : g — R . mit 9? (A) = 7t,. (£■) (*£/, 

Qi £ £},, A = ff1 (Qi)) wohldefiniert. 
Aus der Wohldefiniertheit von cp folgt unmittelbar, daß für 

jedes i £ I die Restriktion von cp auf den Ring/,-1 (£2,) ein Inhalt 

ist; insbesondere ist cp (0) = o. Es gilt daher p(<2.) = o für alle 
1 £ A Ö, £ Ü, mit Q. £ 

1.7. Bemerkung. Offenbar ist unser in 1.4 formuliertes Aus- 

gangsproblem äquivalent zu einem Fortsetzungsproblem für die 

Mengenfunktion cp. 

1 Bis einschließlich 3.4 bleiben alle Überlegungen richtig, wenn Jt C 9t ein 
beliebiges Mengensystem ohne Zusatzeigenschaften ist. 

2 Dieser Voraussetzung entspricht bei Maharam [18] die Forderung, daß 
die Ausgangslinearformen ,,consistent“ sind. 

5 München Ak. Sb. 1976 
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Geht man umgekehrt aus von einem beliebigen Mengensystem 

g C 31 mit 0 G § sowie einer Abbildung cp : S —*► R+ mit cp (0) = o, 

und sucht man nach einer Fortsetzung von cp zu einem Ä-regulären 

Inhalt auf 31, so kann man diese Fragestellung als Spezialfall 

unseres Ausgangsproblems i .4 interpretieren : 

Man wähle die Indexmenge / = S; für F G § sei YF = X, 

0.F = {0, F}, piF sei der durch piF (F) = cp (F) auf dem Ring Q.F 

eindeutig bestimmte Inhalt, fF: X —► VF sei die identische Ab- 

bildung von X. 

Offenbar ist jede der Abbildungen fF 3v-£}^-meßbar, und es 

gilt : Eni Inhalt v auf 3v ist genau dann eine Fortsetzung von cp, 

wenn v gemeinsamer Urbildinhalt der Familie (ßf)FG g ist unter 

den Abbildungen (Jp)F^- S ist dabei das in 1.5 definierte Men- 

gensystem S = U fF~
X
 PF) und <P die in 1-6 eingeführte Mengen- 

de/ 
funktion auf S- 

Wir werden im folgenden mit Ausnahme von Abschnitt 8 alle 

Ergebnisse ausschließlich in der Terminologie der gemeinsamen 

Urbildmaße formulieren. Die Übertragung zur Lösung entspre- 

chender Fortsetzungsprobleme ergibt sich unmittelbar aus dem 

oben Gesagten. Lediglich in Abschnitt 8 wollen wir noch etwas 

näher auf spezielle Fortsetzungsprobleme eingehen. 

Um zu hinreichenden Bedingungen für die Existenz Jî-regu- 

lärer gemeinsamer Urbildinhalte zu gelangen, werden wir ähnlich 

wie in [15] Voraussetzungen über die Regularität der Ausgangs- 

inhalte machen. Allerdings ist es in der hier betrachteten allge- 

meinen Situation notwendig, zusätzlich auch gewisse Regulari- 

tätsforderungen an Durchschnitte und Differenzen „genügend 

großer“ Mengen aus § zu stellen. Aus diesem Grunde und im 

Hinblick auf das Fortsetzungsproblem erscheint es vernünftig, die 

Regularitätsforderungen an die Ausgangsinhalte mit Hilfe der 

Mengenfunktion cp zu formulieren. Für viele Spezialfälle, insbe- 

sondere den der beschränkten Inhalte, werden wir dann zeigen, 

daß sich die allgemeine Regularitätsvoraussetzung so verein- 

fachen läßt, daß sie der in [15] entspricht. 

1.8. Definition. Es sei ein Mengensystem G C S' gegeben. 

(1) Unter dem zu cp gehörigen inneren Inhalt (bzgl. G) verstehen 

wir die Mengenfunktion 99* = 9?* auf der Potenzmenge ^ (X), 
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die für A C X definiert wird durch 
ll 

(f„ (A) = sup cp (Cj) : n £ N, Cj £ CE paarweise fremd, 

(jCjCAj, 
j=i 

falls A eine Teilmenge f£ Ê besitzt, bzw. durch 

cp* (A) = o, 

falls A keine Teilmenge C £ CE besitzt. 

(2) 9? : g —>- JR+ heiße CE-regulär (bzgl. $), wenn die beiden fol- 

genden Bedingungen erfüllt sind : 

(Ri) Für alle F £ g gilt cp (F) < (F"). 

(R2) Für jede (E-beschränkte Menge K £ $ und jedes A1 £ g 
n 

gibt es endlich viele Mengen £ 5' mit K\F C (J F- 

und cp {Fj) < cpl (F,\F) + cpl (Fj r^F). 

(3) Die Familie (/z,),e/ heiße CE-regulär (bzgl. Ä und (/,),e/), 

falls die zugehörige Mengenfunktion cp (E-regulär ist. 

1.9. Bemerkungen, (i) Bekanntlich ist der innere Inhalt <7« 

superadditiv und isoton, d. h. für je drei Mengen A, B, C £ X 

mit A w B C C und A r\ B = 0 ist 9?* (A) -f cp% (B) < 9>f (C). 

(ii) Falls ein gemeinsamer Urbildinhalt v der existiert, 

gilt wegen der Additivität und Isotonie von v stets 9{R) < r (7?) 

für alle R £ ER. Falls (Ri) erfüllt ist, folgt daraus 

cp (A) = v {F) = cp* (A) für alle F £ §. 

Analog folgt für die in (R2) auftretenden Mengen Fj und F 

(Ra') ?>. C^y) = (F.) = V {Fj) = 9?* (Fj\F) + cp, (A> ^ A), 

und damit auch 

v (Fj\F) = cp, (Fj/F) sowie v (A, F) = cp* (Ay A-). 

(R2') ist eine Caratheodorysche Zerlegungseigenschaft des 

inneren Inhalts 99* = 9?f für gewisse Mengen aus §. Später wer- 

den wir zeigen, daß allein aus einer Verschärfung von (R2') be- 

reits die endliche Additivität von cp„ auf einem geeigneten Ring 

und daraus die Existenz eines gemeinsamen Urbildinhalts der 

(/“,■),• e/ folgt (vgl. 8.9). 
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1.10. Lemma. In jedem der folgenden Fälle ist die Familie 
regulär, sofern nur die Bedingung (Ri) erfüllt ist : 

(a) fede €-beschränkte Menge K G Ä istffx (fYj-beschränktfür 
alle i G I. 

(b) feder Ring Q,- (i G /) ist eine A Igebra, und jeder Inhalt fii 
aiif Q.t ist reellwertig. 

(c) Die Indexmenge I ist einelementig. 

Beweis, (b) und (c) sind offenbar Spezialfälle von (a). Es genügt 

daher, die Bedingung (R2) für den Fall (a) nachzuweisen. 

Sei K G $ GE-beschränkt, und sei F G ff1 (Q,) C S- Dann gibt 

es eine Menge F1 G fr1 (Û') mR K C FX) also auch mit K\F C 

F\- Wegen FfF, F1 F G fr1 (&') C S' folgt gemäß 1.6 aus 
(Ri) 

<P (^1) = V (.^fF) +(P(F1 r^F) < 95* (FfF) + 93* (A\ F). 
Damit ist (R2) bewiesen.1 [ 

Als unmittelbare Anwendung des Lemmas erhalten wir: 

1.11. Korollar. Für jedes i G I existiere ein Mengensystem 
QL C £>', so daß /1{ GE^regulär ist (im Sinne der Definition 1.3). 

Ferner gelte eine der folgenden drei Bedingungen : 

(a) Für jede Menge K G deren Bild/t (K) &rbeschränkt ist 
für ein i G f ist fj (K) Qj-besc kränkt für alle j G /• 

(b) feder Ring SX; (i G /) ist eine Algebra, und jeder der Inhalte 
f.i£ ist reellwertig. 

(c) I ist einelementig. 

Dann ist die Familie ßj)i e / <5-regulär für das Mengensystem 

e= U/r1^). 
i e / 

1.12. Bemerkungen, (i) Unter den Voraussetzungen (b) und (c) 

von 1.10 und 1.11 ist die S-Regularität der Familie un- 

abhängig von der Wahl des Mengensystems Ä. 

(ii) Aus 1.11 (c) kann man ersehen, daß der in 1.8 eingeführte 

Regularitätsbegriff den üblichen aus Definition 1.3 umfaßt, wenn 

man die Indexmenge / = {2} einelementig wählt sowie Y; = X 
und f{ = idx setzt. 
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1.13. Definition. Sei Ê ein System von Teilmengen von X. 

$ heiße ß-stabil, wenn K r\ C G $ für alle Mengen K G $ und 

C G € gilt. 

2. Inhalte und positive Linearformen 

Wie in [17, § 2] identifizieren wir in der üblichen Weise end- 

liche Inhalte auf Ringen und positive Linearformen auf den zu- 

gehörigen Vektorräumen von Treppenfunktionen (vgl. [7, § 4, 

n° 9] und [15, Lemma 1.2]). Da die hier betrachteten Inhalte je- 

doch nicht immer reellwertig sind, wollen wir die Bezeichnungen 

aus [17] der hier vorliegenden Situation anpassen. 

2.1. Bezeichnungen. E bzw. ff (i G /) bezeichne den Vektor- 

raum der 9t'- bzw. Q'-Treppenfunktionen, F sei der von {gt° f. : 

i G I, gi G -E,} erzeugte Untervektorraum von E. 

Damit ist F gerade der Vektorraum der §'-Treppenfunktionen. 

2.2. Definition. Für^ G E bzw. R G 9t' heiße 

P (g) = inf {£ fi) (.gf) : / C / endlich, g- G Ey (j G /), 
je/ 

D gj °fj > g} 
je/ 

bzw. 

P (R) =P(ijt) 

gemeinsamer äußerer Inhalt von g bzw. R. 

Die Bedeutung des gemeinsamen äußeren Inhalts zur Lösung 

unseres Problems wird durch das folgende in [17, Satz 2.5 und 

Korollar 2.7] bewiesene Ergebnis erhellt. 

2.3. Lemma. Die folgenden Aussagen sind äquivalent : 

(i) Es gibt einen gemeinsamen Urbildinhalt v der Familie 

(ff g i auf dem Ring 3t'. 

(ü) P (g) > — co für ein g G E. 

(di) P(g)> — 00 für alle g G E. 
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(iv) Für je endlich viele Mengen Fv . . ., Fm, F[, . . ., F'n E 
n nt 

mit Y ly < yj lF gilt 
k = i k p! J 

n m 

Z<P(K)<Z<P (*».* 
k = 1 J = I 

2.4. Lemma. Die Familie (p‘j)iGI besitze einen gemeinsamen Ur- 
bildinhalt auf dem Ring 9t'. Dann gilt p\ (g{) = p (sgi 0 fj) für alle 
i G / zzzzz/ /,■ G Et. Insbesondere ist cp (F) = p (F) für alle 
F E §*• Die Restriktion von p aiif den Vektorraum F ist eine 
Linearform. 

Beweis. Sei v auf 3t' ein gemeinsamer Urbiidinhalt der Familie 

Nach [17, Lemma 1.2] ist p eine Sublinearform und 

majorisiert v. Daher gilt für i E /und^, E Ei 

tA (± gi) = v (± gi°ft) <p{± gi°f.) < K (± gi), 

also 

tA(gi) = ±P(±gi°f,)- 
Daraus folgt der erste Teil der Behauptung. 

Man sieht leicht, daß die Menge {g E E : p (g) = —p (—g)} 

ein Vektorraum ist, der {g^ofp. i G /, g{ G Ef und damit F 
enthält, und daß/, restringiert auf diesen Vektorraum, linear ist. 

Daraus folgt der zweite Teil.  

2.5. Lemma, p ist die obere Einhüllende der Menge M der ge- 
meinsamen Urbildinhalte der Familie G«'),- e/, und M ist die 
Menge aller von p majorisierten (positiven) Linearformen aufE. 

Ist M =j= 0, so gilt für alle g E E : 

P (g) = max iv (g) •' v 6 M}- 

3 Da die Bedingung 2.3 (iv) nur von 5" abhängt, kann man in 2.3 (i) den 

Ring SR* durch einen beliebigen Ring aus 3'-beschränkten Mengen ersetzen, 
der 5* enthält (z. B. durch SR (3*)). 

Weitere Bedingungen für die Existenz eines gemeinsamen Urbildinhalts der 
Familie (jxj),- e / findet man in [17]. 

Das Lemma 2.3 beruht auf einem Ergebnis über die gemeinsame Fortsetz- 
barkeit positiver Linearformen (vgl. [17, § 1] sowie [18, Theorem 6.1] und 
[3, Corollary 6.6]). 
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Beweis. M = 0 gilt genau dann, wenn p = —oo ist (vgl. 

Lemma 2.3). In diesem Falle ist nichts zu zeigen. 

Falls M =4= 0 ist, ist p eine isotone Sublinearform, und M ist die 

Menge der von p majorisierten (positiven) Linearformen (vgl. [17, 

1.2]). Nach einem Korollar zum Satz von Hahn-Banach gibt es 

zu g E: E eine Linearform v <.p mit v (g) = p (g). | 

2.6. Für den Rest dieses Abschnitts sowie für die Abschnitte 3 

und 4 setzen wir nun voraus, daß sämtliche Inhalte [i; (i G /) 

reellwertig sind und daß 9Î und damit auch È -beschränkt ist. 

Dann gilt g = 9t = 3L sowie Ä = und E ist der Vektor- 

raum der 9t-Treppenfunktionen. Daher können alle Inhalte un- 

eingeschränkt mit positiven Linearformen identifiziert werden. 

Es ist nun leicht, eine notwendige Bedingung für die Existenz 

eines It-regulären gemeinsamen Urbildinhalts der Familie (/z,), e/ 

nachzuweisen. Es wird ein wesentliches Ziel dieser Arbeit sein, 

diese im folgenden Satz angegebene notwendige Bedingung 

durch Hinzunahme geeigneter Zusatzvoraussetzungen zu hin- 

reichenden Bedingungen zu ergänzen. 

2.7. Satz. Besitzt die Familie (hi)iei ei-nen Ä-regulären ge- 

meinsamen Urbildinhalt, so gilt für alle F G g 

H (F) = sup {p (K) \K EL K C F), 

d. h. für alle i E I und alle Q, G Q,- ist 

hi (0.) = sup {p (K) : K G Ä, f{ (-K) C Q,). 

Beweis. Sei v ein Jî-regulârer gemeinsamer Urbildinhalt der 

(//,•),• e/. Für jedes i G / und Q, E Ö,- gilt gemäß 2.5 

hi m = v (.fr1 (0,)) = sup {r {K) : K E Ä, K C /r1 (0,)} 

<sup {P(K) AGI,zc/r1 (0,)} <P (fr1 (0,)) <^(0,)-J 

3. Maximalität und Regularität 

Gemäß 2.6 setzen wir auch in diesem Abschnitt voraus, daß die 

Inhalte /z, (t G I) reellwertig sind und daß 3t = 3t', also auch 
Ä = Ä" gilt. Die Bezeichnungen aus 1.5, 1.6 und 2.1 werden 

übernommen. 
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M bezeichne die Menge aller gemeinsamen Urbildinhalte v 
auf 91 der Familie (X)< e/- Um nun zu hinreichenden Bedingun- 

gen für die Existenz ^-regulärer Elemente aus M zu gelangen, 

wollen wir ähnlich wie in [15] für Elemente aus M den Zusam- 

menhang zwischen Ä-Regularität und Maximalität bezüglich 

einer geeigneten Präordnung auf M untersuchen. 

Wesentliches Hilfsmittel wird dabei die folgende Modifikation 

der Andenaesschen Version des Satzes von Hahn-Banach sein 

(vgl. Andenaes [1, Theorem 1] sowie Anger [2]). 

3.1. Lemma. Sei V0 ein linearer Teilraum eines Vekto7'raums V, 

S eine beliebige Teilmenge voit V, p ein suplineares Funktional 
auf V sowie L0 eine p-dominierte Linearform auf V0. 

bezeichne die durch 

L <s L' L (s) < L' (s) für alle s G 5 

definierte Präordnung auf der Menge M (La, p) aller p-domi- 
nierten linearen Fortsetzungen von L0 auf V. 

Dann existiert zu jedem L G M (L0, p) ein in M {Lo, p) 
<.s-maximales Element Lmax G M (L0, p) mit L Lmax. 

Beweis. Sei ML = {L' G M(La,p): L <s L'}. Dann gilt 

L G Ml. Daher ist die auf V definierte Abbildung p'\ v sup 

{L' (v) \ L' G Ml} ein sublineares Funktional mit^' A 

Nach dem Satz von Andenaes [1, Theorem 1] besitzt die 

Menge M {L0, p') ein <5-maximales Element L*. Für j G S 

gilt: 

L* (—s) jjp' (—s) = sup {L‘ (—s): L’ G 

= —inf {L (s): L' G ML} = —L (j) 

und damit L (s) < L* (s). Daraus folgt L* G ML C M (Z0, p). 
L* ist aber sogar <5-maximal in M (L0, p) : Sei nämlich 

L* L' für ein L' G M (L0,fi). Dann gilt L L', also L' G 

und damit L G M(Z,a, pj. Da L* <5-maximal in M{L„, pj 
ist, folgt daraus L' <s L*. Daher ist L* auch <s-maximal in 

M(L0,p). 

Lmax — L* hat damit die gewünschten Eigenschaften. ) 
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3.2. Wir wählen nun V = E, V0 = {o}, L0 = o und S = 

{1^: K G &}; p sei der gemeinsame äußere Inhalt der Familie 

(ft)»e/- Anstelle von schreiben wir <s. 
Dann ist M (L0, p) gerade die Menge M der gemeinsamen Ur- 

bildinhalte der Familie (/i,)ie/ (vgl. 2.5.). Für X, v G M gilt 

A <s v genau dann, wenn X (AT) < v (K) für alle K G $ gilt. 
Mit MÄ bzw. sei die Menge der <s-maximalen bzw. Ä- 

regulären Elemente in M bezeichnet. Anstelle von ,, <s-maximal“ 

werden wir die Bezeichnung „P-maximal“ verwenden. 

3.3. Satz, (i) Jeder P-reguläre gemeinsame Urbildinhalt der 

Familie ist Pi-maximal. 

(ii) Zu jedem gemeinsamen Urbildinhalt X der (/*,), ,= / gibt es 

einen P-maximalen v G Mg mit X <js v. Insbesondere folgt aus 

der Existenz irgendeines gemeinsamen Urbildinhalts die Existenz 

eines P-maximalen gemeinsamen Urbildinhalts. 

Beweis, (i) Sei v G Mr^ und X G M mit v X. Ferner sei 

R G SR mit R C E für ein F GS- Dann ergibt sich 

v (A?) = sup v (AT) < sup X {K) < X (R) 
K e s A' e s 
KCR KQR 

sowie 

v(F\R) <X(F\ R). 

Wegen v, X G M gilt v (F) = <p (W) = A (A7) und damit v (A?) = 

A (A?). 

Da 31 ^-beschränkt ist (vgl. 2.6), folgt daraus v(R) = A (A?) für 

alle R G 31, also insbesondere A <s v. 

(ii) Ist M =}= 0, so ist 7!» eine Sublinearform auf E. Die Behaup- 

tung folgt daher unmittelbar aus Lemma 3.1 unter Berücksichti- 

gung von 3.2.J 

Unter den bisherigen Voraussetzungen kann man natürlich 

nicht erwarten, daß jeder Ä-maximale gemeinsame Urbildinhalt 

der Familie Cft),e/ auch Ä-regulär ist (falls JÎ = {0} gilt, ist die 

notwendige Bedingung aus Satz 2.7 z. B. nur erfüllt, wenn alle 

ft(i G I) Nullinhalte sind). Es gilt jedoch bereits: 
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3.4. Satz. C Ç E bezeichne den von der Menge {1^: K G Ä} 
w F erzeugten konvexen Kegel und H — C — C den davon er- 

zeugten Untervektorratim von E. 

Ist dann v G Ms, so gilt für jedes h G H 

v (h) = sup v (c). 
<ec 
c < h 

Beweis. Wir benutzen eine Schlußweise, die aus der Theorie 

der Choquetschen Darstellungssätze geläufig ist: 

Für g G E definieren wir q (g) = inf {v (—c) : c G C, g < —r}. 

Wegen F (B C r\ (—C), und da 91 ^'beschränkt ist, ist q reell- 

wertig und damit eine isotone Sublinearform auf E. 

Sei nun h0 G H gewählt. Dann gibt es eine von q majorisierte 

positive Linearform A auf E mit A (—hj) — q (—hj). Für c G C 

gilt nach der Definition von q 

A (c) = —A (—c) > —q (—c) > —v (—c) = v (c). 

Daraus folgt wegen F G C (—C) : A (g) = v (g) für alle^ G E. 

Somit ist A G AT. Außerdem folgt für alle K G $ wegen \K G C: 

A (AT) > r (AT). Daher ist r <s A und somit A (AT) = v (AT) für alle 

AT G $ (wegen der Ä-Maximalität von v). Damit stimmen aber 

A und v auf H überein, und es ergibt sich 

v (ho) = —■* (—Äa) = —q (-K) = —inf iv (—■^ e c, 
—* > —/za} = sup (r (c): c (E C, c < hJ.J 

Die drei folgenden Lemmas haben den Zweck, zu mengen- 

theoretischen Varianten des vorangehenden Satzes zu verhelfen. 

Dessen Bezeichnungen werden übernommen. 

3.5. Lemma. 91 bezeichne das Meiigensystem 

91 = {K rv F \ F': K G Ä {X}-F, F' G g}. 

Ist dann c G C, so liegt die Menge 

{c > 0} = {x G X: c (x) > 0} 91^^). 

Beweis. Nach Definition von C gibt es ein r GW, Mengen 

Kj G -R und iq, F'j G 5 sowie reelle Zahlen oq, ßJt ß'j > 0 

(j = 1, . . . , r) mit 

— Z ay 1K. + Z ßj 1F. Z ßj 1
J 
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Für r G {e >• o} sei 

rx = n {KJ-J= 1. • • • ,r\x£Kj}r\ f| = h ■ ■ ■ , r; 

xGFy} ^p| r-,x$F'j}. 

Wir zeigen, daß {c>o}= (J rx ist: 
*£{c>0) 

Offenbar gilt r £ F, für alle ;r G {c > o} und damit {c > o} C 
l^J rx. Sei umgekehrt ein y £ (J F, gegeben. Dann 

■r E{f>0) 

gibt es ein ar G {e > o} mit jy G Fx. Für dieses ar gilt c (y) > 
r (*) > o nach Definition von Tx. Somit folgt TxC {c > o}. 

Wegen 0 G 91, und da nur endlich viele verschiedene Mengen 
Fx auftreten können, genügt es, für alle x EL {e i> o} zu zeigen, 
daß rx G 9î(o,^) gilt. 

Sei also x E {e l> o}. Falls x E Fj gilt für ein JE {i, • • -, r}, 
erkennt man leicht, daß Fx G 91^ C ist. Andernfalls folgt 
aus c (x) >> o, daß x E Kj für mindestens ein j E {i, - - . , rj 
gelten muß. Gemäß 2.6 ist Ä gw-beschränkt. Daher ergibt sich 
auch in diesem Falle Fx E 

3.6. Lemma. Sei 5? = {{/* > o}: /i G H}, und 31^ = SK (Ä §) 
sei der von Â v_v § erzeugte Ring. Dann gilt 3t ö 

Beweis, (i) Jede Funktion h E H ist eine St^-Treppenfunktion; 
daraus folgt J? C SK« und damit auch ^ C 9t,,. 

(ii) Seien 7?,, R2 E M Dann ist R,\R2 = {iÄ — 1Ä > 0} G 
1 *2 

Man prüft leicht nach, daß 5RÖ = {Rt \ R2 : 7?,, R2 E R ^ 5} (w, 
ist, und erhält damit 3t„ C  ; 

3.7. Lemma. Sei 5)1 C 3t und A ein Inhalt aufiR. 
Ist 7. dann Si-regulär auf 5)1, so ist A auch $-regulär auf 5Jl(w, 
Der Beweis ist nicht schwierig und beruht auf den gleichen 

Ideen wie die entsprechenden Beweise aus Berberian [5, Sec- 
tion 59]. 

3.8. Lemma. Es sei ein Mengensystem C C % gegeben, so daß die 
Familie (ßl)iGl €-regulär und & £-stabil ist. v sei ein ^.-maximaler 
gemeinsamer Urbildinhalt der («,)■£/• 
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Dann gilt für jede beschränkte Menge R0 G 9t,, = SR (Ä w §) 

v (R,) = sup v (K), 
K GÄ 
K C.R o 

mit anderen Worten: v ist regulär auf den Ä-beschränkten 

Mengen aus 5R,,. 

Beweis, (i) Nach 3.6 und 3.7 genügt es, die Behauptung für alle 

Mengen R0 = K0 r\ H0 mit K0 G $ und H„ G Sy zu beweisen. 

(ii) Zu //,, £ gibt es ein h,, G H mit H0 — {ha > o}. Dabei 

können wir o. B. d. A. annehmen, daß h0 {ffi0 > o}) C ]i, co[ 

gilt. Nach 3.4 ist v (hj) = sup v (e). Für c G C mit c < h0 gilt aber 
cGC 
c < h o 

O < \Ha — 1 {,>0} < h„ — c, also V (77, \ {r > o}) < v (h„ — c). 

Daraus folgt 

v (Ho) = sup v ({c > o}) 
cec 
{c>o)cno 

und somit auch 

v (Ro) = SUP v CKo {c > o» für K0 G & und A, = K0 H„. 
cGC 

{c>0}CHo 

Es genügt daher, die Behauptung für alle Mengen R0 = K0 r\ 

{(ca > 0} mit K0 G $ und c0 G C zu beweisen. 

(iii) Gemäß 3.5 ist >* 0} G Setzen wir = 

{TT r\F\F' : K Gl; F, F' G 5}, so ergibt sich daher aus der 

rvStabilität von Ä, daß Ro = K0 r\ {c0 > 0} G 9ts(w gilt. 

Nach 3.7 genügt es damit, die Behauptung für alle Mengen 

R0 G 51s zu beweisen. 

(iv) Sei also Ra = K0 r\F\F' mit K0 G Ä und A, A' G 3- 

Aufgrund der Regularitätsbedingung (R 1) aus Definition 1.8 

existieren zu jedem e J> o endlich viele disjunkte Mengen 

C.,, . . . , C„ G ß mit U Cj C A und cp (A) < V ? (£}) + £• 
j =1 i = J 
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Daraus folgt 

r (70 - v {K0 r, \J Ci \ F') = * ((** \F')r^{F\ \J CJj) 
7=i 7=i 

<»(^\ÜQ = p(^-îp(Q<8 
y = i j = i 

und somit 
n 

V (70 = sup {r (7T0 (J Cj \ F') : »glV, C’y G S paarweise 
j = 1 

disjunkt mit C'y C T7}. 

Da $ w-stabil und 2-stabil ist, genügt es damit, die Behauptung 
für alle Mengen R0 = TT \ F zu beweisen, wobei K G $ S-be- 
schränkt und T7 G § ist. 

(v) Wegen der Regularitätsbedingung (R 2) aus 1.8 gibt es zu 
jeder S-beschränkten Menge K G $ und jeder Menge T7 G § 

1t 

endlich viele Mengen T7 , . . . , Fn G §" = 8 mit TT \ T7 C LJ ^ 
und 7-1 

(O) < <P* (O \ T7) + cpi (T7- o T7) (/ = 1, . . . , n). 
Daraus folgt gemäß 1.9 (ii) für j = 1 n 

v {Fj \ F) = cpl (7v \ F) = sup {v (77): D C T7- \ F, D G £}, 

wobei 2) das System der endlichen disjunkten Vereinigungen von 
Mengen aus 2 bezeichnet. 

Für j == 1, . . . , n sei Dj C T7- \ T7 mit 77, G 37- Wegen der (5- 
11 

und der ^-Stabilität von Ä ergibt sich (J {K r\ Dj) G und es 
gilt 

ü {K ^ 77y) c Û (K~Fj \F)=K\FC 
i =1 7 = 1 

CLK^Z?y)w Ü m\F)\DJ). 
7=1 7=1 

Somit folgt 

sup v (TT') < r (TT \ T7) < inf {v ((J (K rv 7?,)) + 
A" ES 7=1 

+ Z v ((O \ F) \ DJ) : D. C Fj \ F, DJ G ®} 

< sup {r ((J (W o 7?,)): D] C 7F\ T7, 77,. G < sup r (TT'). 
y = j Ä"e5t 

K'CK\F 
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Damit ist die gewünschte Regularitätsbedingung für R0 = K \ F 

nachgewiesen. _] 

3.9. Satz. Sei 3t = 3t {Ä w g). Es existiere ein Mengensystem 

G C 3) so daß die Familie ffj)ieI G-regulär und $ GE-stabil ist. 

Dann kann jeder Ä-maximale gemeinsame Urbildinhalt v der 

Familie (/aj)ie! in eindeutiger Weise als Summe zweier Erhalte q 

und X auf 3t dargestellt werden, derart daß q Ä-regulär und X $- 

diffus ist (d. h. X {K) = o für alle K E jt). 

Für q gilt 

q {R) = sup v {K) für alle R E 3t. 
we it 
KQ.R 

Beweis. Falls eine Zerlegung der gewünschten Gestalt exi- 

stiert, folgt aus X {K) = o bereits q (TT) = v (K) für alle K E Ji 

und damit q (R) = sup v (AT). Daher ist die Zerlegung eindeutig, 
wes 
K C R 

Um nun die Existenz einer solchen Zerlegung nachzuweisen, 

müssen wir nur zeigen, daß durch q {R) = sup v (TT) (R E 3t) ein 

Inhalt q auf 3t definiert wird: KCR 

Seien Rlt R2 E 3t zwei disjunkte Mengen. Dann gilt für jede 

Menge K0 E $ mit K0 C R, w R2 gemäß Lemma 3.8 

v (Ko) = V(K0 r\ Rj) +v(R0 Rj) 

= sup V {K) + sup V {K') < q {Rj) + q {Rj). 
K G S K' G Ä 

KC.K0rsR1 K' CKor\R2 

Daraus folgt q {Rt w Rj) < q {Rj) + q {Rj). Die umgekehrte 

Abschätzung ist trivial. | 

3.10. Definition. Der zu v definierte Ä-reguläre Inhalt q aus 

Satz 3.9 heiße Jt-regulärer Anteil von v. 

3.11. Bemerkung. Für den Fall einer einelementigen Index- 

menge haben wir in [15, Satz 5.7] gezeigt, daß man den Aus- 

gangsinhalt jjL eindeutig in einen maximalen Anteil 79, zu dem ein 

Ä-regulärer Urbildinhalt existiert, und einen diffusen Rest zer- 
legen kann. 

Man kann zeigen, daß ein analoger Zerlegungssatz für die 

Ausgangsinhalte bereits bei zweielementigen Indexmengen I 
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nicht mehr allgemein richtig ist. Das beruht auf der Tatsache, 
daß sich in der Situation von Satz 3.9 bei einelementiger Index- 
menge für alle v G derselbe Bildinhalt f; (g) des Ä-regulären 
Anteils g von v ergibt, nämlich der oben erwähnte Anteil (ßl)r = 
fi.r des Ausgangsinhalts. Bei mehrelementiger Indexmenge ist da- 
gegen die Familie (/,• ((?)),-g / im allgemeinen abhängig von der 
speziellen Wahl von v G Afjç- 

4. Existenzsätze 

Wir kommen nun zu den wesentlichen Ergebnissen dieser Ar- 
beit, den hinreichenden Bedingungen für die Existenz Ä-regulä- 
rer gemeinsamer Urbildinhalte. Zum Beweis der beiden Haupt- 
sätze 4.1 und 4.7 werden wir den Zerlegungssatz 3.9 heranziehen 
und jeweils zeigen, daß es einen Ä-maximalen gemeinsamen Ur- 
bildinhalt gibt, der mit seinem .^-regulären Anteil übereinstimmt 
und damit selbst Ä-regulär ist. 

Wir setzen auch in diesem Abschnitt voraus, daß die Inhalte 79 
(2 G /) endlich sind und daß 91 und damit auch JÎ ^"beschränkt 
ist. Die Bezeichnungen M, Ms und M werden in derselben 
Bedeutung wie in 3.2 verwendet. 

4.1. Satz. Sei 9t = 91 (Ä w §)• Es existiere ein Mengensystem 

2 C 5, so daß die Familie (79),-e/ 5-regulär und Ä €-stabil ist. 
Dann ist die folgende Bedingung notwendig und hinreichend für 
die Existenz eines Ä-regulären gemeinsamen Urbildinhalts der 
Familie 

(*) Es gibt ein Mengensystem 2 C 5 sowie einen gemeinsamen 
Urbildinhalt v der (79),-6/, so daß S Q^-beschränkt und v auf 2 &- 
regidär ist, d. h. 

v (El) = sup {v (K) : K G K C E} für alle E G 

Beweis. Um einzusehen, daß die Bedingung (*) notwendig ist, 
wähle man <£ = G sowie v G 

Umgekehrt gibt es gemäß 3.3 ein v' G Afs mit v <s v'. Für 
alle E G 2 gilt 

v' (E) = (p (E) = v (E) = sup v (K) < sup v' (.K) < v' (E). 
K £ 5t K £ 51 
K'CE KCE 
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Wir können daher ohne Einschränkung der Allgemeinheit an- 

nehmen, daß bereits v — v' G Ms gilt. 

Sei Q der it-reguläre Anteil von v (vgl. 3.9 und 3.10). Nach Vor- 

aussetzung ist Q (A) = v (A) für alle Wegen Q < v folgt 

daraus Q (A) = v(R) für alleg-beschränkten und daher auch für alle 

(^-beschränkten Mengen R G 9t, insbesondere also für alle R G 3, 

dem System der endlichen disjunkten Vereinigungen von Mengen 

aus ®. Die G-Regularität der ergibt für jedes F G 8 

v (A) < <pl (F) = sup v (B) = sup Q(B) <Q (A) < v (A), 
zigs ne© 
DCF DCF 

Da 3Î ^-beschränkt ist, folgt daraus v = Q._ 

4.2. Bemerkungen, (i) Im Beweis von Satz 4.1 wurde sogar ge- 

zeigt : Jedes v G Ms, das die Bedingung (*) erfüllt, ist Si-regulär. 

(ii) Man kann die Bedingung 4-i(*) durch die folgende Be- 

dingung ersetzen: 

(**) Es gibt Mengensysteme Ä' C ^ und G G 31 sowie eine von 

p majorisierte Linearform v' auf dem von {i5: S' G Ä' w G} er- 

zeugten Vektorraum, so daß G esc kränkt ist und so daß für 

alle AG® gilt 

v1 (iE) = sup v' (1 jf). 
K’ e ä' 

K‘ CE 

Man kann nämlich v' zu einem Inhalt v G M fortsetzen (vgl. 

die Eigenschaften von p in Abschnitt 2). g und v erfüllen 4.1 (*). 

(iii) Man kann sich fragen, ob man die Regularitätsbedingung 

in 4.1 (*) ersetzen kann durch die folgende gemäß 2.7 notwendige 

Bedingung für die Existenz eines Ä-regulären gemeinsamen Ur- 

bildinhalts : 

(***) cp (A) = sup {p (K)\ K G Ä, K C A} für alle AG®. 

Im Falle einer einelementigen Indexmenge / haben wir in [15] 

unter leicht modifizierten Voraussetzungen bewiesen, daß es in 

der Tat genügt, (***) anstelle von (*) zu fordern (man vgl. [15, 

6.7.1 sowie 5.6] und beachte7!» = p* °/). Das folgende Ergebnis 

legt es nahe, zu vermuten, daß diese Verschärfung von Satz 4.1 

auch allgemein gültig ist: 
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Seien alle Ringe Sh, 31 Algebren. Ferner seien die Vorausset- 

zungen von Satz 4.1 mit (***) anstelle der Regularitätsbedingung 

in 4.1 (*) erfüllt. Dann kann man zu jedem e > o ein ve G Ms 

finden mit 

ve (R) < sup ve (K) + E für alle R G 31, 
we s 
WC K 

d. h. zu jedem e>o existiert ein (Ä-maximaler) gemeinsamer 
Urbildinhalt der (/z,), e/, der ^-regulär ist bis auf einen Fehler von 

höchstens £. 

Wir wollen auf den Beweis dieses Ergebnisses, das auf Lemma 

3.1 und Satz 3.9 beruht, nicht näher eingehen. Es wird sich näm- 

lich heraussteilen, daß die oben beschriebene modifizierte Form 

von Satz 4.1 selbst für Algebren im allgemeinen nicht richtig ist. 

Bevor wir dazu in 4.11 ein Gegenbeispiel bringen, wollen wir in 

den folgenden Anwendungen von Satz 4.1 einige Spezialfälle 

kennenlernen, bei denen die Bedingung (***) in Verbindung mit 

weiteren Voraussetzungen tatsächlich hinreichend ist für die 

Existenz eines jf-regulären gemeinsamen Urbildinhalts (vgl. auch 

Abschnitt 7). 

4.3. Satz. Sei der Gesamtraum X G g, und sei 3t = 31 (Ä w g). 

Es existiere ein Mengensystem (f C 5, so daß die Familie («,•)<<=/ 

Ê-regulär und $ S-stabil ist. Ferner besitze Ä ein bezüglich der 

Inklusion größtes Element K0. 

Genau dann existiert ein ^-regulärer gemeinsamer Urbildinhalt 

der («,•)(<=/> wenn <p (X) = p (K0) ist. 

Beweis, (i) Für v G M muß gelten: 

r (X) = sup v(K) = v (K0) < p (K0) < cp (X) = v (X). 
wes 

Daher ist die Bedingung notwendig. 

(ii) Sei cp (X) = p (K0). Daraus folgt/ (X0) > — 00, also M =j=0 
nach Lemma 2.3. Daher gibt es ein v G M mit v (AT0) — p (A0) 

(Lemma 2.5). Für dieses v sowie Ê = {X} ist die Bedingung 

4.1 (*) erfüllt ; denn v (X) = cp (X) = p (Xa) = v (X0) = sup v(K). 
A'eS 

Gemäß 4.1 ist damit die Bedingung cp (Xs) — p (Kß auch hin- 

reichend. I 

6 München Ak. Sb. 1976 
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4.4. Korollar. Sei X eine endliche Menge mit X G g, und sei 
3t = 3t (Ä w g). Es existiere ein Mengensystem € C §, so daß die 
Familie (ßt)iB/ S-regulär und Ä S-stabil ist. 

Dann ist die Bedingung 

W {X) = sup p (K) 
K<= s 

notwendig und hinreichend für die Existenz eines Ifc-regulären 
gemeinsamen Urbildinhalts der (uî)(e/- 

Beweis. Da X endlich ist, ist auch ÄC'f (X) endlich. Da Ä 

w-stabil ist, gilt K0 — (J K G ft. Daher ist K0 das größte Ele- 
AreS 

ment von Ä mit/> (K0) = sup/> (K). Somit folgt die Behauptung 

direkt aus 4.3.LJ 

4.5. Satz. Sei 31 = 3t (fl w §). Es existiere ein Mengensystem 
d C Ä r\ 5, so daß die Familie (fJ.()iG/ d-regulär ist. 

Dann existiert ein Si.-regulärer gemeinsamer Urbildinhalt der 

(
ui)i<=i< fa^s irgendein gemeinsamer Urbildinhalt der (^{)ie/ 

existiert. 

Beweis. Da ft r^-stabil ist, ist ft auch CE-stabil. Daher können 

wir Satz 4.1 für ein v G M sowie d = d anwenden.  

Bevor wir zum Hauptresultat dieses Abschnitts kommen, be- 

nötigen wir noch das folgende Lemma: 

4.6. Lemma. Die Familie (/a{)iŒ/ sei d-regulär für ein Mengen- 
system d C §■ X sei ein Inhalt auf 31, zu dem ein getneinsamer 
Urbildinhalt M der (ul), c , existiert mit X < v (d. h. X (R) < 

v (R) für alle R £ 3t). 

Dann ist auch die Familie (ft (A)). e , d-regulär. 

Beweis. Trivialerweise ist X ein gemeinsamer Urbildinhalt der 

Familie (ft (A))<e/. Daher ist die <p entsprechende Abbildung 

5 —R+ wohldefiniert mit 9ox (F) = f( (A) (Qi) = X (F) für i G /, 

Ö.GÜ, und F=f-' (Qt). 
Sei 9?* = cp* sowie (9^)* = (<pl)*, 25 sei das System der endlichen 

disjunkten Vereinigungen von Mengen aus d. 
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Für jede Menge R E Sft gilt dann 

(I) (PA). (Æ) = 
SU

P 
A
 (P) = SUP [” 0°) — (v — A) (Z?)] 

Z>SSD 

> sup V (ZA) — (v — A) (R) = cp* (Z?) -0- A) (Z?). 
z>eB 
DCR 

Für jedes F6 S ergibt sich daraus 

PA (^) = A (F) = v (/O - (v - A) CF) < <p* (Z?) — (y — A) (F) 

< (PA). CD- 

Damit ist (R 1) für die (/4 (A))te/ bewiesen. 

Seien nun eine Menge FG § und eine ^-beschränkte Menge 
K E Ä gegeben. Nach (R 2) für die Familie (/t4)4 g 7 gibt es endlich 

n 

viele Mengen Fn , Fn E 8' = 3 mit Z" \ F C IJ Fj, so daß 
für y = l, . . . , n gilt *= J 

P (Zy) < p* (F, \F) +<p* (F} r\ F). 

Gemäß (I) folgt daraus für j — 1, . . . , n 

PA (A
7
,) = A (F)) = , (F}) — (v — A) (F)) 

= cp (F)) — (y — A) (F) \ Z^) — (v — A) (F) r^F) 
<[y»(^\Z0-(v-A)(^\Z0] + 

+ [P. ^ ZF) — (V — A) (F) oZF)] 

< (PA)* \ F) + (PA). (^ o F). 
Damit ist auch (R 2) für die Familie (/( (A))(g/ gezeigt. | 

4.7. Satz. Sef iR = 3t u|). ZFr existiere ein Mengensystem 

S C S, ro daß die Familie (/a{)iB/ 6-regulär und A <5-stabil ist. 
Dann ist die folgende Bedingung hinreichend für die Existenz 

eines regulären gemeinsamen Urbildinhalts der (/ui){S/: 
ÆF gibt ein Mengensyste?n Ê C S »M’Z Eigenschaften 

(i) G &^-beschränkt ; 

(ii) zu E £6 «Aza? E > o existiert eine Menge K E $ wwV K E E 
und cp (Z?) < p (ZT) + e, JO daß für je zwei Funktionen glt g 2 E F 
mit g,, g2 > l^- ez';z g E F existiert mit g > iA- undp (jg —^)+) 

<e(J= 1,2). 

Beweis, (a) Aus (ii) folgt (ZF) j> -— 00 für ein K E Ä und 
daher M =j= 0, also auch Ms =F 0 (vgl. 2.3 und 3.3 (ii)). Sei 
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v E MÄ und q der ^-reguläre Anteil von v (vgl. 3.9, 3.10), ferner 

sei X = v — q. Für i E I sei a( =ft (q) und xt =/< ß) ! PQ bzw.px 

bezeichne den gemeinsamen äußeren Inhalt zur Familie (a()iE/ 
bzw. (Xi)u=z- 

Nach Lemma 4.6 sind beide Familien G-regulär; außerdem 

besitzt jede trivialerweise einen gemeinsamen Urbildinhalt. 

(b) Wir zeigen für alle K E daß px (K) = o ist: 

Zu K0 E Ä gibt es einen gemeinsamen Urbildinhalt h0 der 

(Xt)te/ mit ^0 (A'o) = Px (K0) (
2-S)- Nun ist auchr0 = q + H0EM, 

und für K E Ä gilt r0 (W) = q (K) + A0 (K) > q (K) = v (K). 
Folglich ist v0 Ä> v. Wegen v E Afs ergibt sich daraus v0 (K) = 

v (K) = g (W), also A0 (W) = o für alle K £l Daher ist px (W0) 

= Ao (*o) = o. 

(c) Sei Wir wollen zeigen, daß q (E) = v (E) ist: 

Zu £ > o wählen wir eine Menge K E Ä, K C E mit den in 

(ii) beschriebenen Eigenschaften. Nach Definition des gemein- 

samen äußeren Inhalts gibt es zwei Funktionen glt g2 E F mit 

gi, gi > ijc sowie q (gx) <pe(K) + e und l (g2) < px (K) + e. 
Gemäß (ii) gibt es dann ein g E F, g > mit p ((g— gf+) < £ 

(j = 1,2). Daraus folgt wegen (b) und (ii) 

e (E) = PB (E) > Pe (K) = PQ (K) + px (K) 
> Q (gi) + A (go) ~2e 

> e(g) — Q((g— gi)+) +*(g) — *((g — go)+) — 2 £ 
>v(g) — v <fg — gl)+) — v ((g — g2)+) — 2 e 

>P (g)— P((g — gi)+)— P((g — go)+) — 2 e 
> p {K) — 4 e > cp (E) — 5 e = v (E) — 5 e > q (E) — 5 e. 

Damit ist v (E) = q (E). 

(d) Nach (c) und Satz 3.9 ist v Ä-regulär auf S. v und 5 erfüllen 

daher die Voraussetzungen von Satz 4.1. ) J 

4.8. Korollar. Sei 91 = EU (ß w g). Es existiere ein Mengen- 
system @ C S) so daß die Familie (/z()iS/ S-regulär und SX bi- 
stabil ist. 

Dann existiert ein SX-regulärer gemeinsamer Urbildinhalt der 

(dt)ie/, falls es zwei Mengensysteme Ä'C ^ und SC S gibt mit 
den folgenden Eigenschaften : 
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(i) € ist Qi^,-bescJiränkt\ 

(ii) cp (E) = sup p (Kf für alle E E 6 ; 
jresv 
K'CE 

(iii) für jedes K' E ist die Menge {f EL F : f > l^-} abstei- 
gend filtrierend. 

Beweis. Es genügt, für 6 die Bedingung 4.7 (ii) nachzuweisen: 

Seien E E GE und e > o gegeben. Dann gibt es ein K E &' 

mit cp (E) < p (K) + e gemäß (ii). Nach (iii) gibt es zu glt g2 E F 
mit gv g2 > 1 K ein gE F mit iK < g < g} (j = 1,2). Für dieses 
g ist offenbar (g —g ff — o, also auch p ((g —gf+) < o <C e.  

4.9. Korollar. Sei 3t = 3t (Ä w §). Der Vektorraum F sei ein 
Untervektorverband von E bezüglich der punktweisen Ordnung. 
Ferner existiere ein Mengensystem £ C $, so daß (/O, e / Qi-regulär 
und Ä Qi-stabil ist. 

Dann sind äquivalent'. 

(1) Es gibt einen Ä-regulären gemeinsamen Urbildinhalt der 

(PÙici- 

(ii) cp (F) = sup p (K) für alle F E 5- 
K £ Ä 
KCF 

(iii) Es gibt ein Mengensystem GE C §, so daß GE Gf-beschränkt 
ist, mit 

cp (E) = sup p (Ff für alle E E GE 

KCE 

Beweis. Die Behauptung folgt unmittelbar aus Satz 2.7 und 

Korollar 4.8.£| 

4.10. Bemerkungen. (1) Im Satz 4.7 wurde für einen beliebigen 

Inhalt v E gezeigt, daß v und £ die Voraussetzungen von 

Satz 4.1 erfüllen. In Verbindung mit Bemerkung 4.2 (i) folgt 

daraus C Mr<sp. Gemäß 3.3 (i) gilt auch die umgekehrte In- 

klusion. Folglich ist Ms = M unter den Voraussetzungen von 

Satz 4.7. 

(2) Wir werden im Beispiel 4.11 zeigen, daß man im Korollar 

4-8 nicht ersatzlos auf die Bedingung (iii) verzichten kann. 
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(3) Der Satz 4.5 läßt sich auch leicht mit Hilfe von 4.8 anstelle 

von 4.1 beweisen. Die Ergebnisse 4.3 und 4.4 folgen dagegen 

nicht einmal aus 4.7. Man kann nämlich ein einfaches Beispiel 

(mit vierelementigen Mengen X und K<) finden, bei dem 0 =t= M 

* gilt. Gemäß (1) ist dies unter den Voraussetzungen von 4.7 
unmöglich. 

(4) Der Vektorraum F ist insbesondere dann ein Untervektor- 

verband von E, wenn die Familie (X)ie/ eine projektive Familie 

von Inhalten im Sinne von [17, Beispiel 2.4] ist. Überdies läßt 

sich in diesem Falle der gemeinsame äußere Inhalt p besonders 

einfach berechnen [ibid.]. Wir werden im Abschnitt 7 noch näher 

auf die Behandlung projektiver Familien eingehen. 

Ein wichtiger Spezialfall der projektiven Familie ist der der 

einelementigen Indexmenge 7, wie er in [15] untersucht wird. 

Mit Hilfe von [17, Beispiel 2.4] ist es möglich, aus den vorange- 

henden Sätzen und den entsprechenden Ergebnissen der folgen- 

den Abschnitte die wesentlichen Resultate von [15] abzuleiten. 

(5) In den vorangehenden Sätzen war meist 9t = 9t (Ä w g) 

vorausgesetzt worden. Durch Standardprozesse der Maßtheorie 

ist es ohne weiteres möglich, auf 9t (Ä w §) existierende Ä-regu- 

läre gemeinsame Urbildinhalte zu .^-regulären gemeinsamen 

Urbildinhalten auf geeigneten größeren Ringen fortzusetzen; 

außerdem ist es möglich, die Endlichkeitsvoraussetzung 2.6 ab- 

zuschwächen. Wir werden auf diesen Problemkreis im folgenden 

Abschnitt bei der Behandlung cr-additiver gemeinsamer Urbild- 

inhalte näher eingehen. Die dort verwendeten Methoden lassen 

sich in modifizierter Form auf den hier betrachteten Fall endlich 

additiver Inhalte übertragen. 

Wir wollen nun das in den Bemerkungen 4.2 (iii) und 4.10 (2) 

angekündigte Beispiel behandeln, aus dem hervorgeht, daß das 

Korollar 4.8 falsch wird, wenn wir dort auf die Bedingung (iii) 

verzichten. Aufgrund von 4.4 ist es dabei klar, daß der Grund- 

raum X des Beispiels nicht endlich sein darf. 

4.11. Beispiel. Wir wählen als Raum X (vgl. die Skizze auf 

S. 88) die Vereinigung X — A ^ B T A von vier dis- 

junkten Mengen A, B, F, A. Dabei sei A — {8} einelementig; 
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A = {ax, ot2, . . .} und B — {ßlt ß2, • . .} seien abzahlbar unend- 
OO 

lieh; r sei das kartesische Produkt F = n rk der (2* + 1)- 
k — 1 

elementigen Mengen Fk = {yt0, ykl, . . . , y J. Für k £ N und 
K2 

; £ {0,1  2*} sei pk\ T -*■ rk die k-te Projektion sowie Gkj = 
p~x iyg.j) C F. Als Indexmenge I wählen wir 

/= {A, r} W {{ßt} w Gkj:k E N,j = i,. . . , 2*} w 
^{{*k}^(r\Gk0):k&N} CV(X). 

Für 5 E /ist = {0, S, X\S, X} eine Algebra auf der Menge 
Ys = X. Wir wählen für fs: X -» Ys die identische Abbildung 
von X. /us bezeichne den eindeutig bestimmten Inhalt auf Q.s mit 

(X) = 3 sowie us (5) = 2~k für A = {ßk} w Gkj (k E N,j = 

bzw. («5 (5) = 1 für 5 £ j/f, F} w {{a*} ^ (F\ ÜJ: 

k E X}. Ferner sei 

M = {*} w {{«,}: i E W} w {G^: k E TV, j = o, . . . , 2*} C 
C (I), 

Ä = ü»^, 31 = 31 (Ä w (J /s-i (Üs)) = 31 (R w (J Q*) sowie 
SG/ SG/ 

S = U /«E1 (Q5) — p bezeichne den gemeinsamen äußeren 
SG/ SG/ 

Inhalt der Familie (fls)sG/■ 

I. Wir wollen zunächst zeigen, daß die Familie (//S)SG/ sämt- 
liche Voraussetzungen des Korollars 4.8 mit Ausnahme der Be- 
dingung 4.8 (iii) erfüllt. Das Ergebnis (c) wird uns dabei einen 
ausreichend guten Überblick über die Menge aller gemeinsamen 
Urbildinhalte der (ßs)sGZ ermöglichen. 

(a) Off inbar ist die Verträglichkeitsbedingung 1.6 erfüllt, und 
die Familie (f/s)sG/ *st ^.-regulär wegen 1.11 (b). 

(b) Ä ist (S-stabil, und es gilt 0 £ $ : 

Wegen Ä = 50î(w ^ genügt es zum Nachweis der (^-Stabilität 
von $, für alle C £ M E zu zeigen, daß C r\ M £ Ä gilt. 
Das läßt sich aber ohne besondere Schwierigkeiten direkt nach- 
prüfen. 

Für die Mengen {oeff, A £ 9Ji gilt 0 = {ax} r\ A £ C 
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Skizze der Menge X mit vorgegebenen Werten für cp. 

(Man beachte, daß die Menge r mehrfach auftritt wegen 

r = U Gk für alle k G W). 
j = O 

•8 
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(c) Zu jeder Folge Q = e N positiver reeller Zahlen mit 
00 

Z Qk = 1 gibt es einen getneinsamen Urbildinhalt vß der (fJ-s)sŒ/ 
i= 1 
auf 3d mit vg ({aj) = Qk. Für jeden derartigen Inhalt vQ gilt 

ve (ißt)) = Qi- 

Beweis. Falls vg ein gemeinsamer Urbildinhalt ist mit 
v(> ({a/t}) = Qt (k G IV), dann gilt für alle k (E N 

ve \ G io) = /2{ak} U (r\Gio) ({“*} w (r \ GJ) ve ({“,&}) = 
= 1 —Qi- 

Ferner ergibt sich für alle k N und alley G {1, . . . , 2k} 

\ (Gt]) = g{ßk) u Gkf{ßk} w Gkj) — ve ({ßk}) = 2-* — ve({&}), 

also 

1 - e* = ve (r \ Gj = z ve (Gkj) = 1 - 2*V9 «&}) 
j =1 

und somit 

”, ({ßi}) = 2~*Qi sowie vg (Gkf) = 2~* (1 — gj). 

Wir müssen noch zeigen, daß tatsächlich ein Inhalt vQ mit den 

gewünschten Eigenschaften existiert. Dazu definieren wir auf 

dem Ring 31 n F= {R T: R £ 31} der Zylindermengen in r 
das Produktmaß ne der Wahrscheinlichkeitsmaße 

2k 

Qk Eyko+ 2~k (1 — Qj) Z eyk. 
auf ^ (ri)- Dann gilt 

nQ (Gii) = 2~k (1 — Qi) für k G IV und ;G{l  2k). 

Man prüft nun leicht nach, daß durch 
OO OO 

VQ (-Æ) = Z Qk ea,(fy + Z 2~k Qk eß,(-R) + 71Q (J? r) + 
k=1 k k=l * 
00 

+ (1-Z2J Qi) U (*) 
k = 1 

ein gemeinsamer Urbildinhalt der Familie (ßs)s e/ auf SR 

definiert wird mit ({a,,.}) = £?* (k £ IV). | 

(d) Zu jedem e > o gibt es ein v aus der Menge M der gemein- 
samen Urbildinhalte der (g,j)S(E/ mit sup v (K) -f- e > v (X) = 3 : 

K £ 
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Wählt man nämlich ein k0 (E N sowie Qk = o für k =j= k0 und 

Qk = l, so ergibt der in (c) konstruierte Inhalt vg für die Menge 

Kt ={%}ofu/l£Jl: o o 

ve (Kk) = v9 (A w T ^ A) = 3 — a-'5». 

(e) Die Regularitätsbedingung 4.8 (ii) ist für Jt' = Ä und 

S = {V} erfüllt-. 

Wählt man zu e J> o ein v £ M gemäß (d), so gilt nach 

Lemma 2.5 

(p (W) = v (X) < sup v (K) + e < sup p (K) + e. 
weft ireS 

KCX 

(f) Bemerkungen, (a) Man könnte die Regularitätsbedingung 

4.8 (ii) sogar für Jt' = und ë = g nachweisen. 

(ß) Mit (a), (b) und (e) haben wir alle nicht-trivialen Voraus- 

setzungen von Korollar 4.8 mit Ausnahme von 4.8 (iii) nachge- 

wiesen. 

II. Wir wollen nun noch zeigen, daß die Fa?nilie (pts)sei 

keinen $-regulären gemeinsa7nen Urbildinhalt besitzt : 

Angenommen, es existiert doch ein solches v £ M . Da die 

zu Ä gehörigen Teilmengen von A gerade die endlichen Teil- 

mengen von A sind, gilt für die Folge Q = (gi)ieN mit Qk = 
OO 

v ({aj) (k £ N) offenbar qk = l. Daraus folgt gemäß I.(c): 
k = i 

00 00 

v (B) > Z v
 ({&}) = Z 2~k Qk> o 

k—1 k=1 

und somit wegen K — 0 für alle K G $ mit K C B ein Wider- 

spruch zur Regularität von v. | 

5. Der a-additive Fall 

Wir wollen nun aus den Ergebnissen des vorangehenden Ab- 

schnitts Bedingungen für die Existenz a-additiver gemeinsamer 

Urbildinhalte herleiten. Zu diesem Zweck werden wir wie in [15] 

voraussetzen, daß Ä ein kompaktes System von Teilmengen von 

X ist; außerdem werden wir die Endlichkeitsforderung an die 

Ausgangsinhalte abschwächen. 
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5.1. Wir setzen über 4t voraus: 

(i) 0 £ Ä; 

(ii) Ä ist w-stabil tind abzählbar durchschnittsstabil; 

(iii) 4t ist ein kompaktes System im Sinne von Marczewski [19], 

d. h. für jede absteigende Folge (W„)„eJV nicht-leerer Mengen 

aus 4t ist p| Kn 4= 0. 
»SJV 

Damit ist jeder auf 4t endliche Ä-reguläre Inhalt auf 0t auto- 

matisch ff-additiv ([15, 4.2 (iii)]). 

Wir verzichten jetzt auf die Voraussetzung, daß alle Inhalte g,i 

[i £ I) endlich sind und daß 0t jjp-beschränkt ist. Stattdessen 

verlangen wir, daß es ein Mengensystem C C $e gibt, so daß 

(iv) die Familie (/L)ie/ regulär ist ; 

(v) 4t C-stabil ist. 

Um die Ergebnisse des vorangehenden Abschnitts anwenden 

zu können, gehen wir nun folgendermaßen vor: 

Wir ersetzen jeweils Q, (i £ F) durch £}', durch 8 durch 

8' sowie 4t durch 4t' (vgl. 1.5). 

Die Sätze des vorangehenden Abschnitts liefern Bedingungen 

für die Existenz 4t'-regulärer gemeinsamer Urbildinhalte v‘ der 

(f/t) e 7 auf dem Ring 0t (4t' w 8'). 

Durch Fortsetzung eines solchen Inhalts ve von 0t (ße w §') auf 

größere Ringe, die der hier betrachteten Situation besser ange- 

messen sind, werden wir auch hier zu Lösungen unseres Aus- 

gangsproblems gelangen. Die verwendeten Beweismethoden sind 

Standardmethoden der Maßtheorie (vgl. z. B. Courrége [9]). 

5.2. Definition. Sei X ein (ff-)Ring von Teilmengen von X. 

Dann heißt die (cr-)Algebra 

1(31) = {L C X: L T E X für alle T £ X} 

(er-)Algebra der lokal in X liegenden Mengen. 

5.3. 416 bezeichne das System der (^-beschränkten Mengen aus 
4t, r6 sei ein 4t6-regulärer endlicher Inhalt auf dem Ring 0t (4t6). 

Mit 4Î erfüllt auch 4t6 die Bedingungen 5.1 (i), (ii), (iii) und (v). 

Folglich ist J'6 cr-additiv und kann daher auf genau eine Weise 
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zu einem Maß auf dem von 9t ($e) erzeugten er-Ring © = a (9t (fißf) 

= a (ß®) und darüber hinaus zu einem eindeutig bestimm- 

ten Maß v auf dessen Vervollständigung © fortgesetzt werden. 

Die Fortsetzung von auf © ist wiederum $e-regulär gemäß 

[15, 4.2 (iv)]. Dann ist aber auch v ÄG-regulär, wie man sofort aus 

der Konstruktion der Vervollständigung ersieht. 

Nach [15, Lemma 1.6] wird auf der a-Algebra f (©) der lokal 

in @ liegenden Mengen durch 

v (Z) = sup v (5) (Z £ t (©)) 
»S' G © 
SQL 

ein Maß v definiert (© ist nämlich der Ring der ©-beschränkten 

Mengen aus t (©)), das offensichtlich wiederum $e-regulär ist und 

v fortsetzt.4 

5.4. Lemma. Sei v" ein gemeinsamer Urbildinhalt der (/^)<e/ auf 

9t (fi" w §e), der auf 9t ($G) w S Si"-regulär (also Sß-regulär) ist. 

bezeichne die Restriktion von v" auf 9t ($G), 9tf den Ring der 

jîG-beschränkten Mengen aus dem Ring 9t0 = 9t (JÎ w §). Die 

o-Algebra I (©) und das Maß v seien gemäß 5.3 mit Hilfe von 

9t (ÄG) und ve definiert. 

Dann gilt : 

(i) 9t (Ä* w g‘) C 9t0 C t (a (9\f)) C I (©). 

(ii) v ist ein §ß-regulärer und damit auch Si-regulärer a-additi- 

ver gemeinsamer Urbildinhalt der Familie (49)* e /. 

Beweis, (i) Offenbar gilt 9t (fi‘ w g") C 9t0- 

Seien R0 E 9t0 und S0 E er (9t® ). Dann gibt es eine Folge 
OO 

\R„)„(=y in ÄG mit 50 C (J Ky Daraus ergibt sich R0 n S0 = 
00 i — 

1 ^ 
( U C^o r\ Kfj) n 50 mit R0 n Kj E (j = 1,2, ■ • •) und 
J = 1 

somit R0 n S0 E er (9t*8), d. h. R0 E f (a (9t®2)). 

Wir müssen noch zeigen, daß I (er (9t® )) C I (©) gilt : 

4 Man kann sich leicht überlegen, daß t(@) der größte a-Ring ist, auf den 
man vG zu einem jt®-regulären Maß fortsetzen kann. 
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(a) Der Ring SR® wird von S = {K r\F\ K G F G g} er- 
zeugt, da Ä-stabil ist. Wir begründen zunächst, daß es genügt, 
g C I (©) nachzuweisen. 

Aus SCI (©) folgt zunächst a (S) = a (SR® ) C t (©). 
«s ~ 

Seien nun Z G Ï (<r (SR ‘ )) und AG®. Dann gibt es eine Folge 
oo oo 

(KJ in mit SC U ZT,,. Folglich ist L S — (J(In KJ 
n = 1 çç n = 1 

r\ S G © wegen Z Zf,, G er (SR® ) C I (©) für alle « G W. So- 

mit ergibt sich tatsächlich 1 (er (SR® )) C t (©), falls S C t (©) ist. 

(b) Sei E = K r\ F G S mit K G und A G 5- 2* bezeichne 
das Mengensystem {ZT' r\ Fc\ K' G Ae, F‘ G §"}• 

Wir zeigen zunächst: Zu jedem e j> o gibt es zwei Mengen 

Zj G SR (S') C SR (Ä* w g') und A2 G SR (Äe) C SR (&' w g') mit 

Äj C £ C A und v<r (A2 \ Aj) ^ £- 
Sei 3 das System aller endlichen disjunkten Vereinigungen 

von Mengen aus S. Wegen (R2) gibt es endlich viele Mengen 

F„ . . . , F„ G g' mit K \ F C Ü A) und 9? (/}) < 99, (ß. \ F) 
y - ■> 

+ 99« (A,- rv F). Für alle Mengen G G S' ist <P (G) — R (G). Dar- 
aus ergibt sich gemäß Bemerkung 1.9 (ii) : 

/ (FJ = sup R (D) + sup R (DJ (j — 1, . . . , »). 
z>eS z>'e0 

DCFj\F D'CF.rsF 

Wir wählen für y = 1, . . . , n je zwei Mengen Dj, D'y G ® mit 
Dj C Fj\F, D'j C Fj r\Fsowie 

R [Fj) < R (Dj) + R (Z>j) + e/« = R (Z>y w D'J) -f e/n. 

Man kann leicht nachprüfen, daß für die Mengen 

Ri = (K \ (J FJ o(Zoj DJ und R2 = K \ (J DJ die 
y=j y=-> y=j 

Beziehungen Ai G SR (S'), A2 G SR (Äe) sowie Ax C A = K r\ F 
fl 

C A2 gelten. Ferner ist R2 \ Ri C (J (Ay \ (Dy w Z)))), also 
« i=l 

* (A2 \ Ax) < V R (Fj \ (Dy w Z?;.)) < £■ 

y = r 
Damit haben Aj und A2 die gewünschten Eigenschaften. 

(c) Sei E‘ = K r\ F‘ G S' mit K G <RS und F‘ G S'- 
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Wir zeigen: Zu jedem e > o gibt es Mengen Tx, T2 G Sft (Äs) mit 

A, C Ee C T2 und ve (A2 \ A,) < e. 

Wenden wir (b) auf Ee an mit e/2 anstelle von e, so erhalten wir 

die Existenz zweier Mengen Aj G SR (S'), A2 G 5R (Ms) mit 

A' C E‘ C A2 und ve (T2\ Aj) < e/2. Wegen Ee G 3t (£' w g‘) 

ist dann auch v' (A2 \ A') < e/2. 

Gemäß (Rl) gilt 

(A‘) = 95 (A') = sup ve (A>). 
DES 

DCFe 

Daher gibt es eine Menge /)£S mit D Z F‘ und v‘ (A' \ D) < 

e/2. Also gilt für Tx = K r\D Z E' 

v‘ (E' \ Aj) = (K o (A' \ D)) < e/2. 

Wegen 7\, A2 G 91 (Äs) folgt daraus 

V*(T2\ A,) = Ve (A2 \T1)< 2 e/2 = e. 

(d) Aus (c) folgt S' C *5, also 31 (S') C S>- Dabei stimmen die 

Restriktionen von v und v‘ auf 31 (S') überein. Zusammen mit (b) 

erhalten wir daraus S C@ Cl (©). Damit ist (i) vollständig be- 

wiesen. 

(ii) Für ! £ / und 0, G £2,- sei A = /71 (0,). £> bezeichne 

wiederum dasSystem der endlichen disjunkten Vereinigungen von 

Mengen aus S. Dann ergibt sich aus der S-Regularität der (ßi);sj 

und den Eigenschaften von v‘, vs und v 

/h (0,) = 9> 0^) < 95* (A) = sup V (A>) = sup V (ZT) 
A'ES5,flEB 

KCDCF 

< sup v' (ZsT) = sup v (ZT) = v (A). 
wss

e
 wes

e 

KCF KCF 

Falls [i; (Q,-) = 00 ist, folgt daraus auch v (A) = 00. Ist dagegen 

0,- G £2', so kann man die Abschätzung fortsetzen durch 

sup ve (ZT) < v' (A) = <p (A). 

ZE SC 

KCF 

Damit ergibt sich in jedem Falle 

H/71 (0,))=v(A) = /z,.(0,).J 



Reguläre Maße mit einer gegebenen Familie von Bildmaßen 95 

5.5. Satz. Sei 9t ein Ring mit 

S0 = 9t (St w g) C SR C l 0(9if)). 

Dann sind äquivalent : 

(i) Die Familie besitzt einen M-regulären, a-additiven 
gemeinsameii Urbildinhalt auf 91. 

(ii) Die Familie (fi;fe / besitzt einen -regulären, o-additiven 
gemeinsamen Urbildinhalt auf*R. 

(iii) Die Familie 0'),-e/ besitzt einen Ä*-regulären gemeinsamen 
Urbildinhalt auf 9t (ßi‘ §*). 

Beweis. Die Implikationen (ii) =>(i) =s> (iii) sind trivial. 

Sei (iii) erfüllt und v‘ ein ^'-regulärer gemeinsamer Urbildin- 
halt der (ß‘)ie/ auf 9t (Ä* w ge). Da w d ^-beschränkt ist, ist 
v‘ H'G-regulär auf 91 ($e w (5). Daher folgt (ii) durch Restriktion 
des Inhalts v aus dem vorangehenden Lemma auf den Ring 91. ] 

Nun sind wir in der Lage, die Ergebnisse des vorangehenden 
Abschnitts unmittelbar auf die hier vorliegende Situation anzu- 
wenden. Wir begnügen uns dabei mit der Übertragung der beiden 
Hauptresultate 4.1 und 4.7. Es ist klar, wie dann die übrigen Er- 
gebnisse von Abschnitt 4 zu übertragen sind. 

Die Bezeichnungen aus Lemma 5.4 werden übernommen. 

5.6. Satz. Sei 91 ein Ring mit 910 C 91 C I 0 (9t^ ))■ Dann ist 
die folgende Bedingung notwendig und hinreichend für die 
Existenz eines Ä-regulären, a-additiven gemeinsamen Urbildin- 
halts der Familie 0,-),e/ auf IR: 

Es gibt ein Mengensystem 2 C §‘ sowie einen gemeinsamen 
Urbildinhalt Ve der auf 9t (ff e/f), so daß CE d^-be- 
schränkt und ve auf d -regulär ist, d. h. 

v‘ (E) = sup v‘ (K) f ür alle E £ <2. 
zre s" 
KQE 

Beweis. Man wende 4.1 und 5.5 an. | 

5.7. Satz. Sei 91 ein Ring mit 9t0 C 91 C 1 0 (9t ^ )). Dann ist 
die folgende Bedingung hinreichend für die Existenz eines Ä- 
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regulären, a-additiven geyneinsamen Urbildinhalts der Familie 

Es gibt ein Mengensystem Ê C 5' mit den Eigenschaften 

(i) ß ist tt^-beschränkt ; 

(ii) Zu £ £ Ë und e j> O existiert eine Menge £ £ 1“ »zzV 

K C E und cp (E) < p (K) -f- e, daß für je zwei Funktionen 

gi, ^ £ F »MV £4, ^2 ^ ljr 02» g F existiert mit g iK und 

P (C?—£V)+) <e(i= l, 2). 

Beweis. Man wende 4.7 und 5.5 an. | 

6. Gemeinsame Urbilder regulärer Borelmaße 

Wir wenden uns nun der topologischen Situation zu und suchen 

nach Bedingungen für die Existenz von regulären gemeinsamen 

Urbild-Borelmaßen regulärer Borelmaße unter einer Familie 

stetiger Abbildungen. 

Im allgemeinen folgt aus der Regularität der einzelnen Aus- 

gangsinhalte lediglich die Regularitätsbedingung (Ri) für die 

daraus gebildete Familie von Inhalten (vgl. aber Korollar 1.11). 

In der hier vorliegenden Situation werden wir jedoch zeigen, daß 

die Bedingung (R2) stets automatisch erfüllt ist. 

Die folgenden Voraussetzungen und Bezeichnungen werden in 

diesem Abschnitt beibehalten. 

6.1. Seien X und Yt (i £ /) Hausdorffsche topologische 

Räume. SR = 58 bzw. Q,- = 25,- (i E /) bezeichne die von dem 

System der offenen Teilmengen in X bzw. Y{ erzeugte cr-Algebra 

der Borelschen Mengen, St bzw. €,• (i E F) das System der kom- 

pakten Mengen in X bzw. Y{. 

Ferner sei für jedes i E I eine stetige Abbildung ß: X —> Y{ 

sowie ein reguläres Borelmaß ,«,• auf Yi gegeben, d. h. ein von 

innen ß,-reguläres Maß auf 23,-, das auf ß,- reellwertig ist. 

Gesucht werden Bedingungen für die Existenz eines (Stfregu■ 

lären Boreimaßes v auf X mit //,■ = f{ (y) für alle i E /. 

Offenbar ist jede der Abbildungen /,• (i G /) 23 - 23,-meßbar. 
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Wir wählen nun wie im Korollar l.il <5 = (J ff (CE,-). Dann 

ist ft offenbar G-stabil und es gilt überdies: ,e/ 

6.2. Lemma. Die Familie {p,l)i&Iist(t-regulär(f)Zgl. (fi)ie.i und St). 

Beweis. Da für jede kompakte Menge K CA" das Bild unter 

einer stetigen Abbildung wieder kompakt ist, ergibt sich für alle 

i £ / die ©'-Beschränktheit von f- (K). Daher folgt die Be- 

hauptung aus Korollar l.n (a). | 

Damit sind alle in 5.1 gemachten allgemeinen Voraussetzun- 

gen des vorangehenden Abschnitts erfüllt. Wir sind daher in der 

Lage den Satz 5.5 auf die topologische Situation zu übertragen: 

6.3. Satz. Für i £ / sei bzw. (JL‘; die Restriktion von //,• auf 

den Ring SR (Ci,) bzw. auf den Ring ©( = {Bi £ ©,: /<,■ (A,) co}. 

Dann sind die folgenden Bedingungen äquivalent'. 

(i) Die Familie besitzt ein reguläres gemeinsames Ur- 

bild-Borehnaß auf iS. 

(ii) Die Familie (/t'),g/ besitzt einen regulären gemeinsamen 

Urbildinhalt auf dem Ring SR (Ä w g') mit g' = ff (©(). 
>e/ 

(iii) Die Familie e 7 besitzt einen §i-regulären gemeinsamen 

Urbildinhalt auf SR (jt w (E). 

Beweis. Die Implikationen (i) => (ii) => (iii) ergeben sich durch 

geeignete Restriktionen. 

Sei (iii) erfüllt und re ein Ä-regulärer gemeinsamerUrbildinhalt 

der(/tf),.G j auf9t(Ä w CE). Wir wollen den Satz 5.5 auf die Inhalte 

nf (statt fi-) anwenden : 

Dann gilt 9t0 = SR (Ä w (J ff (3R (€■))) = 31 (I w 6), also 
* £ I 

wegen der (E-Stabilität von ft’: SR^ = 9t (Ä). Wegen 9t (ft w CE) £ 

© C 1 (<r (Ä)) ergibt der Satz 5.5 die Existenz eines Ä-regulären, 

ff-additiven gemeinsamen Urbildinhalts v auf © für die Familie 

(fifties- 
v ist auch gemeinsames reguläres Urbild-Borelmaß der (/t,),e/: 

Für f £ / und Bi £ 23,- gilt nämlich wegen /,• (Ä) = {ffK)\ 

K G Ä} C 6, 

7 München Ak, Sb. 1976 
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Pi (Bt) = sup pf (Q = sup v (Jf (Q) = sup v (W) 
c,• e e,- c • e e,- A' e s, c. e e. 

Ci C B. C. C 5. f. (K) c c. c B. 

< sup v (/A (/. (W))) = sup ,«?(/,■ (W)) 
A'es A'eS 

JjK) C Bi J.(K) C J3. 

Wir verzichten darauf, den vorangehenden Satz auf jedes der 

Ergebnisse aus Abschnitt 4 anzuwenden. Stattdessen behandeln 

wir einen topologisch besonders interessanten Spezialfall, bei 

dem für eine der Abbildungen /,■ (2 EL /) das inverse Bild jeder 

kompakten Menge wieder kompakt ist.5 In diesem Falle stellt 

sich unter einer zusätzlichen Beschränktheitsvoraussetzung her- 

aus, daß es genügt, anstelle der Bedingung 6.3 (ii) lediglich die 

Existenz irgendeines (nicht notwendig regulären) gemeinsamen 

Urbildinhalts der (p")i e / nachzuweisen. 

6.4. Satz. Für ein j E I sei das inverse Bild jeder kompakten 

Menge in Yj unter der Abbildung fj ebenfalls kompakt. Ferner 

gelte für dieses j 

(B) ff = ff (ff(.) ist ff (f&f-beschränkt. 
i£/ 

Dann ist notwendig und hinreichend für die Rxistenz eines 

regulären gemeinsamen Urbild-Bor elmaß es der Familie (pf- g/ 

auf X, daß die Familie (ß‘i)i e/ einen gemeinsamen Urbildinhalt 

auf dem RingiR (§e) = 91 ( (J ff (23J)) besitzt. 
iei 

Beweis. Offenbar ist die angegebene Bedingung notwendig. 

Sie ist aber auch hinreichend : 

Da Ä ^-beschränkt ist, kann man gemäß Fußnote 3 zum 

Lemma 2.3 den Ring91 (§") durchs (Ä w g") ersetzen. Sei v! ein 

gemeinsamer Urbildinhalt der auf 91 ($ w §"), und sei 

ff = ff (23)•). Mit dieser Festsetzung für ve und ff wollen wir die 

Bedingung 4.1 (*) nachweisen: Nach Voraussetzung ist ff(fj) 

C $, und ff = (J ff (ff,-) ist ff (23))-beschränkt. Ferner ergibt 
i e / 

sich für B E 23)- und E = ff (B) E ff 

5 Insbesondere jede eigentliche Abbildung hat diese Eigenschaft (vgl. 
Bourbaki [6, chap. 1, § 10]). 
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ve (E) = p. (B) = sup pj (Cf) = sup v‘ (// (Cf) 

< sup Ve (K) < Ve (E). 
ices. 
KCE 

Folglich ist v‘ Ä-regulär auf Ê, und die Behauptung folgt aus 4.1 
und 6.3. I 

Als unmittelbare Folgerung des Satzes ergibt sich für den Fall 
endlicher Ausgangsmaße p{: 

6.5. Korollar. Für ein j 0 / gelte ff (Gh) C A- Ferner seien 
alle Inhalte g{ (i 0 I) reellwertig. 

Genau dann besitzt die Familie (pf)i&1 ein reguläres gemeinsa- 
mes Urbild-Borelmaß, wenn sie einen gemeinsamen Urbildinhalt 
auf dem Ring 3î(§) besitzt. 

Als Variante des Satzes 6.4 erhalten wir: 

6.6. Satz. Für alle i 0 I gelte ff (€,•) C Â. Dann sind äqui- 
valent'. 

(i) Die Familie (pi)i e 7 besitzt ein reguläres gemeinsames Urbild- 
Borelmaß auf X. 

(ii) Die Familie besitzt einen gemeinsamen Urbildinhalt 
auf dem Ringle. (Ä). 

Beweis. Offenbar folgt (ii) aus (i). 

Sei umgekehrt (ii) erfüllt. Nach Voraussetzung gilt <5 = 

U fl1 (ßi) C Ä. Daher erhalten wir aus Satz 4.5, daß die Familie 
>6/ 

(ß%e/ sogar einen ^-regulären gemeinsamen Urbildinhalt auf 
5t ($) = 91 ($ vz (£) besitzt. Somit folgt die Behauptung aus 
Satz 6.3. J 

6.7. Bemerkungen. Aus dem vorangehenden Satz geht für den 
Fall eines kompakten Grundraums X hervor, daß es zum Nach- 
weis der Existenz eines regulären gemeinsamen Urbild-Borel- 
maßes genügt, die Existenz irgendeines gemeinsamen Urbildin- 
halts zu beweisen. Diese Aussage bleibt richtig, falls die Index- 
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menge I einelementig und X ein polnischer Raum ist (vgl. [15, 

§8]). 
Aus dem anschließenden Beispiel 6.8 folgt jedoch, daß die Aus- 

sage für polnische Räume bereits bei zweielementiger Index- 

menge falsch wird, selbst wenn für eine der Abbildungen /; die 

inversen Bilder kompakter Mengen wieder kompakt sind. Damit 

ist zugleich gezeigt, daß man im Satz 6.4 nicht ersatzlos auf die 

Beschränktheitsbedingung (B) verzichten kann. 

Falls die Ausgangs-Borelmaße alle Wahrscheinlichkeitsmaße 

sind, geben wir in 7.9 ein Beispiel mit polnischem Grundraum A 

(und überabzählbarer Indexmenge /), bei dem es ebenfalls nicht 

genügt, die Existenz eines endlich additiven gemeinsamen Ur- 

bildinhalts der 0«,•),•<=/ nachzuweisen. Es ist ohne Schwierigkeiten 

möglich ein entsprechendes Beispiel mit abzählbarer Indexmenge 

zu finden; dagegen bleibt bei endlicher Indexmenge und be- 

schränkten Ausgangsmaßen die Frage offen, ob die Existenz 

endlich additiver gemeinsamer Urbildinhalte hinreichend ist für 

die Existenz regulärer gemeinsamer Urbild-Borelmaße auf pol- 

nischen Räumen. 

6.8. Beispiel. Als Indexmenge wählen wir /= {1,2}. Die 

Räume X, Yv Y2 seien die diskreten topologischen Räume 

X = {(P, q) EW: q< p}, Yx = N, F2 = {1, 2} X iv. Die 
stetigen Abbildungen /■: X Yi(i =1,2) seien gegeben durch 

fi ((A $0) = P für al!e (A 4) EX sowie /2 ((p, q)) = (l, q) für 
(.p, q) E x mit q < p und /2 ((,q, q)) = (2, q) für q E N- Als 
reguläres Borelmaß auf Y{ (i = 1, 2) wählen wir jeweils das 

Anzahlmaß, das jeder Menge die Anzahl ihrer Elemente zu- 

ordnet. 

Man sieht sofort, daß unter fx das inverse Bild jeder kompakten 

(d. h. endlichen) Menge in Yx wieder kompakt ist;/2 dagegen hat 

diese Eigenschaft nicht. 

Für q E PI sei Xq ein Inhalt auf S3 = S3 (X) mit Xq (X) = 1, 

K C/21 ({b ?)})) — 1 und (B) = o für jede endliche Menge 
B C X. Dann kann man leicht nachprüfen, daß 

* = 21 £r?,w + Z K 
?eJv fEiv 

ein gemeinsamer Urbildinhalt von (/21, ,M2) ist. 
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Es gibt jedoch kein reguläres gemeinsames Urbild-Borelmaß 

von (ßlt fi2)' Wäre nämlich v ein reguläres Urbild-Borelmaß von 

fix und /<2, so müßte gelten 

v ({(?, q)}) = v <Jß ({(2, g)})) = n2 ({(2, q)}) = 1 für q £ N, 

also 

v({p) X {1, . . .p— 1}) = v({^} X {i, . . . ,p}) — v({(p,p)}) 
= fij ({p}) — 1=0 für alle p N. 

Somit wäre v (K) = o für jede kompakte Menge K C 

y'1({( 1, 1)}), also wegen der Regularität von v 

0= sup v (K) = v (/j1 ({(1, 1)})) = fi2 ({(1, 1)}) = t. 
K kompakt 

A'C 

Damit liegt ein Widerspruch vor. Folglich ist der Satz 6.4 ohne 
die Voraussetzung (B) nicht richtig. 

Der folgende Satz impliziert ein Ergebnis von Kellerer [13, 

Satz 2.2] für Maße auf Produkträumen mit gewissen vorgegebe- 

nen Marginalmaßen. 

6.9. Satz. Die Indexmenge I sei endlich, und jedes der gege- 
benen Maße fi, (2 £: /) sei reellwertig. Ferner sei fß (Kj) 

i £/ 

kompakt für jede Auswahl kompakter Mengen K{ C Yt. 
Dann ist die Existenz eines gemeinsamen Urbildinhalts der 

(/“■'Xe/ auf dem Ring 9t ($ KJ (J fß (23,■)) notzvendig und hin- 
ies 

reichend für die Existenz eines regulären gemeinsamen Urbild- 
Borelmaßes. 

Beweis. Es genügt zu zeigen, daß die angegebene Bedingung 

hinreichend ist. 

Sei / 2'-elementig für ein r N. Wir wollen den Satz 4.7 mit 

® = {X} anwenden. Sei dazu ein e > o gegeben. Für i £ I 
wählen wir eine kompakte Menge K;- C Yt mit f.ii (Kj) j> fi{ (Yj) 
— e/r. Dann gilt für jeden gemeinsamen Urbildinhalt v der 

(X).e/ au^ 3ft («R w §) = 3t (JÎ w (J fß (95,-)) sowie die kom- 
ie/ 

pakte Menge K = fß (Kj) : 

’ (* \ K) < V v{fß (Y- \ K,)) = 2: fl; (F, \ Kj) < e. 
i<=I i^I 
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Daraus folgt zunächst cp (X) = v (X) < v (X) + e < p (K) + e. 

Andererseits gilt für jede Funktion g' EL F mit g' > iA, 

KO -/)+) < - iK) = v (X \ K) < e. 

Dap die obere Einhüllende aller gemeinsamen Urbildinhalte der 

G“i:)«e/ 
au^ 91 ($ w g) ist, folgt daraus p ((1 —g')+) < e. Damit 

haben wir eine Verschärfung der Bedingung 4.7 (ii) nachgewiesen 

(man kann dort unabhängig von gx und g2 stets g = 1 wählen), 

und die Behauptung folgt aus Satz 6.3._J 

6.10. Bemerkung. Durch geeignete Modifikation des Beispiels 

4.11 kann man zeigen, daß man auch bei der topologischen 

Variante des Korollars 4.8 nicht ersatzlos auf die Bedingung 

4.8 (iii) verzichten kann. 

7. Projektive Familien 

Wir wollen nun die bisherigen Ergebnisse auf projektive Fami- 

lien regulärer Maße anwenden. In diesem Falle liegen besonders 

einfache Verhältnisse vor, da der Vektorraum F der g'-Treppen- 

funktionen ein Untervektorverband von E ist, so daß wir anstelle 

des Satzes 4.7 das Korollar 4.9 verwenden können. Außerdem 

läßt sich der gemeinsame äußere Inhalt^ (7?) einer Menge R E 91' 
besonders einfach berechnen, nämlich als das Infimum der äuße- 

ren Inhalte der Bildmengen von R. 

Die in diesem Abschnitt gewonnenen Resultate sind für be- 

schränkte Maße im wesentlichen bekannt (vgl. Bemerkung 7.5). 

7.1. In diesem Abschnitt setzen wir zusätzlich zu den allge- 

meinen Voraussetzungen des ersten Abschnitts voraus, daß die 

Indexmenge / durch eine Relation < prägeordnet und auf stei- 

gend filtrierend ist.6 Ferner existiere zu i, j E I mit i < j eine 

Qy - Q,-meßbare Abbildung f- : Yj —> Y{ mit f{= und 

fij O,) = di- 
Es ist klar, daß für alle i, j E I mit i -< j die Abbildung 

6 In [17, Beispiel 2.4] wurde verlangt, daß < eine Ordnung ist; alle dort ge- 
machten Überlegungen bleiben jedoch auch für Präordnungen gültig. 
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auch Qj - QJ-meßbar ist. Daher ergibt sich gemäß [17, Bei- 
spiel 2.4] für den gemeinsamen äußeren Inhalt^: 

Entweder ist p {R) = — 00 für alle R G SR" oder aber 

p {R) = inf fi* {Fi (R)) für alle R G 9E, 
iE/ 

wobei 

!/*■■ { y(Yi)-~[0,00] 

\ A, ^ inf {ßi {Qi): Q{ G £2,., A,- C Qff 

den zu gehörigen äußeren Inhalt bezeichnet. 
Aus der Verträglichkeitsbedingung 1.6 für die Inhalte n{ 

{i G F) folgt 

fii {Qi) = o für alle i G I und alle Q{ G % mit 0, C Y{ \f{ {.X).8 

Nach [17, Beispiel 2.4] gilt daher 

p {R) = inf fii {fi {R)) für alle R G 31. 
te/ 

Da g' = (J ff (£2*) ein Ring ist, ist der Vektorraum F der 
i € / 

g'-Treppenfunktionen bezüglich der punktweisen Ordnung ein 
Vektorverband. 

Zunächst zeigen wir, daß die Inhalte fi{ (2 G F) auch hier so 
eng miteinander verknüpft sind, daß die Regularitätsbedingung 
1.8 (R2) bereits aus (Ri) folgt. 

7.2. Lemma. Die Familie {fi,)iG/ erfülle die Bedingung {Rl) aus 
Definition 1.8 für ein Mengensystevi <5 C 8*. 

Dann ist die Familie {fif)iGI ß-regulär. 

Beweis. Sei K G $ eine ß-beschränkte Menge, und sei F G S- 
Dann gibt es eine Menge C G ß mit K C C sowie Indizes i, k G I 
mit C G ff (Q‘) und F G ff (Q/.)• Da / aufsteigend filtrierend 
ist, gibt es ein l Fi I mit l > 2, k. Für dieses l gilt auch C G 
ff (Û;) wegen f{ — ftl o f} und entsprechend auch F G ff (&/). 

Daraus folgt C\F, C r\ F G /f1 (Q/) C 8- Wählen wir nun 
n = 1 und F1 = (7, so erhalten wir (R2) mit Hilfe von (Ri) aus 
der Additivität von <p auf ff {Q.,) (vgl. i.6)._J 

7
 inf 0 = +00. 

8
 In der hier betrachteten Situation projektiver Familien kann man leicht 

zeigen, daß diese Bedingung sogar zur Verträglichkeitsbedingung äquivalent 
ist. 
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Wir wenden uns zuerst der abstrakten Situation zu. Die Be- 

zeichnungen des Lemmas 5.4 werden übernommen. 

7.3. Satz. Außer I C ? (X) sei noch ein Mengensystem 
& C %e gegeben, so daß und <5 die Bedingungen 5.1 (i)-(v) er- 

füllen. Für den Ring SR gelte SR0 = SR (Ä w g) C SR C 1 (er (SR®2)). 

Dann sind äquivalent'. 

(i) Es gibt einen Ä-regulären, a-additiven gemeinsamen Ur- 
bildinhalt der auf SR. 

(ii) Es existiert ein Mengensystem (5 C so daß <2 (5^-be- 
schränkt ist, mit 

90 (E) = sup [inf fi* (/,■ (W))] für alle £ E f. 
AreS <e/ 
KCE 

Beweis, (i) => (ii) aufgrund elementarer Eigenschaften von <p 
und fi* (i G /). 

(ii) => (i): Aus (ii) folgt wegen 7.1 für alle ££8 

cp (E) = sup p (K). 
re s 
KCE 

Daraus ergibt sich (i) mit Hilfe von Korollar 4.9 und Satz 5.5, da 
F ein Untervektorverband des Vektorraums E ist (7.1). | 

Als wahrscheinlichkeitstheoretische Variante des vorangehen- 

den Satzes erhalten wir: 

7.4. Korollar. Zusätzlich zu den Voraussetzungen von 7.3 sei 
für alle i G I der Ring eine a-Algebra und pi{ ein Wahr- 
scheinlichkeitsmaß auf Q,-. SR sei ebenfalls eine a-Algebra mit 

% C SR c t (or (SRf )). 

Dann sind äquivalent : 

(i) Es gibt ein §t.-reguläres gemeinsames Urbild-Wahrschein- 
lichkeitsmaß der (fii)ie/. 

(ii) Zu jedem e j> o gibt es ein £Eü mit 

fi* (fi {Kj) >1 — ß für alle i G 7. 

Beweis. Man wähle im vorangehenden Satz 15 = {-V}. | 



Reguläre Maße mit einer gegebenen Familie von Bildmaßen 105 

7.5. Bemerkung. Die vorangehenden Resultate bzw. deren in 

7.6 und 7.7 folgende topologischen Fassungen haben als (topolo- 

gische) Urform einen Satz von Prohorov [20]. Weitere (eben- 

falls topologische) Varianten dieser Ergebnisse finden sich bei 

Bourbaki [8, § 4], Kisyhski [14, Theorem 3.2], Scheffer [21], und 

Topsoe [22, Theorem 5.3]. 

In den genannten Artikeln sind die Ausgangsmaße stets be- 

schränkt, und die Voraussetzungen sind, abgesehen von einer 

Bemerkung von Bourbaki, so gewählt, daß das gemeinsame Ur- 

bildmaß (falls es existiert) bereits eindeutig bestimmt ist. Es 

stimmt nämlich auf dem System M mit dem gemeinsamen äußeren 

Inhalt überein. 

Wir gehen jetzt zur Behandlung der topologischen Situation 

über. Dabei übernehmen wir die Bezeichnungen aus Abschnitt 6. 

7.6. Satz. Die Mengen X und Yt- (i G /) seien Hausdorff- 

Räume, die Abbildungen f{ (i G I) seien stetig, die Abbildungen 

fij (i, j G I, i <( j) seien Borel-meßbar. Für i G / sei fi{ ein regu- 
läres Borelmaß auf Y{. 

Dann sind die folgenden Bedingungen äquivalent'. 

(i) Es gibt ein reguläres gemeinsames Urbild-Borelmaß der 

Familie (/M,-),-e/. 

(ii) Es gibt ein Mengensystem ff C S') so daß ff <£^-besckränkt 

ist, mit 

<P (E) = sup [inf (if (/,. (Iff)] für alle E G ff- 
If E S t E / 
K C •£ 

(iii) Für alle j G /, jede kompakte Menge C: C Yj und jedes 

e > o gibt es eine kompakte Menge K C X mit fj (K) C Cj und 

«, (/,• (V)) > ixj (Cj) —- £ für alle i G I. 

Beweis. Für die er-Algebra 55 der Borelschen Teilmengen von X 

gilt 3Î (ft \j g) G 95 C f (p (ß)) = f (o (91Q )). Daher folgt die 

Äquivalenz von (i) und (ii) unmittelbar aus Satz 7.3. 

(iii) ist eine Umformulierung von (ii) für den Fall ff = ff. | 

Als wahrscheinlichkeitstheoretische Variante des Satzes 7.6 

ergibt sich ohne Schwierigkeiten: 
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7.7. Korollar. Zusätzlich zu den Voraussetzungen von 7.6 sei 

jedes der regulären Boreimaße (i G /) ein Wahrscheinlich- 

keitsmaß. 

Dann sind äquivalent : 

(1) Es gibt ein normiertes reguläres Borelmaß auf X, das ge- 

meinsames Urbildmaß der ßi)i<=i *st- 

(ii) Zu jedem e J> o gibt es eine kompakte Menge K (Z X mit 

Hi(ft (/O) > 1 — £ für alle i G I. 

7.8. Bemerkungen. (1) Man kann sich leicht überzeugen, daß 

die Bedingung (ii) des Korollars 7.7 stets erfüllt ist, sofern für ein 

j G I die inversen Bilder kompakter Mengen unter der Abbil- 

dung f- wieder kompakt sind, insbesondere also dann, wenn der 

Raum X selbst kompakt ist (vgl. auch Satz 6.4). 

(2) Ist X dm polnischer Raum, so liegt im Hinblick auf die Er- 

gebnisse bei einelementiger Indexmenge / ([15, Satz 1.8]) die 

Vermutung nahe, daß die Bedingung 7.7 (ii) (und damit auch 

7.7 (i)) automatisch erfüllt ist (vgl. dazu Bemerkung 6.7).® Diese 

Vermutung erweist sich jedoch als falsch, wie das folgende Bei- 

spiel zeigen soll. 

7.9. Beispiel. Wir wollen stochastische Prozesse mit Parameter- 

menge T = [0,1] und Zustandsraum R betrachten (zur Termino- 

logie vgl. Bauer [4, 12.1]). 

Als Indexmenge / wählen wir das System der endlichen, nicht- 

leeren Teilmengen von T mit der Inklusion als Ordnungsrela- 

tion. X sei der polnische Raum C ([0,1]) C R-r°',} der stetigen 

reellen Funktionen auf [0,1], versehen mit der Supremumsnorm- 

Topologie. Für i G / sei Yt = R‘, und fp.X —*■ Y{ sei definiert 

durch_/) (g) = (g(t))t e,• (Ji ist also die Restriktion auf C ([0,1]) der 

Projektion von Rlo,1] auf R‘). Schließlich sei für i, j G / mit 

i C j die Abbildung Yj —* Y; die Projektionsabbildung von 

RJ auf R‘. 

Für i G T sei die cr-Algebra der Borelschen Teilmengen 

9 Es sei daran erinnert, daß wir hier im Gegensatz zu [15] generell die Ver- 
träglichkeitsbedingung 1.6 voraussetzen. 
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von R, 21 bezeichne die Spur der Produkt-cr-Algebra (x) 23, in 

C ([o,i]), d. h. 21 = {B ^ C ([0,1]): B G ® 25,}. 
(er 

Da [0,1] ein kompakter metrischer Raum ist, stimmt 21 überein 

mit der a-Algebra S3 der Borelschen Mengen in C ([0,1]) (vgl. [10, 

P- 314])- 
Sei nun (^,-), e/ die Familie der endlich-dimensionalen Vertei- 

lungen eines stochastischen Prozesses mit Parametermenge T 

und Zustandsraum R. Man kann sich dann leicht überlegen (vgl. 

Bauer [4, Beweis von 12.2.2]), daß die (/!,-),-e/ genau dann ein ge- 

meinsames reguläres Urbildmaß auf 21 = S3 besitzen, wenn 

C([o,i]) die Menge der Pfade eines zum Ausgangsprozeß äquiva- 

lenten Prozesses ist. 

Da es Prozesse gibt, die keine äquivalente Version mit stetigen 

Pfaden besitzen (das folgt etwa aus Bauer [4, p. 365, example 2]), 

gibt es nicht zu jeder projektiven Familie (/<,•),•£/ von Maßen auf 

R' (i G 7) ein gemeinsames reguläres Urbild-Bor elmaß auf 

C ([o, 1 ]), obwohl natürlich ein gemeinsamer Urbildinhalt existiert. 

8. Fortsetzung von Mengenfunktionen zu regulären Maßen 

8.1. In diesem Abschnitt gehen wir aus von einem Mengen- 

system § von Teilmengen der Menge X mit 0 G 5 sowie von einer 

Mengenfunktion cp: § —jR+ mit cp (0) = o. Außerdem seien ein 

Mengensystem IC]) (X) und ein Ring SR C (X) mit IwJ 

C SR gegeben. 
Gesucht sind Bedingungen für die Existenz eines Ä-regulären 

Inhalts auf SR, der cp fortsetzt.10 

Bereits in Bemerkung 1.7 haben wir erläutert, wie man diese 

Fragestellung so in unsere allgemeine Theorie einordnen kann, 
daß das gegebene Mengensystem % und die gegebene Mengen- 

funktion cp gerade das in 1.5 eingeführte Mengensystem bzw. die 
in 1.6 definierte Funktion ist. 

Wir können uns daher damit begnügen, einige uns besonders 

interessant erscheinende Fortsetzungsprobleme zu behandeln. 

10 Die Voraussetzungen 0 E J und <p (0) = o bedeuten keine Einschrän- 
kung der Allgemeinheit, da jeder Inhalt auf SR der leeren Menge notwendig den 
Wert o zuordnet. 
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Wir beginnen mit einer Verallgemeinerung eines Fortsetzungs- 

satzes von Maharam; anschließend werden wir eine Verschär- 

fung unserer Regularitätsbedingung (R2) für cp untersuchen, aus 

der bereits die Existenz einer endlich additiven Fortsetzung von cp 
folgt. 

8.2. Satz. Ä erfülle die Bedingungen 5-1 (i)—(iü)> Abbil- 
dung 99: § —> R + sei &-regulär für ein Mengensystem Ê C Ü n? 

mit ff = {F G g : cp (F) < 00}. Für den Ring 91 gelte 9t (Ä g) 

C SR C I (er (9t®)), wobei 9t® den Ring der ^..^-beschränkten Mengen 
aus 9t0 = 9t (Ä w g) bezeichnet. 

Dann sind äquivalent'. 

(i) cp kann zu einem §t-regulären, cs-additiven Inhalt auf 9t fort- 
gesetzt werden. 

(ii) cp kann zu einem Inhalt auf 9t (§) fortgesetzt werden. 

(iii) Die Restriktion cpe von cp auf ff kann zu einem Inhalt auj 
9t (§') fortgesetzt werden. 

(iv) Für alle m, n (f N und jede Auswahl Flt . . . , Fm, F'v 

• • •, F'H E r 
n nt n nt 

mit £ iF'.< £ 1.F.gilt £ cp (Ff) < £ cp(F,). 
j= 1 J i = l 1 j = 1 i = 1 

Beweis. Die Implikationen (i) => (ii) => (iii) => (iv) ergeben 

sich unmittelbar. 

Sei nun (iv) erfüllt, Ste bezeichne das System der ^-beschränk- 

ten Mengen aus Ä. Dann gibt es gemäß [17, Korollar 2.7] einen 

Inhalt ve
 auf 9t (ßf w ge) der cpe

 fortsetzt (vgl. auch Lemma 2.3). 

Nach Satz 4.5 kann ve
 sogar JF-regulär gewählt werden. Daher 

folgt die Behauptung aus Satz 5.5._J 

Als Anwendung beweisen wir nun den Fortsetzungssatz von 

Maharam [18, Theorem 8.1], den man auch sehr einfach aus den 

Sätzen 4.5 und 5.5 herleiten kann. 

8.3. Satz (D. Mahararn). Sei X ein Hausdorff-Raum, II be- 
zeichne das System der kompakten Teilmengen von X. Für i £ / 

sei Ü,- eine Algebra von Teilmengen von X und pi{ ein endlicher 
Inhalt auf Q,-, der die folgende Regularitätsbedingung erfüllt: 
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Hi (Q,) = sup {[I; (K) : IC c Qi, K E R Q,} für alle Q{ E Q,-. 

Ferner sei 3t eine Algebra mit 3t (Ä C St C t (o (St* ^®)), wobei 
3t® den Ring der (Ä r\ §)-beschränkten Mengen aus 3t0 = 

3t(Ä w §) mit 5 = 1J Ü; bezeichnet. 
> e/ 

Dann sind äquivalent: 

(i) Es gibt einen Ä-regulären, a-additiven Inhalt v auf St, der 
jeden der Inhalte pii (i E I) fortsetzt. 

(ii) Für jede Auswahl ix, . . . , im,j\, E I endlich vieler 
Indizes sowie von Mengen Qk E Û,- (k — 1, . . . , m), Q\ E £L 

k J l 

(l=i, ... ,n) mit Y iQ. < X 
J   . L   « 

, silt X hj, (Qi) < X Fi. (QÙ- 
‘ i=i 1 k=i * 

Beweis. Wir müssen nur den Schritt (ii) =>■ (i) beweisen. 

Für i E I und F E Q,- C 5 setzen wir cp (F) — fi, (F). Wegen 

(ii) ist damit die Abbildung cp-, % —> R+ wohldefiniert. Nach Vor- 

aussetzung und Korollar 1.11 (b) ist cp (St §)-regulär. Daher 

folgt die Behauptung aus Satz 8.2. ) 

Wir wollen nun eine Verschärfung der Regularitätsbedingung 

(R2) aus Definition 1.8 untersuchen. 

8.4. Definition. Seien Q und 5 zwei Systeme von Teilmengen 

von X mit 0 E 3 und 2 C §■ Ferner sei cp: § —> R + eine Mengen- 

funktion mit cp (0) = o; cp„ = 99® bezeichne den zur Restriktion 

von cp auf C gehörigen inneren Inhalt (vgl. Definition 1.8). 

cp heiße stark Q.-regulärn, wenn cp auf 0 endlich ist und die fol- 

gende Caratheodorysche Zerlegungseigenschaft besitzt: 

(R2*) cp (F) = cp^(F\G) + cp*l (F o G) für alle F, G E 5- 

8.5. Elementare Folgerungen aus der starken Regularität. 

(1) 95 (F) = (F) für alle FE?. 

(2) cp ist 0-regulär im Sinne der Definition 1.8 für jedes Men- 
gensystem St C ip (X). 

11 Kisynski [14] und Topsoe [23] nennen derartige Mengenfunktionen 
„tight“ (bei ihnen ist g = <5 stets ^-stabil). 
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Es sei noch daran erinnert, daß der innere Inhalt 99* isoton und 

superadditiv ist (Bemerkung 1.9 (i)). 

8.6. Notationen. Für F £ g sei F0 = F und F1 = X \ F'. Für 

n £ IV sei 77„ = {o, 1}". 

8.7. Lemma. SW <p: g —► K+ stark Ê-reguläre Mengenfunk- 
tion. Dann gilt für alle n £ IV wzzrf zr/A? Mengen F, F1} . . ., 

^ G S 

^ * = J 

Beweis. Für n — t stimmt die Behauptung mit der Definition 

der starken Regularität überein. 

Wir nehmen an, die Behauptung sei für n — 1 richtig. 

Seien nun jeweils endlich viele disjunkte Mengen Cx, . . ., 
m 

cm £ € bzw. C' Cf £ e mit (J CjC F\F1 = F r\ F\ 
m j — 1 

bzw. (J Cj C F r\ Fr — F r, F® gegeben. Dann gilt nach 
j=* 

Induktionsannahme und wegen der Superadditivität von99* = 99*: 
nt nt 

I <p (Q + X <P (.Cj) 
j=i j=1 

nt n 

= xx 9* + 
1 — 1 (en ,..., e„) G TI k = 2 J 1 2 ' t ns «-2 

m ft 

+ X X <P*(Cjr^n Fl1) 
j = * ^n„-i k = 2 

< Z [<P* (Fr, Fl rv fj Ff) + <p, (Fr, F\ r, fi ^*) 
(e2 «J ^-T1

n-1 
k
~
z k=2 

= X <7* (Fr,C)Flk)<<p. (F) 
(e± ,... ,£n) E. IIn k — 1 

= 99, (F" \ Ff + 99» (F r, Fr). 

Geht man links über zum Supremum, genommen über alle end- 

lichen Folgen (Cf) bzw. (Cf disjunkter Mengen in € mit obigen 

Eigenschaften, so ergibt sich die Gleichheit der linken und der 

rechten Seite der Ungleichungskette. Damit ist die Behauptung 

auch für n bewiesen. | 
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8.8. Lemma. Sei g ein System von Teilmengen der Menge X. 
Dann besteht der von g erzeugte Ring SU (g) aus den endlichen dis- 

m £ 
junkten Vereinigimgen von Mengen der Gestalt F1 f'') F- 

j = 2 

mit m G N sowie Fx, . . . , Fm G § und (e2, . . . , em) G TIm_x. 

Beweis. Sei Sft0 das System der endlichen disjunkten Vereinigun- 

gen von Mengen der angegebenen Gestalt. Offenbar gilt g C SR0 C 

SR (g). Es genügt daher zu zeigen, daß SR0 ein Ring ist. Dazu genügt 

es zu zeigen, daß SR0 stabil ist gegenüber endlichen disjunkten 
Vereinigungen, endlichen Durchschnitten und Differenzen. Nur 

die letzte dieser drei Eigenschaften ist nicht unmittelbar einzu- 

sehen. 

Wir zeigen, daß mit R = F- und S — G1* {m, n G iV; 
j = 1 k—1 

Fv • • • , Fm, Gv . . . , Gn G g; ei = % = o, e2, . . . , em, r\2, ... , 
■r\n G {o,i}) auch R \ S G SR0 gilt; der Übergang zu beliebigen 

Mengen R, S G macht dann keine Schwierigkeiten mehr. Es 

gilt 

R\S = 
j — 1 k = 1 k = 1 j — 1 1=1 

und damit R \ S G SR0. I 

8.9. Lemma. Sei cp : g —>- R+ eine stark <5-reguläre Mengen- 
junktion. 

Dann kann man cp auf genau eine Weise zu einem Inhalt A auf 
dem von g erzeugten Ring SR (g) fortsetzen. À ist dabei gerade die 
Restriktion von cpf auf iS. (g), also insbesondere stark S-regulär auf 

m- 
Beweis. (1) Existenz. Wir zeigen, daß die Restriktion von cpf 

auf SR (g) ein Inhalt ist. Wegen Lemma 8.8 genügt es zu zeigen, 

daß cp* = <pf additiv ist für endlich viele disjunkte Mengen 

Rx, . . . , R„ der dort angegebenen Gestalt. Wir können ferner 

annehmen, daß die in 8.8 auftretende natürliche Zahl m für alle 

R\, ■ . . , R„ übereinstimmt. 
m
 e. 

Sei also Rk = P) Fxj für k = 1, . . . , n mit FtJ G g (J = 1, 
j =1 

■ ■ ■ , m\ k = 1, . . . , n) und = o, ekj G {0,1} (J = 2, . . . , m\ 
k = 1, . . . , n). rin m bezeichne die Menge der (« X w)-Matrizen 

m n nm k—l 

n F‘ r, U = U (H G]") 
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deren sämtliche Elemente o oder i sind. Für je endlich viele dis- 
r n 

junkte Mengen Clt . . . , Cr £ € mit U C, C U Rn ergibt 
/ = 1 k = 1 

sich aus Lemma 8.7 in Verbindung mit der Superadditivität von 

9?* und der Disjunktheit von Ru . . . , R„: 

é<p(Ci) = é\ z /=. '='LveZ7»,» 
kJ=i
 J 

r I" n 

<Z\Z 
l = j i_/. = 1 

rAc!^nK') + vACAU no 

< Z <P* W + <P. (Ü Ra \C)xi)< <P* (Ü R*Z 
k — 1 k—l k — 1 k = 1 

Gehen wirüber zum Supremum, genommen über alleendlichen Fol- 

gen disjunkter Mengen Clt . . . , Cr £ Q mit (J Ct C (J R^, so 

l = 1 k=1 

stimmen die rechte und linke Seite der Abschätzung überein, 

und es folgt 

<P* (Ü R*d = Z <P* (**) + (Ü Rn \ Ü RZ 
k=1 k = 1 k = 1 k = 1 

Wegen der Superadditivität von q> erhalten wir daraus 

Z V* (X*) = <?* (Ü Rn) - <?* (Ü Rn \ Ü Xt) 
k = 1 k = 1 k = 1 k = 1 

> <p* (Ü Rt) > Z <P* (Rk) 
k = 1 k = 1 

und damit die gewünschte Additivität von <p . 

(2) Eindeutigkeit. Sei A ein Inhalt auf SR (g), der 99 fortsetzt. 

Aufgrund der Bemerkung 1.9 (ii) gilt A (R) > cpt (R) für alle 

R G SR (5). Wegen A (A) = 99 (A) = cp* (V) für alle F Eiï 

stimmen A und <p auf den ^'beschränkten Mengen aus 91 (§) 

überein, dann aber auch auf den ^-beschränkten Mengen aus 

9t (g), d. h. auf dem ganzen Ring 9t (g). | 

8.10. Satz, g und $ seien Systeme von Teilmengen der Mengt 

X, dabei sei 0 £ g, und $ erfülle die Bedingungen 5.1 (i)-(iii). 

cp: g -> R + sei eine Mengenfunktion, die stark regulär ist für 

ein Mengensystem € C $ r\ g. 
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Dann kann man cp zu einem regulären, a-additiven Inhalt 

auf jedem Ring SR fortsetzen, für den SR ($ w g) C SR C I (er (SRQ)) 

gilt- 

Beweis. cp‘ bezeichne die Restriktion von cp auf g' = {F G §: 

cp (F) <. °°}- Nach Lemma 8.9 kann man cpe zu einem Inhalt auf 

dem Ring SR (ge) fortsetzen. Damit folgt die Behauptung aus 

Satz 8.2._J 

8.11. Beispiele, (i) Man wähle X = R”, g = ß sei das System 

der achsenparallelen kompakten Würfel einschließlich der leeren 

Menge, das System der kompakten Teilmengen von X, und cp 

sei das «-dimensionale Volumen der Würfel in g. 

Man prüft leicht nach, daß cp stark S-regulär ist. Daher liefert 

Satz 8.10 die Existenz einer Fortsetzung von cp zu einem regu- 

lären Borelmaß auf R". 

(ii) Sei g = G = & das System der kompakten Teilmengen 

eines Hausdorff-Raumes X. cp: Ä —► R+ sei isoton, endlich additiv 

und subadditiv mit der folgenden Zusatzeigenschaft: 

Für jede kompakte Menge K G $ und jedes e j> o gibt es eine 

offene Menge U D K, so daß cp (V) <C <p (K,s) + e für alle K' G $ 

mit K' CU gilt.12 

Aus einem Ergebnis von Kisynski [14, Theorem 1.1] folgt so- 

fort, daß cp unter diesen Voraussetzungen stark (f-regulär ist. Da- 

her folgt aus Satz 8.10 das bekannte Ergebnis, daß cp zu einem 

regulären Borelmaß fortgesetzt werden kann (vgl. Kisynski [14, 

Theorem 1.2]). 

Symbole und Bezeichnungen 

l.i. w-, r\-, (w, rv)-stabil 

Ring, ff-Ring, Algebra, 
n-Algebra 

Inhalt, Maß 

1.2. 5JJ-beschränkt 
1.3. jt-regulär 
1.4. I 

X,.Yit SR, Q,-,m, M 
1-S- Ü'. Xi. g, S'. Ä', IR' 

12 Bei Kisynski [14] heißt eine solche Mengenfunktion auf jt „semiregular 
content“, bei Haimos [11, §§ 53, 54] und Berberian [5, § 64] heißt sie ,,regular 
content 

8 München Ak. Sb. 1976 
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Ê-reguläre Familie 
1.13. G-stabil 
2.1. E, 2?,., F 

2.2. p, gemeinsamer äußerer Inhalt 
3. M 

3-2- <s 

1.6. 9 
1.8. 9*, 9®, innerer Inhalt 

*P(X) 
(J-reguläre Mengenfunktion 

3.9. jî-dififus 
3.10. jl-regulärer Anteil 
5.1. kompaktes System 
5.2. I (£), lokal in X liegende Mengen 

5-3- Ä © 

6.1. S3, iS,- 
7-1- <Jij 

äußerer Inhalt 
M&, M, 

j{-maximal 
3.4. C, H 

3-6- J?, % 

8.4. stark (4-regulär 
8.6. F°, F1, n„ 
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