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Der abbildungstheoretische Zugang zur Topologie

Von Georg Aumann Munchen.

1. FaBt man den topologischen Raum X als,,Umgebungsraum'
(X, W) auf, so hat man es mit folgender Situation zu tun:

Jedem Punkt x € X ist zugeordnet ein System U(x) von Teil-
mengen von X, |, Umgebungen'’ von x genannt,

x—U(x) C P(X) (= Potenzmenge von X), » € X,

wobei folgende ,,Umgebungsaxiome’’ fir jedes x & X erfiillt sind:

() W(x) =0 A Apveuw Yweuwn WCUANTV;
) ]\.Uc Ulz) x & U,
(t2> Ave Ulx) YVE Ulx) .A.yEV YIVE Ury) wC U-*)

Abgesehen davon, daB sich diese Axiome z. B. im Fall der ge-
wohnlichen Topologie der reellen Zahlgeraden R! mit

Uy (x) ={(x——%, x—}—%) e {1,2,3,...}}, x € R},

leicht verifizieren und veranschaulichen lassen, bieten sie dem
Unecingeweihten recht wenig Motivation. Wenn man sich aber
nicht um Motivation kiimmert, so kann man gleich einen letzten
Schritt tun und einfach den topologischen Raum mittels des Sy-
stems & seiner offenen Mengen definieren, als (X'; &), wobei &
irgend ein ({_J, ~)-System, d. h. gegentiber der Bildung der Ver-
einigung von beliebig vielen und des Durchschnitts von endlich
vielen Mengen geschlossenen Systems von Teilmengen von X
bezeichnet.

Es gibt aber noch einen anderen Zugang zur Topologie — ich
nenne ihn den ,,abbildungstheoretischen' —, bei dem die den obi-
gen Axiomen entsprechenden gleichwertigen Aussagen einen

* Der hier verwendete Umgebungsbegriff, bei welchem ,,Umgebungen*
nicht notwendig ,,offene* Mengen sind, geht auf H. Tietze zuriick; Math.
Zeitschr. 5 (1919), p. 288. Ausfiihrliches hieriiber in seiner spiteren Arbeit
»Beitrige zur allgemeinen Topologie, 1., Math. Ann. 88 (1923), 290~312.
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64 Georg Aumann

leicht verstindlichen Sinn ergeben. Dies wird im folgenden niher
dargelegt.

2.1. Den ,,abbildungstheoretischen’ Standpunkt einnehmen,
heif3t, die Topologie nur als Mittel zum Zweck zu betrachten,
nimlich als Mittel um Abbildungen

[ XY

zu studieren. Dabei denken wir uns X(=0) und Y fest, wobei
wir sinnvollerweise den Fall ausschlieBen, dal3 Y leer oder nur
einelementig ist. Wir betrachten die Menge § aller solchen Ab-
bildungen.

2.2. Die hier zu verwendende Untersuchungsweise bedient sich
zweier Methoden: Einmal der

(I ,,Methode der Analysis*.
Sie besteht darin

e . .EE
in der Weise zu analysieren, daB man Syszeme
{(fl XX &}, {g| XX €}, ...

von Einengungen f| X', g| X', .. von f,g, ... auf Teilmengen X’
von X betrachtet, wobei die ,, Testmengen X’ einer bestimmten
Menge v C 9(X) angehéren. Die eigentliche Idee dieser Unter-
suchungsart besteht nun darin, Eigenschaften von f als Eigen-
schaften eines solchen Systems {f| X'+ X' &t} zu definieren.
Auf den ersten Blick siecht das miihevoller aus als die urspring-
liche Aufgabe, die ezze Funktion f|X zu studieren. Aber hier
setzt zur Entlastung die zweite Methode ein, die

(11) ,,Methode der Abstraktion',
mit der man ja neue Objekte und Eigenschaften durch Agui-
valenzklassenbildung erklirt, und welche die obige ,,Vervielfilti-
gung'’ auf ein zutrigliches Mal reduziert.

2.2.1. Die fragliche Aquivalenzrelation ergibt sich aus folgen-
der Uberlegung: Bei der Untersuchung von § mittels des Test-
mengensystems ¢ gemdl (I) kann fir gewisse f,g & § der Fall
eintreten, daBl Y .o, f| X" =g|X’, was bedeutet, daB die Un-
terscheidbarkeit von fund g problematisch ist, und was uns daher
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veranlaBt, zwei solche Abbildungen (hinsichtlich der Untersu-
chung mittels r) als ,,dquivalent’* anzusehen und zu definieren:

(1) fr8 B YVye [IX =g|X".

Indem wir die Relation ~, als Aquivalenzrelation verwenden
wollen, werden wir gezwungen, den Bereich der méglichen Test-
mengensysteme ¢ erheblich einzuschrinken. Es gilt ndmlich der

Satz 1. Es stellt die durch (1) erklédrte Relation ~, genau dann
eine Aquivalenzrelation in § dar, wenn r folgende Eigenschaft hat:

® t+=0A Apree Ywer WCUnV.

Beweis. 1. Dal} (r) hinreichend ist, ist leicht zu bestitigen. —
2. Angenommen (r) wire nicht erfillt. Dann ist entweder v+ =0
(alsdann wire aber ~, nicht reflexiv), oder

Yvoer Awee wqu U
Wir bilden (mit den zwei verschiedenen Elementen «, 6 von V)
die folgenden Abbildungen

f1 =a auf U’ und = 6 sonst,
fo =aauf U U” und =4 sonst,
fs =aauf U (X\U') und = & sonst.

Dann ist f; ~f, wegen f,|U’ = f,|U" und f; ~f; wegen fo|U"
=/3|U" aber f; ~ f;. Denn f; und f, haben gleiche Werte nur in
Punktenvon U’ ~nU"";esgibt aberkein W e rmit W C U ~U".

Definition. Ein Mengensystem ¢ C (X)) heiBt ein Raster auf X,
wenn es die Bedingung (r) erfullt.

Beispielsweise ist auch ry: = {@} ein Raster; die zugehorige
Abbildungsiquivalenz ist die grobste, die es gibt, ndmlich f ~e &
fur alle £, € §.

2.2.2. Im Rahmen der ,r-Analyse* gelten nur solche Eigen-
schaftenvon f & § (vielmehr von {f| X' X' € t}) als wesentlich,
wenn sie gegeniiber ~, konsistent sind, d. h. fiir zwei ~; -dquiva-
lente Abbildungen f und g die Eigenschaft allemal gleichzeitig
gilt oder nicht. Da man jede Eigenschaft auch als eine Aqui-
valenzrelation ansehen kann mit zwei Aquivalenzklassen (in der
cinen gilt die Eigenschaft, in der anderen nicht), so kann man

5 Miinchen Ak. Sb. 1977



66 Georg Aumann

auch sagen, daB bei der r-Analyse die Relation ~, die Rolle der
yJeinsten' zugelassenen Agquivalenzrelation iibernimmt. SchlieB3-
lich noch ein klassisches

Beispiel : Die Stetigkeit einer reellen Funktion f einer reellen
Verinderlichen x an der Stelle ;. Mallgebender Raster ist Uy(x,)
(in 1.) und die Eigenschaft lautet

,A.s>0 Yn A—xe (x0 —afn, xg +-1/n) If(x) _f(xO) | <s

was offensichtlich gegeniiber ~y . ) konsistent ist.

3. Abbildungstheoretische Deutung der Axiome.
3.1. Mit Satz 1 haben wir bereits eine Deutung von (#):

Sazz2'. Ist U: X — P(P(X)) vorgegeben, so ist das Axiom (%)
gleichwertig damit, daB fur jedes » & X die bindre Abbildungs-
relation ~y, in §, erkldrt fir f,g € § durch

@ frums 8 Yeewn [1U=¢|0,
eine Aquivalenzrelation in § darstellt.

Statt f ~yy,, & schreiben wir auch ,,f ~g 72 2, wenn die
Bezugnahme auf U klar ist.

3.2. Unter der Voraussetzung von (Z,) ergeben sich nun auch
Deutungen fir (¢,) und (2,):
Satz 2", Erfullt U: X — P (P(X)) das Axiom {z,), so gilt:
1. (#,) ist gleichwertig mit
) Nsees Necx f~ginz > f(x) =g(x).
2. (¢,) ist gleichwertig mit
() Njeeg Aeexf~ginx > Yypcuw Ayer f~giny.
Beweis 1. Zu (#) > (¢,). Angenommen (#;) ist nicht erfiillt,
also —Y-xOEX Yuoe Uixg) Yo & U,
Dann bilden wir f; und f, gemil
/1 = a Uberall und £, (%) =6 und f,(x) = a sonst.
Es ist f1 ~uy fo aber f1(xg) == f2(x). = (¢) > (4]) ist klar. -

2. Zu () > (t;). Wenn f|U = ¢|U mit U & U(x), dann gibt es
wegen (%) ein V& W(x), sodal A ,cp Ypecuy WCU.
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Dabher ist /| W == g| W, woraus f ~y,,, g fir y € V folgt. —
Zu 7] () > (t;) Angenommen, es gilt 7] (%), d. h.

Yeex Yveuw) Aveuw) Yyer Aweunyy W U"
Wir bilden f und g gemil (€ = ,,Komplement in X*)
FICU =a, g|€U" =bund f|U =g|U"

Dann ist f ~g in z’, aber die rechte Seite der Implikation in (t;)
ist nicht erfullt fir x =x'. Denn zu jedem V & U(x") gibt es
einy’ € V,sodaB jedes W & U(y) ein 3" enthilt mit y"” & €U,
also £() =g (¥"), also f| W ==g| W und somit f ~ g in 3, mit-
hin also 7 (#)).

4. Die ,offenen'’ Mengen.

Das Axiomensystem (Z,)—(%,) ist fiir die ,,Konstruktion von
Umgebungsrdumen (X, U) bei beliebigem X nicht geeignet; dies
liegt an mangelnder Eindeutigkeit. Abbildungstheoretische Uber-
legungen zeigen uns, wie wir diesen Mangel beheben kénnen.
Unser Interesse war zuletzt mehr auf die Relationen ~y, ., ge-
richtet als auf U selbst; es ist daher naheliegend, eine Aguivalenz
von Umgebungsrdumen zu erkliren:

Definition 1. Zwei Umgebungsriume (X,U0") und (X, U") hei-
Ben dguivalent, wenn ihre Abbildungsiquivalenzen dieselben
sind:

~e) = ey fUrallex € X
Far dquivalente Umgebungsriume (X, W) und (X, U"") folgt dar-
aus, dal} die Mengen
R) E(f,g;W): ={xix & X Af ~yy, g} dieselben sind:

@ E(fig;W) = E(f,gU") furalle /, £ € §

Umgekehrt folgt aus (4) die Aquivalenz der Ridume; daher die
Definition 2. Die Teilmengen EZ(f,g;1), f,g € §, des Umge-

bungsraumes (X, 1) heien die (U-)offenen Mengen von X; ihre

Gesamtheit werde mit @ (1) bezeichnet. Hierzu haben wir den
Satz 3.1. Es sei (X,11) ein Umgebungsraum. Dann gilt:

(a) Y C X ist U-offen genau dann, wenn
(5) Ascy Yoeum UCY. -
(b)  ®W) ist ein (), ~)-System in P(X).

5



68 Georg Aumann

2. ) =G U") genau dann, wenn (X,U") und (X,U"”) dqui-
valente Umgebungsriume sind.

3. Ist @ irgend ein ({_J, ~)-System in P(X), so liefert W(B)(x) :
={G:G& G Ax &G}, x € X, einen Umgebungsraum
(X, W(B)) mit GN(B)) =6. -

4. Der Umgebungsraum (X, 11(® (1)) ist zu (X, W) dquivalent.

Definition 3. Unter einem topologischen Rawm mit dem ,, Tri-
ger X verstehen wir eine Aquivalenzklasse von Umgebungsriu-
men (X, Il) im Sinne der Definition 1; als einen eindeutig be-
stimmten Reprisentanten des topologischen Raumes kdnnen wir
den Umgebungsraum (X,W(®)) wihlen, wobei & das System der
offenen Mengen bezeichnet. Im Sinne des ,,Reprisentationsprin-
zips'* sprechen wir auch kurz vom ,,topologischen Raum (X, U)*.

Damit ist die Verbindung mit der Giblichen Betrachtungsweise
topologischer Riume hergestellt (weshalb auch die Beweise von
Satz 3 und auch der noch folgenden Bemerkungen dem Leser
{iberlassen seien). Da es bekanntlich fur die (|_J, n)-Systeme in
P(X) eine allgemeine mengentheoretische Konstruktion gibt, so
auch fur die topologischen Riume mit gegebenem Triger X.

4.1. Ist X ein topologischer Raum, so bezeichnet man mit (Y)
den ,,offenen Kern' von ¥ C X, d. h. die gréBte in ¥ enthaltene
offene Teilmenge von X. Den Zusammenhang der ,,abbildungs-
theoretischen* Betrachtungsweise mit der tiblichen mengentheo-
retischen liefert die Bezichung

fumg Bx {12 € X af(x) =g}

5. Auch der Vergleich topologischer Riume (X,U') und (X, U”)
hinsichtlich ihrer ,,Feinheit" ist ,,abbildungstheoretisch®, d. h.
mittels der Abbildungsidquivalenzen ~U(x), einfach zu beschrei-
ben:

~yr Seiner als ~uy., flir alle x © X,
ist gleichwertig mit
(X, W) grober als (X,0").

6. AbschlieBend kann der abbildungstheoretische Zugang zum
topologischen Raum so formuliert werden:
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Man bezeichne eine Abbildung W: X — P(P(X)) welche (7))
erfullt als ein ,,Rasterfeld'‘auf X; zum Rasterfeld Il gehért das
System der Abbildungsiquivalenzen ~vy,,, x © X, gemil (2).
(X, 1) stellt einen topologischen Raum dar, wenn U ein Raster-
feld ist und das zugehorige System der Abbildungsiquivalenzen
die,,Axiome"‘ (#{)und (#;) erfiillt. Diese Axiome kann man als leich-
ter verstindlich betrachten als ihre ,,mengentheoretischen* Ge-
gensticke (#)) und (%), indem (#) und (4;) unmittelbar zeigen,
was sie fiir das Studium von Abbildungen leisten. Auch die Be-
griffe wie ,,offene Menge‘ und ,,Feinheit einer ,Topologisierung'
U kommen im Rahmen der abbildungstheoretischen Betrach-
tungsweise in ganz natirlicher Weise zur Geltung.

7. Die obigen Ergebnisse legen es nahe, den Sachverhalt zu
verallgemeinern und folgendes Problem zu stellen:

Gegeben ist ein System
©) {~ixe X}
von Aquivalenzrelationen ~, in §. Was sind die Bedingungen
dafir, daB durch (6) eine Topologie in X definiert wird in dem
Sinne, daB die Mengen
9 [f~gl:={xix EXASf~. g}
die offenen Mengen einer Topologie sind, d.h. ein ({_J, n)-System
bilden ?

Mit der weiteren Bezeichnung
[f=gl: ={xixEXAfx) =)}
wird diese Frage beantwortet durch den

Satz. Es sei X <=0 und YV enthalte mindestens dre: verschie-
dene Elemente. Dann definiert (6) eine Topologie in X genau
dann, wenn folgende zwei Bedingungen erfiillt sind:

@ Njecg U~ CLSf =gh

b)) Nysrres [F~glCLf =£1>1/~g CLf ~&']
Beweis. Zunichst vermerken wir, daB3 aus (a) und (b) folgt:

© U~ =lf =£1>1f =&1=f ~¢1]

was leicht zu bestitigen ist.
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1. Es seien (a) und (b) erfullt, und fiir eine gewisse Menge von
Indizes 7 sei f,,g, € §, ;[ ~g] =: S und ¢, €& ¥ (wobei ¢,
auch die konstante Abbildung x — ¢, ¥ & X, bezeichnen moge).
Wegen | Y| > 2 gibt es zu jedem 7 ein 4, € §, so daB

[ ~g] =1k = 501 = [4; ~ <)
(wegen (¢)). Also ist S = {J; [#; =¢,). Wir wihlen nun 2 € §
derart, daBl 2(x) = ¢, fur x & S und Z(x) == ¢, sonst. Dann ist
(2 ~co] Clh =¢y] =S. Aus [£; ~¢;] C [£ =¢] und (b) folgt
[#; ~¢q) Clh~cl,d.h S C[Ah~c¢)undsomit S =[A ~ ¢
Die Mengen (7) bilden also ein (_J-System. — Nun sei [/ ~g{] ~
[fo ~g5] =:D. Es gibt Darstellungen

Ui ~&] =k =a] =k ~al i =1,2,

mit der Besonderheit, daB3, wenn ¢, ¢y, ¢, drei verschiedene Ele-
mente von Y bezeichnen,

(8 hi(x) =¢ firx & [, =¢p), ¢ =1,2.

Wenn nun x & D, so folgt mit der Transitivitit von ~,, daB
x € [hy ~ Ay, also ist D C [~y ~ 4,]. Andererseits, wenn x &
€ [r ~ hy), so ist x € [hy =1ly] = [y =]l N [hy =¢o] =D
(wegen (8)). Damit ergibt sich D = [A; ~ /,], d. h. auch die
~-System-Eigenschaft ist erfiillt.

2. Sei nun & ein (|_J, m)-System auf X. Wir betrachten dann 6
als das System der offenen Mengen einer Topologie in X, bezeich-
nen die Bildung des offenen Kernes von X’ C X mit k(X), und
definieren fiir x © X und f,g & § die Aquivalenz (1)

(9) ~.g: 8 xc k([f =g]),
so daB3 [f ~gl =k{f =g].

(a) ist erfullt, weil k intensiv, (b), weil k isoton und idempotent ist.

7.1. Es ist sehr bemerkenswert, daB} die Bedingung [¥V| > 3
im Satz von 7., welche eine hinreichend groBe Abbildungsfamilie
§ sichert, unentbehrlich ist; hierzu ein einfaches Beispie/, in wel-
chem |¥V| = 2, (a) und (b) erfiillt sind, aber die Mengen (7) kein
~-System bilden. Es sei X': =R und h(X") bezeichne die ab-
geschlossene konvexe Hille von X' C X. Dann ist
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(10) k: =C-°h-°C (Cist Komplementbildung)

ein Kernoperator auf X (aber kein topologischer!). Wir setzen

(11) ~ & BxCk({f=¢D

fur f,g € §. Wegen |V| =2 kénnen wir ohne Beschrinkung

Y = {0,1} setzen, so daB wir es mit der Gesamtheit aller charak-

teristischen Funktionen auf X zu tun haben, also [f = g] irgend

eine Teilmenge A von X sein kann. (a) und (b) nehmen dann

die Form an

(12) (@) k(M) C M, (b) k(M) C M, > k(M) C k(M)

fir beliebige Teilmengen M, A, von X. Es ist bekannt, daB (12)

notwendig (und hinreichend) dafiir ist, daB k ein Kernoperator

auf X ist; daher sind die Bedingungen (a) und (b) fir k gemil

(10) erfullt. Nun sei M: =(—o0; 0)\w (1; 4+ o0) und M': =

(—1; + 00). Dann ist k(M) = M und k(M) = M’, jedoch
E(M) "nE(M") =(—1;0)w (1; + c0),

was kein k(M'"), M C X, ist.
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