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Eine syntaktische Abgrenzung der (4}-CA)-Analysis
Von Gerhard Jiager und Kurt Schiitte in Miinchen

Als (41-CA)-Analysis bezeichnet man eine Theorie im Rah-
men der Arithmetik 2. Ordnung, welche die rekursive Zakhlen-
theorie mit dem Axiomenschema der wvollstdndigen Induktion
und auBer den logischen Regeln der Pridikatenlogik 2. Ordnung
nur das Axiomenschema (4}-CA) der A}-Komprehension ent-
hilt. Die Grenzzahl |T'| einer mathematischen Theorie ist die
kleinste Ordinalzahl & mit der Eigenschaft, daB es keine Wohl-
ordnung vom Ordnungstyp « gibt, die sich innerhalb der Theo-
rie 7 als wohlgeordnet beweisen 140t.

Als die Grenzzahl |41-CA| der (41-CA)-Analysis erwies sich
die kleinste eg-kritische Ordinalzahl, die wir (gemiB [6], § 14)
mit @eq0 bezeichnen. Friedman [2] bewies zuerst [4]-CA| < gego,
und aus Feferman [1] geht hervor, daB auch |4}-CA| > @eq0
ist. Der Beweis von Friedman benutzt modelltheoretische Me-
thoden. Spiter wurde fir [41-CA| < gego von Tait [3] auch
ein syntaktischer Beweis mittels Schnitt-Elimination durchge-
fihrt und von Feferman [4] ein Beweis mittels einer Funk-
tionalinterpretation angedeutet. Alle diese Beweise benutzen das
21-Auswahlaxiom, mit dem sich das Axiomenschema (41-CA4)
beweisen 1dBt. Dabei hat sich gezeigt, daBB die Theorie mit dem
21-Auswahlaxiom dieselbe Grenzzahl wie die (4-CA)-Analy-
sis hat.

In der Arbeit [7], deren Ergebnisse teilweise in [8] veroffent-
licht sind, wurde |4}-CA| < @eq0 erstmalig ohne Benutzung
eines Auswahlprinzips bewiesen, und zwar auf der Grundlage
eines formalen Teilsystems K PV der Mengenlehre unter Zurtick-
fihrung von (43-CA) auf eine Ay-Komprehension und eine 4,y
Kollektion entsprechend einem allgemeineren Verfahren, das in
Barwise [5] dargestellt ist. In der vorliegenden Arbeit wird
nun in entsprechender Weise ein syntaktischer Beweis fir
|41-CA | < gego im Rahmen der Arithmetik 2. Ordnung durch-
gefiihrt. Die Beschrinkung dieses Beweises auf die Sprache der
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16 Gerhard Jager [ Kurt Schiitte

Pridikatenlogik 2. Ordnung gelingt durch Einfiilhrung einer Re-
lation << zwischen Préddikaten, wobei die Bedeutung von P << Q
so aufzufassen ist, daB3 das Pridikat P frither (auf schwicherem
Wege) als das Pridikat Q gebildet ist.

In § 1 wird zunichst ein formales System D, CA der (4}-CA)-
Analysis so formuliert, wie es fiir die syntaktischen Untersuchun-
gen technisch vorteilhaft ist. In § 2 wird dieses formale System in
ein halbformales System D7 eingebettet, in dem die vollstindige
Induktion mittels der w-Regel herleitbar ist und das Axiomen-
schema (4}-CA) auf eine Ay-Komprehension und eine Z1-Refe-
xion zurickgefithrt wird. Ahnlich wie in Tait [3] wird in D}
eine schwache Schnitt-Elimination durchgefithrt und dann in
§ 3 fur die 23-Formeln eine Interpretation in einem geschichte-
ten halbformalen System RD} gegeben, womit in § 4 das ge-
wlnschte Ergebnis geliefert wird.

Das hier entwickelte Verfahren hat auch den Vorteil, daf3 es
sich bei Hinzunahme des Deduktionsverfahrens von W. Buch-
holz zu einer syntaktischen Abgrenzung der (43-CA4)- Analysis
verallgemeinern 148t, was mit den vorher benutzten syntaktischen
Methoden nicht so leicht moglich zu sein scheint.

§ 1. Das formale System D,CA
1.1. Die formale Sprache des Systems D,CA

Als Grundzeichen verwenden wir:

1. Die Symbole o,’, 1., —, ¥V und 3.

2. Zeichen fir #n-stellige berechenbare arithmetische Funktionen
und n-stellige entscheidbare arithmetische Pridikate (» > 1).

3. Je abzdhlbar unendlich viele freie und gebundene Zahlen-
variablen.

4. Je abzihlbar unendlich viele freie und gebundene Pridikaten-
variablen.

5. Runde Klammern und Komma.

Nennformen werden in Ublicher Weise verwendet (vgl. [6],
S. 14) und mit groBen Skriptbuchstaben bezeichnet.
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Induktive Definition der Zerme.

. Das Symbol o ist ein Term.

—_

™

. Jede freie Zahlenvariable ist ein Term.
3. Ist # ein Term, so ist auch #’ ein Term.

4. Bezeichnet f eine #z-stellige berechenbare arithmetische Funk-
tion (7 > 1) und sind ¢, ..., ¢, Terme, so ist auch f(z, ...,7,)
ein Term.

Terme, die nur gemaf 1. und 3. gebildet sind, heilen Zifers.
Sie reprisenticren die natirlichen Zahlen. Ein Term heil3t 7z2-
merisch, wenn er keine freie Zahlenvariable enthilt. Jeder nu-
merische Term hat einen berechenbaren Werz, der eine Ziffer ist
(gemil [6], S. 169).

Primformeln sind:
1. Das Symbol _|_ (falZsunz).
2. (4, ..., t,), wenn f< ein n-stelliges entscheidbares arithmeti-
sches Pridikat (7 > 1) bezeichnet und 4, ..., #, Terme sind.

3. U(#), wenn U eine freie Prddikatenvariable und # ein Term ist.

Eine Primformel heif3 fonstant, wenn sie keine freie Zahlen-
variable und keine freie Pridikatenvariable enthilt. Jede kon-
stante Primformel ist in entscheidbarer Weise entweder wa/i»
oder falsch (gemil [6], S. 169).

Induktive Definition der Formel/n des Systems D;CA und des
Grades gr (F) einer Formel #.
1. Jede Primformel ist eine Formel vom Grad o.
2.5ind 4 und B Formeln, so ist (4 — B) eine Formel vom
Grad max {gr(4), gr(B)} + 1.
3. Ist F [0] eine Formel und x eine gebundene Zahlenvariable,
die in J nicht auftritt, so ist V x F [x] eine Formel vom Grad
gr(F o)+ 1.
4. Ist U eine freie Pridikatenvariable, J [U] eine Formel und X
eine gebundene Pridikatenvariable, die in J nicht auftritt, so ist
3 X F [X] eine Formel vom Grad gr(F [U])+ 1.

Eine Formel heil3t arithmetisch, wenn sie keine gebundene
Pridikatenvariable enthiilt.

2 Miinchen Ak. Sb. 1979



18 Gerhard Jager | Kurt Schiitte

Positivteile und Negativiteile der Formeln, P-Formen, N-For-
men, NP-Formen und F F— G (aus F folgt strukturell G) seien
entsprechend wie in [6], S. 20 definiert.

Zwel Formeln heillen gleichwertig, wenn sie sich nur durch
numerische Terme gleicher Werte voneinander unterscheiden.

Als Mitteilungszeichen (auch mit Indizes) verwenden wir

a, b, c  fur freie Zahlenvariablen,

&, m, n fur Ziffern und nattrliche Zahlen,

¥, S, ¢ far Terme,

x, ¥, 2 fur gebundene Zahlenvariablen,

U, V, W fur freie Pridikatenvariablen,

X, ¥, Z fir gebundene Pridikatenvariablen,

A, B, C, F, G flur Formeln,

P fiir P-Formen, 9Y fur N-Formen und @ fir NVP-Formen.

Induktive Definition der Z%-Forme/az und Hi-Formeln des
Systems D, CA4.

1. Jede Primformel ist eine X}-Formel und eine I7}-Formel.

2. Eine Formel (4 — B) ist genau dann ecine X}-Formel (I1}-
Formel), wenn 4 eine I7}-Formel (£]-Formel) und 2 eine X1-For-
mel (/I}-Formel) ist.

3. Eine Formel ¥ x J [#] ist genau dann eine Xj-Formel (/7
Formel), wenn F [0] eine Z]-Formel (/I}-Formel) ist.

4. Eine Formel 3 X J'[X] ist genau dann eine X]-Formel, wenn
F [U] eine 2]-Formel ist. Sie ist keine /I]-Formel.

Folgerung. Eine Formel ist genau dann sowohl eine 2}-For-
mel als auch eine /I}-Formel, wenn sie eine arithmetische For-
mel ist.

Definitionen.
(4 v B) sei die Formel (4 — 1) — B).
(A <> B) sei die Formel (((4 — B) - ((B—~A4) —~ 1)) — 1)

Zur Abklrzung lassen wir im allgemeinen die dufleren runden
Klammern um Formeln der Gestait (4 - 5) oder (4 v B) fort.
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Yy 1 Yy 9

1.2. Das Herleitungsverfahren des Systems D;CA

Azxiome des Systems D,CA:

(Ax 1) P [A4], wenn A eine wahre konstante Primformel ist.
(Ax 2) Y [A4], wenn A eine falsche konstante Primformel ist.
(Ax 3) Q [A4,B], wenn 4 und B gleichwerige Primformeln sind.
(Ax 4) F [ay, ..., a,), wennay, ..., a, paarweise verschiedene freie
Zahlenvariablen sind, die in F nicht auftreten, und F'[m,, ..., m,]
fir je = Ziffern m,, ..., m, eines der Axiome (Ax 1) — (Ax 3)
ist.

V.IL)Vx(Flxl = F D~ (Flol—Vx Flx])
(M-CAVx(eA[x] < Blx]) >3 VYV 2(Y(x) < oA [x]),
wenn ¢4 [0] eine Z1-Formel und ‘B [0] eine II3-Formel ist.

Hauptschliisse des Systems D,CA:
G944 -9y 8] =9y [(4 - B),
wenn B nicht die Formel | ist.
(52.0)P [F[al] =P [V = FI[]]

wenn a nicht in der Konklusion auftritt.

(S2)9y [FIU -9y 3 X FLx]],

wenn U nicht in der Konklusion auftritt.

(S30) Fll—>9Y [Vx Fla]]l =9V [V« F[«]]
S3.0) FUIvP[3X FIX]] =P [3X F[X]].

Der Hauptteil eines Hauptschlusses ist der bezeichnete mini-
male Positiv- oder Negativteil seiner Konklusion.

Schnitte des Systems D,;CA:
Av B, A— B l'-" B

Die mit 4 bezeichnete Formel in den Primissen eines Schnit-
tes heillt die Sc/hnittformel des betreffenden Schnittes.

Eine Formel heiB3t 4erleitbar in D;CA, wenn sie sich aus den
Axiomen mit Hilfe von Hauptschliissen, Schnitten und Struktur-
schlissen # I’— G erschlieBen ld6t.

2*
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Anmerkungen.

1. Die Menge der in D,CA herleitbaren Formeln ist nicht re-
kursiv aufzihlbar, weil sich nicht allgemein entscheiden liBt, ob
eine Formel ein (Ax 4) ist. Man konnte das formale System D,CA
auf ein formales System D,CA, einschrinken, dessen herleitbare
Formeln rekursiv aufzihlbar sind, indem man anstatt (Ax 4) ein
vollstindiges Axiomensystem fir die primitiv-rekursiven Funk-
tionen und Pridikate verwendet. Jede Formel, die in einem sol-
chen formalen System D,CA, herleitbar ist, ist auch in dem
nichtkonstruktiven System £,CA herleitbar. Wir gewinnen je-
doch fiir das einfacher formulierbare und umfassendere System
D,CA dieselbe ordinalzahltheoretische Abgrenzung wie fiir
DCA,.

2. Es wurde hier genlgen, anstatt der HauptschluBregeln
(S 3.0) und (S 3.1) folgende einfacheren SchluBregeln zu ver-
wenden:

9y [F 1] 9y ¥ F [+
P [F U] P [3X FX])

Die hier verwendete Wahl der Hauptschliisse hat jedoch die
Eigenschaft, dall die Strukturschliisse bei Fortfall der Axiomen-
schemata (V. 1.) und (43-CA4) ableitbar und somit als Grund-
schliisse entbehrlich werden, was sich beiden beweistheoretischen
Untersuchungen der folgenden Paragraphen als technisch vor-
teilhaft erweist.

§ 2. Das halbformale System D}

Wir ersetzen in diesem Paragraphen die Schluliregel (S 2.0
durch die w-Regel (S 2.0%), mit der das Axiomenschema (V. 1,
herleitbar wird. Dabei werden die freien Zahlenvariablen ent-
behrlich. Aulerdem fihren wir eine Relation << zwischen Pridi-
katenvariablen ein, mit der beschrinkte Pridikatenquantoren ge-
bildet werden. Hiermit wird es moglich, das Axiomenschema
(A3-CA) auf eine Ay-Komprehension und eine Xj-Reflexion zu-
riickzufahren und die Schnitte starker Komplexitit zu eliminie-
ren. Die Relation <C wird hier rein formal behandelt und erst in
§ 3 axiomatisch interpretiert.
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2.1. Die formale Sprache des Systems DY

Grundzeichen des Systems DF sind das Symbol << und die
Grundzeichen des Systems D,;CA unter Ausschlull der freien
Zahlenvariablen.

Terme des Systems D} sind die numerischen Terme des Sy-
stems D;CA. Jeder Term des Systems D7 hat also einen bere-
chenbaren Wert.

Primformeln des Systems DY sind:

1. Diejenigen Primformeln des Systems D,CA4, die keine freien
Zahlenvariablen enthalten.

2. U <V, wenn U und I freie Pridikatenvariablen sind.

Induktive Definition der Formeln des Systems D7 und des
Grades gr(F) einer Formel £,

1.-3. entsprechend wie fiir D,CA.

4. Ist U eine freie Priidikatenvariable, J' [U] eine Formel und X
eine gebundene Pridikatenvariable, die in J nicht auftritt, so
ist 3.X J'[X]eine Formel mit einem wunbeschrinkten Pridikaten-
quantor 3 X und 3 X < U J'[X] cine Formel mit cinem be-
schrinkten Pradikatenguantor 3 X. Beide Formeln haben den
Grad gr (F [U]) + 1.

Eine Formel, in der kein unbeschrinkter Pridikatenquantor
auftritt, heil3t eine Ay-Formel.

Wir verwenden die entsprechenden Mitteilungszeichen wie in

D,CA.

Induktive Definition der E%-Forme//z und U}-Forme/;z des
Systems D}.

1.—4. entsprechend wie fiir 2,CA (im 4. Fall fir unbeschriinkte
Pradikatenquantoren).

5. Eine Formel 3 X < U F[X] ist genau dann eine E;-Formel
({I}-Formel), wenn J* [U] eine X1-Formel (II}-Formel) ist.

Folgerung. Eine Formel des Systems D¥ ist genau dann so-
wohl eine X}-Formel als auch eine II'-Formel, wenn sie eine
Ay-Formel ist.
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Bezeichnung. Ist # eine Formel des Systems D7, so sei 7, die-
jenige Formel, die sich aus 7 ergibt, wenn jeder in # auftretende
unbeschrinkte Pridikatenquantor 3 X durch 3 X < U ersetzt
wird. F, ist dann eine 4y-Formel. Wir schreiben JF, [#] fiir

F o

Induktive Definition des Komplexititsgrades kg(F) einer For-
mel 7 des Systems Dj.
1. Ist # eine Primformel, so sei £g(F):= o.
2. Ist F eine Formel (4 — B), so sei
kg (F): = max {kg(4), kg (B)}+ 1.
3. Ist 7 eine Formel V¥ x F [x], so sei &g (&) := kg(JF [o])+ 1.
4. Ist FeineFormel X < U JF[X],sosei kg (F):= kg (F[U])+1.
5. Ist # eine Formel 3 X F [X] mit einem unbeschrinkten Pri-
dikatenquantor 3 X, so sei

o, wenn J [U] eine 4y-Formel ist,

i { kg(JF [U]) -+ 1 sonst.

2.2, Das Herleitungsverfahren des Systems D’;

Axiome des Systems D7 :
(Ax 1) — (Ax 3) entsprechend wie fur D,CA4.
(ArCA)P[I YV x (Y(x) < A [x])],

wenn ¢4 [o] eine 4,-Formel ist.

Hauptschliisse des Systems D7 :
(51), (52.1), (S 3.0) und (S 3.1) entsprechend wie fiir
D,CA.
(S 2.0%) P [ F [#]] fir jede Ziffer n —P [V x J [«]]
(S2.2) U< V— 9y [FIUI -9y [3X <V FX]),

wenn {/ nicht in der Konklusion auftritt.

(S32)U<VvP[IX <V F[X]],
FUIVPRX<VFXI FP[3X <V FIX])
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(ZLRef) A v P[3 VA,] P [3 Y4,],

wenn A eine X}-Formel ist.

Schnitte des Systems D} ensprechend wie fiir D,CA.

Der Komplexititsgrad eines Schnittes ist der Komplexitits-
grad Ag(A) seiner Schnittformel 4.

Anmerkung. Bei den Hauptschliissen (S 3.2) und (Z1-Ref) ist
ebenso wie bei den Hauptschlissen (S 3.0) und (S 3.1) der in der
Konklusoin auftretende Hauptteil auch in den Primissen als ent-
sprechender Minimalteil aufgenommen. Hierdurch wird erreicht,
daB die Strukturschlisse ableitbar werden. Wesentlich fir
(21-Ref) ist nur, daB hiermit die Formel

A—-3JYVA4,

fiir jede X1-Formel A4 herleitbar wird.

Kleine griechische Buchstaben (auch mit Indizes) bezeichnen
im folgenden immer Ordinalterme des Bezeichnungssystems O 7T
(fiir die Ordinalzahlen << I'), das in [6], § 14 beschrieben ist.

Induktive Definition von D} l% F.

1. Ist  ein Axiom des Systems D7, so gelte D¥ }% £ fir jeden
Ordinalterm o aus O7 und jede natiirliche Zahl »z.

2. Gilt ¥ Il% F; mit a; < a fiir jede Primisse /, eines Haupt-
schlusses des Systems D7} oder eines Schnittes, dessen Komplexi-
titsgrad < m ist, so gelte D¥ E F fur die zugehérige Konklu-

sion £.

Folgerung. D} |% Foa<p,m<n=D} |,—ff F.

2.3. Deduktive Eigenschaften des Systems D*l'E

F |-G heiBt ein schwacher Schinfl, wenn
DY 2F=DrEG

|m 1

far alle « aus O7 und jede natiirliche Zahl » gilt.
Man beweist leicht durch Herleitungsinduktion:

Umsetzungsregel. Sind / und G gleichwertige Formeln, so ist
£ }= G ein schwacher Schluf3.
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Substitutionsregel. J' [U] |— F [V] ist ein schwacher Schluf,
wenn U nicht in J auftritt.

Inversionsregeln. Schwache Schlisse sind:

a) 9y [(4— Bl =9y [(d - 1)]

b) ¥ (4 — B)] =9Y (8]

P [VaF] =P LFI]

9y [3X FIX] =9y [FIU]

O AX<VFIXNFU<V—->9y[]V]

Der Beweis der Inversionsregeln ¢), d) und (e) erfolgt unter Be-
nutzung der Umsetzungsregel und der Substitutionsregel.

Strukturschluiregel. Gilt /# = G, so ist # — G ein schwacher
Schlug. '

Der Beweis der StrukturschluBlregel erfolgt unter Benutzung
der Inversionsregeln (ihnlich wie in [6], S. 23).

Tautologiesatz. Ist /' eine Formel vom Grad 7, so gilt
D} & QF, F] fir jede NP-Form Q.
Beweis durch Induktion nach 7 (ihnlich wie in [6], S. 21).

1. Schnittlemma. Ist 4 eine Formel V x J' [x] mit kg(A)= m,
so gilt

DY2AvB DILA—~B=>Dr>"RB

1 m 1 [m

Beweis durch Induktion nach f mit der StrukturschluBregel
und der Inversionsregel c).

2. Schnittlemma. Ist 4 eine Formel 3 X F [X] oder
X <V F[X] mit kg(A)= m > o, so gilt

D¥tAvB D¥2 4 —~B=DrL"B

» 1 e 1 |m
|

Beweis durch Induktion nach « mit der Strukturschlullregel
und den Inversionsregeln d) und e).

Reduktionssatz. Aus DT Lﬂﬂ_g F folgt Df o7

|41 °

Beweis durch Induktion nach « mit den beiden Schnittlemmata,
der Strukturschluliregel und den Inversionsregeln a) und b).
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Schwacher Schnitt-Eliminationssatz. Gilt Df T’:} F omit o < &,
so gibt es f << & mit D} L 7.
Beweis mit dem Reduktionssatz durch Induktion nach #:.

2.4. Einbettung von D;CA in DT
(V. 1.)-Lemma. Iir jede Formel J [o] gilt
DY 5V x (F 2] — F[xD — (Flol = ¥ x F[]).

Beweis. J [0] habe den Grad »#. Man beweist durch Induktion
nach 7 mit dem Tautologiesatz, mit Hauptschliissen (S 1) und
(S 3.0) und mit der StrukturschluBregel

DY 5TV 2(F @ = F D) — (F o] — F )
fur jede Ziffer 2. Mit (S 2.0%) folgt die Behauptung.
Eine Formel F heilde endlich herleitbar, wenn es o << @ und m

gibt, so daB D¥ & F gilt.

1 [m
Beschriankungslemma. Endlich herleitbare Formeln sind:
a) F;, — F, wenn F cine X]-Formel ist.
b) ## — Fy, wenn £ cine I1}-Formel ist.
Beweis durch Induktion nach gr(#).
(A31-CA)-Lemma. Ist eA [o] eine X1-Formel und B [o] eine I1}-
Formel, so ist die Formel
¥ x (A[x] < Bl]) = IV Vr (V@) < ed[4])
endlich herleitbar.
Beweis. Zur Abkiirzung setzen wir
A eV x(ed[x] < Blx])
B:e3VVx(V(x)dx])
ClU]: 3V Vx (V)< Ay [x])
D(U]: < ¥ x (B[] — eAylx])
Dann sind offenbar folgende Formeln endlich herleitbar:

(1) A — V2 (B[x] — e [])
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(2) Vx(eAy[x] = eA[x]) — (V& (B[x] — By [#])
~ (CU] ~ (D[U] — (4 — BY)))

Aus dem Beschrinkungslemma folgt, daB die Formeln
v (eAy [x] — e [x]) und edx (Blx] — B, [+])

endlich herleitbar sind. Nach der StrukturschluBregel und durch
Schnitte mit (2) folgt

ClU1 > (D[U] — (4 — B))
CUl v (D[U] — (4 — B)) ist ein Axiom (4,-CA4). Durch
einen Schnitt folgt

D[U]— (4 — B)
Mit einem HauptschluB (S, 2.1) folgt
(3 FYD[Y] (4~ B)

V x2(B[x] — eA[x]) ist eine 2]-Formel. Aus (1) folgt daher nach
der Strukturschluregel und mit einem Hauptschlufl (2]-Ref)

(4  3IVD[Y]v(4—B)
Aus (3) und (g) folgt die Behauptung durch einen Schnitt.

Definition. Eine Formel #* das Systems D7 heiBt eine nume-
rische Spezialisierung einer Formel F das Systems D,CA, wenn
F* durch Einsetzungen von Ziffern fir freie Zahlenvariablen aus
F hervorgeht.

Einbettungssatz. Ist / eine in D;CA4 herleitbare Formel, so
gibt es m und » derart, daB D} [%"" F* fiir jede numerische
Spezialisierung £* von F gilt.

Beweis. Mit dem (V. L.)-Lemma und dem (43}-CA)-Lemma
ergibt sich, daf3 es zu jedem Axiom £, des Systems D;CA ecine
natiirliche Zahl ; gibt, so daB Df ;%;-‘ F¥ fur jede numerische
Spezialisierung /¥ von F; gilt. Hieraus folgt die Behauptung, da
jede Herleitung des formalen Systems D;CA endlich ist, jedem
HauptschluB3 des Systems D,CA4 ein Hauptschlu3 des Sytems
D7 entspricht und fiir D die StrukturschlBregel gilt.



Eine syntaktische Abgrenzung der (4}-CA)-Analysis 27
§ 3. Das geschichtete halbformale System RD}

Wir ordnen den unbeschrinkten Pridikatenquantoren Schich-
ten aus O7 zu und lassen (4,-CA) und (Z}-Ref) fort. Hierbei
werden alle Schnitte eliminierbar. (4,-CA4) wird durch Einfiih-
rung von A-Pridikatoren herleitbar, und (X1-Ref) wird fiir X1-
Formeln interpretiert.

3.1. Die formale Sprache des Systems RD’{E

Als Grundzeichen des Systems RD?} verwenden wir:
1. Alle Grundzeichen des Systems D7.
2, Das Symbol 4.
3. Ordinalterme > o aus O7 (als obere Indizes von gebundenen

Pridikatenvariablen).

Terme, Ziffern und konstante Primformeln seien wie in D}
definiert.

Induktive Definition der Formeln und Prddikatoren des Sy-
stems RDY und ihrer Schichten.

1. Jede konstante Primformel ist eine Formel der Schicht o.

2. Jede freie Pridikatenvariable ist ein Pridikator der Schicht o.
3. Ist P? ein Pridikator der Schicht ¢ und # ein Term, so ist
P?(¢) eine Formel der Schicht o.

4. Ist P? ein Pridikator der Schicht o und QF ecine Pridikator der
Schicht 7, so ist 27 < Q" eine Formel der Schicht max {o,7}.

5. Ist 4 eine Formel der Schicht o und B eine Formel der Schicht
7, so ist (4 — B) eine Formel der Schicht max {o,7}.

6. Ist J [0] eine Formel der Schicht o und x eine gebundene Zah-
lenvariable, die in F nicht auftritt, so ist ¥ x _F[x] eine Formel der
Schicht ¢ und 4 x F[#] ein Pridikator der Schicht o.

7.Ist U eine freie Pridikatenvariable, F[U] eine Formel der
Schicht g, 7 ein Pridikator der Schicht 7 und X eine gebundene
Pridikatenvariable, die weder in P® noch in F auftritt, so ist
34X < P J[X] eine Formel der Schicht max {a,7}.
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8. Ist U eine freie Pridikatenvariable, J'[U] eine Formel der
Schicht o, X eine gebundene Pridikatenvariable, die in J nicht
auftritt, und T > 0o, so ist 3 X7 F[X] eine Formel der Schicht
max {o,1}.

Wir verwenden die entsprechenden Mitteilungszeichen wie in
Df und aullerdem P°, Q° R” als Mitteilungszeichen fir Pridika-
toren der Schicht a.

Induktive Definition des Ranges #£(F) ciner Formel / des Sy-
stems RD7.

1. Ist / eine konstante Primformel oder eine Formel U (7), so sei
rk(F):=o.

. Ist 7 eine Formel P? << QF, so sei 7£(F): = o - max {0, 7}.

[N]

3. Ist # eine Formel (4 — B), so sei

rk(F):= max {rk(A), r£(B)} + 1.

4. Ist 7 eine Formel Y x JF [x] oder 2 x J'[x] (), so sei

rk(F):= rk(J [0]) + 1.

5. Ist 7 eine Formel 3.X < P" J'[X] oder 3 X7 J/ [X] der Schicht
o, so sei 7£(F):= max {w - o, 7k (J [U]) + 1}.

Folgerungen,
t. Fiir jede Formel # der Schichtogiltw - 6 < #£(F) <w: 6 4 .

2. Ist J7[U] eine Formel einer Schicht > o, so hat jede Formel
JF[£°] denselben Rang wie F [U].

Ranglemma.

a) A und B haben kleinere Ringe als (4 — B).

b) F [¢] hat einen kleineren Rang als ¥V x J[x] und als
ix Flx] ().

c) Ist ¢ << 7, so hat J'[F°] einen kleineren Rang als
X <O F[X])und als 3X° F[X].

Beweise entsprechend wie in {6], S. 199.

Als geschichtete Quantoren der Schicht ¢ bezeichnen wir die
Pridikatenquantoren der Gestalt 3 X°.
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Induktive Definition des positiver und negativen Auftretens von
geschichteten Quantoren in einer Formel des Systems RD7.
1. Ist # eine konstante Primformel oder eine Formel P°(#) oder
P? < O, so tritt in /7 kein geschichteter Quantor positiv oder
negativ auf.
2. In einer Formel (4 — B) tritt cin geschichteter Quantor ge-
nau dann positiv (negativ) auf, wenn er in 4 negativ (positiv)
oder in B positiv (negativ) auftritt.
3. Ineiner Formel V x J'[x] tritt ein geschichteter Quantor genau
dann positiv (negativ) auf, wenn er in J [o] positiv (negativ) auf-
tritt.
4. In einer Formel 3 X < 7 J'[X] tritt ein geschichteter Quan-
tor genau dann positiv (negativ) auf, wenn er in J [U] positiv
(negativ) auftritt.
5. In einer Formel 3 X7 /' [X] tritt der geschichtete Quantor 3 X°
positiv auf. Auberdem tritt in dieser Formel ein geschichteter
Quantor genau dann positiv (negativ) auf, wenn er in J [U] po-
sitiv (negativ) auftritt.

3.2. Das Herleitungsverfahren des Systems RI)"Ie

Axiome des Systems RD7:
(Ax R 1)P [A], wenn A eine wahre konstante Primformel oder
eine Formel P? < Q" mit ¢ < 7 ist.

(dAx R 2) Gy [A], wenn A eine falsche konstante Primformel
oder eine Formel P? << Q7 mit T < ¢ oder eine Formel

X < P° F[X] ist.
(Ax R 3) O [U(s), U(t)], wenn s und ¢ gleichen Wert haben.
Hauptschliisse des Systems RD7:
(S5 1), (S 2.0*) und (S 3.0) entsprechend wie fiir D?}.
(RS 2.1%) 9y [F [#7]] fur alle PP mito < 7= 9 [3X° F[X]]
(RS 2.2%) gy [ F[P7]] furalle PPmite<<t} Gy [FX < Q" F[X]],

wenn T > o ist.

(RS o) f[[”] v P [E] ‘\"]T [A’]J P [3 ‘X'T]T[AX]],

wenn o << T ist,
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RS 3.2) F[PIvP[3X <O FIX]] -9y [3X <@ FX]],

wenn ¢ << T ist.

SHE[FI] HE[Ax Flx] @],
wenn € eine P-Form oder eine V-Form ist.

Schnitte des Systems RD? entsprechend wie fir D;CA4 und D¥.
Der Rang eines Schnittes ist der Rang »£(A4) seiner Schnitt-
formel 4.

Induktive Definition von RD:E Z F.

1. Ist F ein Axiom des Systems RD}, so gelte RDY - F
far alle « und alle p aus O7.

2. Gilt RDY [ F; mit «; < « fiir jede Primisse F; eines
Hauptschlusses des Systems RD7T oder eines Schnittes, dessen
Rang < p ist, so gelte RD} f:— F, fur die zugehorige Konklu-

sion #.

Folgerung. RD? EF, e<Bo<o=RD*LF

1 (o
3.3. Deduktive Eigenschaften des Systems RD*;

Schwache Schliisse sind entsprechend wie in DY zu verstehen,
Ahnlich wie fiir D¥ ergeben sich fiir RD¥ die Umsetzungsregel,
die Inversionsregeln zu (S 1), (5 2.0%), (RS 2.1*), (RS 2.2*) und
(S 4) und die Strukturschlufregel.

Ersetzungslemma. Entsteht G aus einer Formel 7 des Systems
RDY dadurch, daB gewisse geschichtete Quantoren 3 X7 der
Schicht o, die in F positiv auftreten, durch 3 X < P? ersetzt
werden, so ist /' G ein schwacher SchluB.

Beweis durch Herleitungsinduktion.

D -Persistenz. Entsteht G aus einer Formel # des Systems
RDY dadurch, da3 gewisse geschichtete Quantoren 3 X* der
Schicht 7, die in # positiv auftreten, durch entsprechende ge-
schichtete Quantoren 3 X" einer Schicht ¢ > 7 ersetzt werden,
so ist /| G ein schwacher Schlul3.

Beweis durch Herleitungsinduktion.
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Tautologiesatz. Ist / eine Formel vom Rang p, so gilt
RDY 2 Q[F, F] fir jede NP-Form 0.

Beweis durch Induktion nach p aufgrund des Ranglemmas
ihnlich wie fiir den Tautologiesatz des Systems D7.

Starker Schnitt-Eleminationssatz. Aus RD? |-Z— F folgt
RDY 'g—” F. (Dabei ist ¢ die in [6], S. 9o definierte Funktion
von O7.)

Beweis entsprechend wie fiir Theorem 22.7 in [6], S. 203.

3.4. Einbettung von D} in RD}

Definition der o-Znterpretationen fur o > o.

Eine Formel #° des Systems RD7 heiBt eine o-Interpretation
einer Formel # des Systems DY, wenn #° durch folgende Erset-
zungen aus / hervorgeht:

1. Fiir jede in # auftretende freie Pridikatenvariable wird ein Pri-
dikator einer Schicht < ¢ eingesetzt.

2. Jeder in F auftretende unbeschrinkte Pridikatenquantor 3 X
wird durch 3 X7 ersetzt.

Folgerung. Jede o-Interpretation einer Formel des Systems D7
hat eine Schicht < ¢ und einen Rang < w - 64 o.

X-Lemma. Ist /7 eine o-Interpretation einer X1-Formel des
Systems D7, so tritt jeder geschichtete Quantor der Schicht o,
der in £ auftritt, positiv in & auf.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus den Definitionen.

Interpretationssatz. Gilt D} & F fur eine X1-Formel £ des
Systems D7 und ist 6= @*+ B == 0, so gilt

RDT m.o0+92a Fa

[0.0+w
fir jede o-Interpretation /% von 7.
Beweis durch Induktion nach «.
1. F sei eines der Axiome (Ax 1)-(4x 3) des Systems Dj.
Dann ist #° ein Axiom (4x R 1) oder (Ax R 2) oder eine Formel
0O[4, B], wobei 4 und B gleichwertige Formeln einer Schicht < ¢
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sind. Im letzten Fall folgt die Behauptung aus dem Tautologie-
satz und der Umsetzungsregel des Systems RD7Y.

2. Fsei ein Axiom (43— CA). Dann ist /7 eine Formel
PlIY° V(Y (x)<>ed[x])],

wobei eA [0] eine Formel einer Schicht < ¢ ist. Es gibt daher
y << - o mit

RDY 5V xRz ed[2] (x) < eA[2]) v F°

Mit einem HauptschluB3 (RS 3.1) folgt die Behauptung.

3. D% Y;—F sei durch einen HauptschluB3 des Systems DY er-
schlossen. Dann sind die Pramissen dieses Hauptschlusses eben-
falls X}-Formeln. Daher folgt die Behauptung unmittelbar aus
der I.V. (Induktionsvoraussetzung), wenn es sich nicht um einen
Hauptschlu3 (X3-Ref) handelt. Andernfalls ist /7 eine Formel
P[IVA,], wobei A eine X1-Formel ist, und man hat oy < «
mit
(1) DY @ AvP[IYA]

F£7ist eine Formel P7 [3 177eA [ 17]], wobeied [U] eine Schicht < g
hat. Es gibt 6,< ¢ derart, dal3 bei der Bildung von /7 fur die in

F auftretenden freien Pridikatenvariablen nur Pridikatoren von
Schichten < ¢, eingesetzt sind. Hierzu gibt es ff; mit

gy < Ti=0* fy<<oc=w*f

AT sei diejenige 7-Interpretation der Formel A, bei der fir dic in
4 auftretenden freien Pridikatenvariablen dieselben Pridikato-
ren wie bei der Bildung von £ in / eingesetzt sind. Aus 27 bil-
den wir P7, indem wie jeden in 7 auftretenden geschichteten
Quantor der Schicht ¢ durch einen entsprechenden geschichteten
Quantor der Schicht 7 ersetzen. Aus (1) folgt nach 1.V,

RD* [0 .7+ 90, AT v Pr [3 VT Q/][)’]:I

1 I;ﬂr‘l«w

Nach dem 2-Lemma folgt aufgrund der X-Persistenz

(2) RDY 222 47y P [JVoed[V]]

1 w74+

P7seiein beliebiger Pridikator der Schicht 7. ¢4 [27] ist diejenige
Formel, die sich aus 47 ergibt, wenn jeder in A7 auftretende ge-
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schichtete Quantor 3 X* der Schicht v durch X < P° ersetzt
wird. Aus (2) folgt daher nach dem Ersetzungslemma

RD%* E’;”m AP v P [FVeA[V]]

Hieraus folgt die Behauptung mit einen HauptschluB (RS 3.1).
4. DY [& F sei durch einen Schnitt erschlossen. Ist die Schnitt-

formel einc Primformel des Systems D%, so folgt die Behaup-

tung aus der I.V. Andernfalls hat die Schnittformel die Gestalt

JX eAq[X], wobei e [U] eine Ay -Formel ist. Dann hat man

v, <o (f=1, 2) mit

(1) DY 23X A[X]Vv F

(2) DY B3 XA[X] > F

Aus (2) folgt nach der Inversionsregel d) des Systems DF

(3) DY g eAU] —~ 7,

wobei U/ weder in eA4 noch in & auftreten mége. Bei (1) und (3)
handelt es sich um Z}-Formeln. Nach 1.V. folgt daher

ey RDY 5272 3 X A [X] v F°
(s) RDY 5278 oA [PY] — F° fiir alle 27 mit T < 0.

Aus (5) folgt mit einem HauptschluB (RS 2.1%)
©  RDYEITTIXTA[XN] — FT
Aus (4) und (6) folgt die Behauptung durch einen Schnitt.

§ 4. Beweistheoretische Abgrenzung des Systems D,CA

Eine Formel des Systems D,CA heillt geschlossen, wenn sie
keine freie Zahlenvariable enthilt. Jede geschlossene arithmeti-
sche Formel des Systems 2,CA ist zugleich eine Formel der
Systeme DY und RD7Y. Sie ist eine Z}-Formel des Systems D
und eine o-Interpretation von sich selbst (fiir alle o > o).

Abgrenzungssatz. Ist /7 eine geschlossene arithmetische Formel,
die im formalen System D;CA herleitbar ist, so gibt es y < pey0
mit RD} [ 7.

3 Minchen Ak. Sb. 1979
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Beweis. Aus der Voraussetzung folgt nach dem Einbettungs.
satz, daB es « << w -+ 2 und eine natirliche Zahl s gibt, so daf
D F,’;F gilt. Dann gibt es nach dem schwachen Schnitt-Elimi-
nationssatz f < &, mit D} ‘%F. Nach dem Interpretationssatz
folgt

wlt
RD;(- i_' Biap Va2

w1+ﬁ+w

Nach dem starken Schnitt-Eliminationssatz folgt RDY ¥ F fir
7= @@+ w) (@' 4 2) < gego.

Aus diesem Abgrenzungssatz folgt in bekannter Weise, daB die
formalisierte transfinite Induktion in D;CA nicht bis ggjo her
leitbar ist. Hiermit ist |4] - CA | < geyo bewiesen.
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