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Einleitung 

Es ist wohlbekannt, daß für jede offene Kreisscheibe U der 

komplexen Ebene C die Realteile der auf dem Abschluß Ü von U 

stetigen und in U holomorphen Funktionen dicht liegen bezüg- 

lich gleichmäßiger Konvergenz in der Menge aller stetigen Funk- 

tionen auf Ü, die in U harmonisch sind, d. h. dort der Laplace- 

schen Differentialgleichung genügen. Dieser enge Zusammen- 

hang zwischen der Garbe A der holomorphen Funktionen und 

der Garbe H der harmonischen Funktionen soll im folgenden in 

einer allgemeinen Situation untersucht werden. 

4 München Ak. Sh. 979 
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Sei (X, H) ein harmonischer Raum mit 1 G ff(V) und sei A 
eine Garbe von Algebren stetiger komplexwertiger Funktionen 

auf X, so daß eine Basis £ FT-regulärer Mengen U existiert mit 

(A) H(U) = Re A (U), 

wobei H(JJ) :={/(£ CR(Ü) :h}uE H(U)} 

und A(U):= {/ G A(U)}. 

Als Hauptergebnis erhalten wir den folgenden Satz: 

X ist eine Riemannsche Fläche, H die Garbe der zugehörigen 

harmonischen Funktionen und der lokale Abschluß von A 
bezüglich lokal gleichmäßiger Konvergenz die Garbe der 

zugehörigen analytischen Funktionen. 

Zum Beweis dieses Satzes gehen wir wie folgt vor. Im l. Ab- 

schnitt wird gezeigt, daß (X, H) ein elliptischer Raum ist. 

Insbesondere folgt daraus, daß jede reguläre Menge U der 

Basis £ in einem Gleason-Part der zugehörigen Funktionen- 

algebra A (U) enthalten ist. 

Im 2. Abschnitt wird unter Ausnutzung bekannter Sätze über 

die Einbettung analytischer Struktur in das Spektrum einer Funk- 

tionenalgebra bewiesen, daß jeder Punkt .r G X in einer analy- 

tischen Kreisscheibe liegt. 

Weitere Untersuchungen der analytischen Struktur im 3. Ab- 

schnitt zeigen, daß wie im klassischen Fall die Mengen U G £ ein 

Gleason-Part im Raum der maximalen Ideale von A (U) sind. 

Insgesamt stellt sich damit heraus, daß man X (bzw. die Zu- 

sammenhangskomponenten von X) bezüglich der gegebenen To- 

pologie mit der Struktur einer Riemannschen Fläche versehen 

kann. Die klassische Potentialtheorie auf einer Riemannschen 

Fläche liefert also das einzige Beispiel, in dem harmonische und 

analytische Struktur in der zuvor beschriebenen Weise (A) mit- 

einander verknüpft sind (4. Abschnitt). 

Im 5. Abschnitt werden aus diesem Ergebnis weitere Kenn- 

zeichnungen Riemannscher Flächen abgeleitet. 

Im letzten Abschnitt werden einige offene Probleme angegeben, 

die bei naheliegenden Modifikationen der Voraussetzung (A) auf- 

treten. 
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0. Grundlagen und Bezeichnungen 

0. 1. Funktionenalgebren 

Sei X ein kompakter (Hausdorff-)Raum und A eine Algebra 

von stetigen komplexwertigen Funktionen auf X; A heißt Funk- 
tionenalgebra (,,Uniform Algebra1'') auf X, wenn gilt 

(1) 1 EA; 

(2) A trennt die Punkte von X ; 

(3) A ist abgeschlossen bezüglich der Topologie der gleich- 

mäßigen Konvergenz. 

Die Menge der nichttrivialen multiplikativen linearen Funk- 

tionale auf A wird als Spektrum X(A) der Funktionenalgebra A 
bezeichnet: 

S(A) = {cp E A’ : (p =j= o, (p multiplikativ}. 

S(A) ist a(A',A) - kompakte Teilmenge der Einheitskugel in A'. 
Für 93 E ,T(A) ist ker cp ein maximales Ideal in A. Umgekehrt 

ist jedes maximale Ideal von A Kern eines Elementes aus 27(A). 

Vermöge dieser Identifizierung wird 27(A) auch als Raum der 
maxhnalen Ideale von A bezeichnet. 

Sei J, rx : A —* C der Auswertungshomomorphismus im 

Punkt x. Die Zuordnung x t-> rx bettet X homöomorph ein 

in 27(A). 

Sei f E A ; als Gelfandtransformierte f von f wird die durch 

/ (<p) : = 9?(/) auf S(A) definierte Funktion bezeichnet; die Gel- 

fandtransformation / i-> y ist eine lineare Isometrie von A in 
Cc (S(A)); das Bild von A in Cc (S(A)) wird mit Â bezeichnet. 

Ein positives Radonmaß /u auf S(A) heißt Darstellungsmaß 
von A im Punkt cp E S(A), falls gilt: 

J f dg =/(<p) für alle/ E A. 

Die Menge aller Darstellungsmaßc von A in cp ist Teilmenge 

der Wahrscheinlichkeitsmaße auf S(A) und wird mit 

bezeichnet. (A) enthält stets das Punktmaß £r[. Die Menge 
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Ch{Ä) : = {cp G 2(A) : WV(A) = {e,} } 

wird als Choquet-Rand, ihr Abschluß als Shilov-Rand $(A) be- 

zeichnet. S(A) ist Teilmenge von X\ für alle <p G 2(A) existiert 

ein Darstellungsmaß fiv, dessen Träger T(pL^) im Shilov-Rand 

enthalten ist. 

Durch cp ~ ip: <=> || cp — ^ || < 2 (wobei || • || die übliche Ope- 

ratornorm in A' bezeichnet) wird auf 2(A) eine Äquivalenz- 

relation definiert; die Äquivalenzklassen bezüglich dieser Relation 

werden als Gleason-Parts bezeichnet. 

Grundlegend für die Einbettung analytischer Struktur in den 

Raum der maximalen Ideale einer Funktionenalgebra ist der 

folgende 

Einbettungssatz ([13], Theorem 17.1): Sei A eine Funk- 

tionenalgebra mit Shilov-Rand S(A) und sei <p G 2(A). 
Wenn TI, der cp enthaltende Gleason-Part von A, aus mehr 

als einem Punkt besteht, und wenn genau ein Darstellungs- 

maß von A in cp mit Träger in S(A) existiert, dann ist 77 

eine analytische Kreisscheibe im folgenden Sinn: es gibt eine 

stetige bijektive Abbildung0 der offenen Einheitskreisscheibe 

D in C auf 77, so daß für alle / G A die Funktion f ° 0 
holomorph ist auf D. 

0. 2. Harmonische Räume 

Sei X ein lokal-kompakter Raum mit abzahlbarer Basis, und 

sei H eine Garbe von Vektorräumen stetiger reeller Funktionen 

auf X. 
Eine relativ kompakte offene Teilmenge U von X mit nicht- 

leerem topologischen Rand U* heißt (H-)regulär, wenn gilt: 

(1) jede Funktion / G CR(U*) läßt sich eindeutig zu einer ste- 

tigen Funktion/ auf U fortsetzen, so daß J\V= : 77)'"G H (U)\ 

(2) /E C+((J*)=>H"^o. 

Das Paar (X, H) heißt harmonischer Raum, 
wenn folgende Axiome gelten: 
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(1) Trennungsaxiom: 1 £ HÇX)-, es gibt eine Überdeckung 

(ü),e/ aus offenen Mengen von X, so daß iT(ü,) die Punkte 
von Vi trennt. 

(2) Basisaxiom: Es existiert eine Basis regulärer Mengen. 

(3) Konvergenzaxiom: Das Supremum jeder auf einer offenen 

Menge U definierten isotonen Folge harmonischer Funktio- 

nen gehört zu H(U), falls es lokal beschränkt ist (Konver- 
genzaxiom von Bauer). 

Für U C X relativ kompakt und offen sei 

H{U) : = {/«£ C(Ü) : hia £ H(U) }. 

Für die folgenden Bemerkungen wird stets H(U) als punkte- 

trennend angenommen, was nach dem Trennungsaxiom für ge- 

nügend kleine Mengen U gilt. 

Die Begriffe Choquet-Rand Ch (//(£/)) und Shilov-Rand 

S{H{JJ)) werden analog zu ihrer Definition in 0.1. eingeführt. 

Die Vektorräume H(U) sind simplizial, d. h. zu jedem Punkt 

aus U existiert genau ein Darstellungsmaß bezüglich H(U), das 

von Ch (H(U)) getragen wird ([5]). Falls U regulär ist, also 

H(U)^CR(U*) und damit Ch {H(U)) = 5 (H (£/))= £7*gilt, 

wird dieses Darstellungsmaß für einen Punkt x G U durch die 

positive Linearform/ H-> H
U

J (X) auf C(U*) gegeben (Darstellungs- 

satz von Riesz) und als das zu ;r und U gehörende harmonische 
Maß fiux bezeichnet. 

Die Vektorräume H(U) sind Monteiräume ([8], Ex. 11. 1. 1.). 

Soweit nicht gesonderte Definitionen erfolgen, richtet sich die 

Bezeichnungsweise bei Begriffen aus der Theorie der Funktionen- 

algebren nach Gamelin ([9]) und Stout ([13]), bei Begriffen aus 

der Potentialtheorie nach Constantinescu-Cornea ([8]). 

0. 3. Standardvoraussetzung 

Im folgenden sei X ein lokal-kompakter Raum mit abzählbarer 

Basis sowie A eine Garbe von Algebren stetiger komplexwertiger 

Funktionen auf X mit 1 £ A(X). 
Für jede offene relativ kompakte Teilmenge U von X sei 
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A(U):={f G Cc(Ü) :/, „ G 

wobei der Abschluß bezüglich der Topologie der gleichmäßigen 

Konvergenz auf Ü zu bilden ist. Falls dann A(U) die Punkte 

von Ü trennt, ist A (U) eine Funktionenalgebra. 

H sei eine Garbe von Vektorräumen stetiger reeller Funktionen 

auf X, so daß (X, H) ein harmonischer Raum ist. 

Die durch A gegebene und die harmonische Struktur auf X 
seien durch folgende Beziehung miteinander verknüpft: 

(A) Es gibt eine Basis £ der Topologie von X, bestehend aus 

regulären Mengen, so daß für alle U G £ gilt: 

Re A (V) = H{U). 

Bemerkungen 

(1) Gemäß dem Trennungsaxiom kann ohne Einschränkung 

angenommen werden, daß für alle U G £ H(JJ) die Punkte von Ü 
trennt und damit A (U) eine Funktionenalgebra ist. 

(2) Für alle offenen Mengen U C X gilt Re A{U) C H{U)- 

(3) Für U C X offen sei 

ÄtfD : = 1 /6 Cc{U), {“f gIfVhmfßig aPProx‘^1‘er'} 
1 bar durch Funktionen aus A j 

(Ä(U) ist die Algebra der ^4(£7)-holomorphen Funktionen 

1. Stufe auf U im Sinne von Rickart [12]). 

Ä ist dann eine Garbe von Algebren mit den Eigenschaften 

(a) i(ü)C Ä{U), 

(b) A (JJ) C {/ G C(0) :/, u G Ä(U)}, 

(c) Re A (LT) = Re i(V) = H(U) 

jeweils für alle U G £• Dabei ergibt sich (c), weil für V C V C U 
die harmonischen Maße fxv. Darstellungsmaße sind, also 

Ch {Re A (£/)) C U* gilt. 

(4) Da die Räume H{U) Monteiräume sind, enthält jede punkt- 

weise gegen eine Funktion h konvergente und beschränkte Folge 
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harmonischer Funktionen auf U eine lokal gleichmäßig gegen h 
konvergierende Teilfolge. Wegen Re A(lf) G H(JJ) gilt dann: 

ist {/»}„eN Folge in A(lf), die punktweise gegen eine Funktion/ 
konvergiert, so daß außerdem die Folge {|/„|}„<=;v beschränkt 

ist, dann kann man eine Teilfolge auswählen, deren Realteile 

und Imaginärteile lokal gleichmäßig konvergieren; also liegt/ 

in Ä(U). 

(5) Ohne Einschränkung können die Elemente der Basis als 

zusammenhängend angenommen werden. Sei nämlich U G £ 

und V eine Zusammenhangskomponente von U. Dann ist V 
regulär ([8], Proposition 1.1.3.), und es gilt offensichtlich: 

Re A (F) C H(V). Sei umgekehrt dann existiert 

h' G H(JJ) mit A'| y = h (man setze h\ v* stetig fort auf U* D V* 
und löse das Dirichletproblem). Zu h' existiert dann eine Folge 

{/„}„£JV in A (IT), deren Realteile auf Ü gleichmäßig gegen h' 

konvergieren. Aus A(£/)|p C A(V) folgt dann h G Re A(V"). 

(6) Sei X eine Riemannsche Fläche, A die Garbe der analy- 

tischen Funktionen und H die Garbe der üblichen harmonischen 

Funktionen. Dann erfüllt (X, H, A) die Standardvoraussetzung. 

Gezeigt wird in dieser Arbeit, daß dies das einzige Beispiel ist, 

welches der Standardvoraussetzung genügt. 

1. Elliptizität von (X, H) 

Gezeigt wird, daß (X, H) ein elliptischer harmonischer Raum 

ist, d. h. jeder Punkt ;r von X besitzt eine Umgebungsbasis regu- 

lärer Mengen, so daß für jede solche Umgebung U von x gilt: 

T(jxu
x) = U*, 

wobei T/t) für jedes Maß [i auf X den Träger von ^ bezeichne. 

Daraus läßt sich ableiten, daß die Algebren A (£/) für U G 2 

antisymmetrisch und analytisch sind. Dabei folgt die Antisym- 
metrie sogar direkt aus der Bedingung (A) und dem Konvergenz- 

axiom von Bauer; insbesondere sind auch die Algebren A(U) 

antisymmetrisch. 
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1. 1. Definition. 

(1) Eine abgeschlossene Teilmenge E eines harmonischen Rau- 

mes heißt harmonische Absorptionsmenge ([8], S. 137), wenn für 

alle x E E und jede reguläre Umgebung V von ^ gilt: 

7X0 C E. 

(2) Eine abgeschlossene Teilmenge E C Û, U G £, heißt Ab- 

sorptionsmenge (bezüglich A (U)) ([14], S. 22), falls für allex G E 

und alle [x G Wlx(A(U)) mit Träger in Ü gilt: 

T(M) C E. 

1.2. Bemerkung: Der Durchschnitt jeder Familie von (harmo- 

nischen) Absorptionsmengen ist wieder eine Absorptionsmenge. 

Insbesondere existiert also zu jedem Punkt ^ eine kleinste, den 

Punkt x enthaltende Absorptionsmenge, nämlich der Durch- 

schnitt aller diesen Punkt enthaltenden (harmonischen) Absorp- 

tionsmengen. 

1.3. Satz: Äquivalent sind: 

(1) (X, fl) ist ein elliptischer harmonischer Raum. 

(2) Für alle U G £ ist U in einem Gleason-Part von 

E (A (U)) enthalten. 

Beweis : (1) =t> (2): Sei P G £; da (X, H) elliptisch ist, besitzt 

U keine nichttrivialen harmonischen Absorptionsmengen im har- 

monischen Raum (U, fl) v). Wegen Re A (U) = EI(II) gilt für 

alle .r G Ü: 

5^(Ä (£/))= WX{H(U)). 

Seien x,y E U\ dann sind [xux und die zugehörigen mini- 

malen Darstellungsmaße bezüglich H(JJ). [xLx und nu
y sind beider- 

seits absolut stetig (dies gilt sogar ohne die Voraussetzung der 

Regularität von U\ [6], Proposition 1.2.); insbesondere sind diese 

Maße also nicht beideseits singulär. Nach [13], Theorem 16.6 

folgt: ^ und y sind in einem Gleason-Part von E(A(U)) ent- 

halten. 
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(2)=>(i): Sei U E 2, also U in einem Gleason-Part von 

E{A(IP)) enthalten. Damit gilt für je zwei Punkte x, y E U : 

es gibt Darstellungsmaße /JLX und /i mit Träger in È (A (£/)), 
die beiderseits absolut stetig sind mit beschränkter Radon-Niko- 
dym-Ableitung ([13], Theorem 16.6); wegen der Simplizialität 

von Hilf) und wegen Tlx(A(l7)) = 9Jlx (//({/)) sind dies genau 

die harmonischen Maße. Insbesondere gilt also: 

T(j® = TQJ®. 

Die harmonischen Maße [àX haben also für alle x G U denselben 

Träger. Wegen Ch (H(U)) = U* folgt: 

T(ßx) = U* für alle x EL U. 

Also ist (X, H) elliptisch. 0 

1.4. Bemerkung: Für Mengen U G £ gilt: 

Re A {U) = H(U) SÉ CR(U*). 

Die Realteile von A (U) liegen also dicht in den stetigen reellen 

Funktionen auf S{A(U)) = U*. A(U) ist somit einzDirichlet- 
A/gebra auf U*, und es gilt: 

{ß G a», (A (V)) : T(jx) c S (A (£/))} = {£} 

für alle nr G U. Jedes Maß \JFX ist also insbesondere ein Jensenmaß 
für x ([13], Definition ti.6, Theorem 11.10). 

1.5. Bezeichnungen: Sei U G 2, x G U. 

(1) TI(x): = {<p G E(A(U)):\\cp—rx\\ <2} 

RI(x) ist also der ;r enthaltende Gleason-Part von E (A (£/)). 

(2) P{x) : = II(x) r\ U. 

(3) Mit Ax wird die kleinste x enthaltende Absorptions- 

menge (bzgl. A (£7)) bezeichnet. 

1.6. Satz: Für alle 1/ G Î und alle x E U gilt: 

Ax r\ U = P(x). 
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Beweis : „D“: Sei y E B(x). Falls y Ax, existiert eine regu- 
läre Umgebung V von y, V C V C [Ax r\ U. Zum Darstellungs- 
maß fiy gibt es dann ein Maß v G (A (U)), so daß piy absolut 
stetig ist bzgl. v ([13], Theorem 16.6). Dies ist ein Widerspruch 
zu T(jxy) C [Ax und T(y) C Ax.,, C“: Wiederum nach [13], 
Theorem 16.6, genügt es zu zeigen, daß für jedes y G Axr^ U 
die minimalen Darstellungsmaße (ix und fiy nicht beiderseitig 
singulär sind. 

Sei dazu K C Axr\ U*, K kompakt, fix(R) = o. Wir be- 
trachten die Funktion 

h: Ü — R+ 

y ^ 
wobei 

_ ( nu
y falls y EU 

~ \ ey falls y G U*. 

Sei Folge aus CR(U*), <pn monoton fallend gegen die 
charakteristische Funktion \K von K\ sei (p„ definiert durch 

- . = J T’.OO falls J/ G u* 
9Äy) ' fällst G U, 

also <p„ G H{U) = Re A (If). 

Es gilt dann: 

. - [ 1 K(y) falls y G U* 
mf cp Sy) - ,nf ^ = ^{K) falls yeUt 

l w G AT 

also inf <pn = h. Aus dem Konvergenzaxiom folgt: 

h\VE H(U). 

Sei B : = Ax r\{y G Ü : h(y) = o|. Da h(x) = fibx (W) = o, gilt 
x E B. Gezeigt wird nun, daß B Absorptionsmenge ist. Sei dazu 

* G B, pi E ü», (A (£/)), T(JJ) C O. 
1. Fall: z G U* ; wegen U* = Ch (A ((/)) folgt ju = e., also 

T(S) C B. 
2. Fall: 2 E U] da h auf U harmonisch, also stetig ist, gilt: 

{y E U : h (y) = 0} U = {y E Ü : h (jy) = 0} r\ U. 
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Darüber hinaus gilt T(jx) C Ax wegen z G Ax. Sei M C \ß, 

M kompakt und /i(M) > o; es gilt: 

p(M) = n(M r\ T(jx) r\ U*) + /x {M r\ T(ß) o U). 

Falls /i (M Tß) r\ U*) > o, folgt wegen h > o auf M: 

M o T(j£) r\U* C K, 

also 

H (M r^T(ß) r\ U*) < /x(K) < J <p„ d/x = ÿn(z) 

für alle n G IV. Da lim ^„(^) = h(z) = o, gilt ^ (Af r\ T(jî) r\ 
71-+CO 

r\ £/*) = o im Widerspruch zur Annahme. 
Falls /x (M r\ T(jx) U) > o, existiert eine kompakte Menge 

M' Q M r\ T(ß) rs U mit /z(Af') > o. Aus der Stetigkeit von h 
auf U folgt die Existenz eines e > o mit h > e auf M' ; damit ist 
auch (pn > e auf M' für alle n G A. Es ist dann 

<Ä(» = J <Ä, dfi + J <P„d/iß e • MAT) > o. 
il/' [il/' 

Andererseits ist aber 

lim /x(<p„) = lim <p„0) = /«(» = O 
n —  oo n —  oo 

im Widerspruch zur Annahme. 
Aus Fall 1 und Fall 2 folgt also insgesamt - zusammen mit der 

mehrfach benutzten Regularität von /x —, daß T(/x) Teilmenge 
von B ist; also ist B eine Absorptionsmenge mit x (EL B C Ax. 

Wegen der Minimalität von Ax folgt Ax = B, damit auch 
fxy(K) = h{y) = o für alle y G Ax r\UDa K als beliebige 
jM^-Nullmenge gewählt war, folgt aus der Regularität von /xx, 
daß jedes Maß /xü

y für y G Ax r\U absolut stetig bzgl. /xx ist. 

Insbesondere sind die Maße also nicht beiderseitig singulär.Q 

1.7. Korollar: Sei U G £, x G U. Dann ist P(x) harmonische 

Absorptionsmenge im harmonischen Raum (U, H| ^). 

Beweis: Nach Satz 1.6. ist P(x) abgeschlossen in U; die Be- 
hauptung ergibt sich dann sofort aus der Definition einer har- 
monischen Absorptionsmenge und der Tatsache, daß Ax Ab- 
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sorptionsmenge ist. Ist nämlich regulär, so 

ist fiy G ülîj, (A (LT)). Für y G Ax gilt also: 

T(jiVy) C Ax r\ U = P(x). o 

Korollar 1.7. zeigt, daß die Mengen P(x) = IJ(x) r\U, x G 

eine Zerlegung von £/ in harmonische Absorptionsmengen lie- 

fern mit der Eigenschaft: 

P(x) P(y) — 0 falls y G P(*). 

1.8. Satz: Sei U G i, x Çz U] dann gilt: P(ar) = U. 

Beweis: Sei (*,),-,= / ein Repräsentantensystem der Gleason- 

Parts von A (£/), die Punkte aus U enthalten, \x{ : i G f} C F 

Dann gilt: 

U ^(A) = U. 
t€/ 

Die Familie (P(xt))iG/ besteht dann aus paarweise disjunkten 

harmonischen Absorptionsmengen und ist damit lokal endlich 

([7], Corollary 1.3.). Zu x G U existiert also eine zusammen- 

hängende Umgebung V, V C V C U, so daß V r\ P(xt) =4= 0 
nur für endlich viele i G I gilt. 

Da (P(x,))ie/ die Menge U überdeckt, gibt es i1 ,  . ., i„ G I 

mit 

vc(j />(*,). 
J=1 

Da P(Xj) abgeschlossen ist in U, ist auch jede Menge P(x,) r\ V 
abgeschlossen in V, damit aber wegen des Zusammenhangs 

von V: 

V= P(x,) r, V 

für genau ein i G /, i G Uv • • • . z,,}- 

Insbesondere gilt also x G /’(#,•), damit P(xi) = P(x). Dann 

ist P(xt) offene Teilmenge von U. Da U als zusammenhängend 

vorausgesetzt war, gilt die Behauptung. 0 

1.9. Korollar: (X, ff) ist ein elliptischer harmonischer Raum. 
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Beweis : Aus Satz 1.8. folgt die Gültigkeit von (2) in Satz 1.3. 0 

1.10. Korollar: U ist abgeschlossen in II (x) (x E U). 

Beweis: Ü ist abgeschlossen in 2f(A(f/)) und es ist 

U — Ü r\ TI(x) nach Satz 1.8.. G 

Aus dem bisher Gezeigten ergeben sich weitere Eigenschaften 

der Funktionenalgebren A (U). 

1.11. Satz: Für alle U E 2 ist A(U) eine antisymmetrische 

Funktionenalgebra, d. h. A(U) r\ CR(jO) = R. 

Beweis: Sei U E £. Wenn A (IT) nicht antisymmetrisch ist, 

existiert /GA (U) r\Re A (U), / nicht konstant. Sei x E U, 

g :=/—/(*) e A (£/) Re A (U). 

Dann gilt: 

g2 E A (U) r\ Re A (£/)+, 

ohne Einschränkung noch g2 << 1. 

Die Funktion —g2 -j- 1 gehört also zu A(U) und ist ,,Peak- 

Funktion'1 für die Menge {y G Ü : f(y) = /(/)}, d. h. 

-r(j) + 1 

^ o für alle y E O 
— 1 für alle y E {z G O : /(Y) = /(/)} 

< 1 für alley G 0\ {z E Ü \ f(z) = /(/)}. 

Die Folge {(—g2 -f- i)V}»eN Ist a^so absteigende Folge posi- 

tiver harmonischer Funktionen auf U; nach dem Konvergenza- 

xiom von Bauer folgt: 

g : = inf (—g2
 + i)

M
| u G H(tZ). 

«EiV 

Wegen g (U) C (°)1} folgt dann aus Stetigkeitsgründen und dem 

Zusammenhang von U: 

— g2-1- 1 = 1 auf U, also auch auf U, 

im Widerspruch zur Annahme, daß / nicht konstant ist. Also 

ist A (U) eine antisymmetrische Algebra.0 
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1.12. Bemerkung: Aus Satz l.ii. ergibt sich unmittelbar, daß 

für jedes offene Gebiet U die Algebra AJJ) antisymmetrisch ist. 

Man hat nur zu beachten, daß für V C V C U gilt: 

A(U\ÿCA(y). 

1.13. Satz: Für alle U £ £ ist A(JJ) eine analytische Funk- 

tionenalgebra, d. h. die Nullstellen in U jeder nicht konstanten 

Funktion aus A (U) sind isoliert. 

Beweis: Sei IIv der Gleason-Part von JF (A (£/)), der U ent- 

hält. Da A (JJ) eine Dirichlet-Algebra ist, existiert nach dem Ein- 

bettungssatz (s. o.i.) eine stetige bijektive Abbildung (PU: D —» 

—  TTU (wobei D = C : \z \ < i ]•), so daß für alle/ £ A (JJ) 
die Komposition/^ <Z>6- holomorph ist auf D. Falls sich also die 

Nullstellen von f in U häufen, folgt aus dem Identitätssatz für 

holomorphe Funktionen sofort /° (PU = o, also / = o auf U und 

damit auf Ü.Q 

1.14. Bemerkung: Auch Satz 1.13. erlaubt eine unmittelbare 

Übertragung auf die Algebren A(JJ), U (J_X zusammenhängend: 

die Nullstellen jeder in U nicht konstanten Funktion / £ A(JJ) 
sind isoliert. 

2. Konstruktion einer analytischen Struktur auf X 

Seien U G £ und IJU der U enthaltende Gleason-Part von 

E(A(JJ)). Da A (JJ) eine Dirichlet-Algebra ist, existiert nach 

dem in 0.1. zitierten Einbettungssatz eine stetige bijektive Ab- 

bildung 0L, : D —*  nut so daß f » 0L, holomorph ist für alle 

/ G A (JJ). Gezeigt wird im folgenden, daß die Umkehrung dieser 

Einbettung auf U stetig und ihr Real- und Imaginärteil dort 

harmonisch sind. Verwendet wird dazu die in [10] von K. Hoff- 

man gegebene Beschreibung von 06- für logmodulare Algebren 

(s. Satz 2.3.). 

Für cp £ nu sei fi,p das zugehörige (eindeutig bestimmte) Rand- 

maß, also fjiv G 5ülip(A(U)), T(jiJ) = U*. Mit H-(nJ) wird der 

Abschluß von A (JJ) in L2(pJ) bezeichnet; ferner sei 
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U%p : = {/ G H2(fxv) \ \ f dfiy = o}. 

Sei y> G nut y> =)= <p- 

2.1. Lemma: Die Abbildung (p :/i-> J f von H2([id) in C 

ist ein beschränktes multiplikatives lineares Funktional aufH2(fiJ), 
deren Restriktion auf A (LP) mit <p übereinstimmt. 

Beweis: Die Linearität von (p ist klar. Seien /, g G H2(jxJ), 

{/„}«e jv. Folgen aus A (JJ) mit 

/„  /, in Z,2(^). 

Da endliches Maß ist, konvergieren dann fn bzw. gn gegen / 

bzw. ,§• auch in Ll (JAv) und die Folge {/„ gegen f  g: 

J I fg —fngn \d!P = Wfg —fug + fug —fug,, I 
diP 

< J !/r —fug\dH + I I/«* — fngn I «X- 

< 1*11, • IL/-/, II. + II/.II, • II* -*J|, — o, 
wobei II • |]2 die Norm in L2(fiJ) bezeichnet. Folglich gilt: 

9(f- *) = Sf-g d^ = Iim //„*„ X(P 
«— OO 

lim K/J • <p(g„) = <p(f) <P(g)• 
// —  OO 

Die Beschränktheit von ÿ auf H2(piJ) folgt ebenso aus der Hölder- 

schen Ungleichung: 

I r(f) I = IIfdPv | < J l/l dp* < II/II2 
a!so ||^||= 1.0 

2.2. Bemerkung: Da (p und y> in einem Gleason-Part liegen, 

sind die minimalen Maße fi und /i beiderseits absolut stetig mit 

beschränkter Radon-Nikodym-Ableitung ([13], Theorem 16.6). 

Folglich gilt: 

IK/)I <*  W(J)\ <*-11/11, 
für alle /GA (JJ) und geeignetes K G R+- y> läßt sich also zu 

einem stetigen multiplikativen linearen Funktional auf H2(/.iJ) 
fortsetzen. 
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Der folgende Satz dient der Beschreibung der Einbettungs- 

abbildung 0U : D —* nu. 
2.3. Satz: ([io], Theorem 7.2). Sei G die orthogonale Projek- 

tion der 1 auf den abgeschlossenen Teilraum von Hz(ß^), der von 

ker y> = {/ E A (U) : ip (J) = 0} aufgespannt wird. Dann gilt: 

fG d[iç = kz, o < k < 1. 

Sei Z: = \  k 1 — G- 

Dann gilt: 

(1) Z E Hz(ji^), |Z I = 1 /vfast sicher; 

/ \ I 1 — Gj2 1 —42 

(2) ^ — 1 — Hy — I ! —4«Zj2 

(3) Z • 

(4) für / E #2C<>, : = J Z" 'fdnv gilt: 
OO 

V»(/) = È an (V>(Z))"- 
Tl ~ 0 

Beweis : [10], Seite 309 ff. 0 

Nach Bemerkung 2.2 lassen sich alle ip E TJ(j, eindeutig zu 

einem stetigen multiplikativen linearen Funktional auf Hz(ßv) 
fortsetzen. Damit definiert 

Z : nu -* c 
ip 2(ip) : = ÿ>(2) 

eine Abbildung mit folgenden Eigenschaften ([10], Theorem 7.4): 

(1) 2 ist injektiv auf D ; 

(2) Z“1 : D —> nu ist stetig, bijektiv und es gilt: 
f ° Z-1 ist holomorph für alle/ E Z (£/). 

Durch : = Z_1 wird also die gewünschte analytische Struk- 

tur in llu eingebettet. 

2.4. Satz: Die Einschränkung Fv von &Ü1
 auf U ist stetig, 

insgesamt ist also Ff ein Plomöomorphismus. Ferner sind Re Fu 

und Im Fr harmonisch auf U. 
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Beweis : Da Z G Zf2^), existiert eine Folge {in ^ (JF)> 
die in L2{p,^) gegen Z konvergiert. Da /A, endlich ist, konvergiert 

die Folge auch in L1(/Av) gegen Z. Ferner sind für beliebiges 

ip G Tly die minimalen Maße (JL und /AV beiderseits absolut stetig 

mit beschränkter Radon-Nikodym-Ableitung, also Z1^) = 

^ Z1^,) und es gilt: 

fn Z in Z1^) für alle y G nv. 

Da das Integral stetig ist auf Z1^), folgt: 

lim J/„ d/xv = JZ dfiv. 
ft-*- OO 

Dies liefert zusammen mit der Stetigkeit von ÿ auf H2(/J,ç) 
(Lemma 2.1.) : 

ÿ(Z) = lim y>(J„) = lim J fnd/i,p = \Zdnr 
n —  00 « —  00 

Insbesondere gilt also für alle ;t G U : 

Frj(x) — \ Z d)AU
x. 

Wegen \Z\ = 1 ^-fast überall, also ^-fast überall für alle ;r G U, 
folgt ([8], Proposition 1.1.4.): 

.V 1—» J Re Z d/A
u

x 
und 

x f Im Z d 

sind harmonisch auf U, also auch stetig. 

Dies zeigt, daß Fv auf U stetig ist.0 

2.5. Bemerkung: Der Beweis von Satz 2.4. zeigt, daß Fv punkt- 

weiser Limes von Funktionen aus A (U) ist: 

Fuix) = rJZ) = lim J /„ d^ = lim fjx), 
n —  00 n —  00 

wenn dabei {/„}ne;v Folge aus A(U) ist, die in L2(jigegen Z 
konvergiert. 

2.6. Satz: (X, H) genügt dem Konvergenzaxiom von Doob: 

die obere Einhüllende einer isotonen Folge von harmonischen 

Funktionen auf einer offenen Teilmenge U von X ist harmonisch, 
wenn sie endlich ist auf einer dichten Teilmenge von U. 

5 München Ak. Sb. 1979 
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Beweis : Sei U C X offen. 

(1) Seien h G H(f7) und V G £, V C V C U. Dann gilt: 

hlPEH(V)=ReA(V). 

Sei {Re/„}„eJv Folge in Re A (V), die auf V gleichmäßig gegen 

h ! ÿ konvergiert. Dann konvergiert die Folge {Regleich- 

mäßig auf £ (A(V)) gegen eine stetige Funktion h mit h\ p = h\p. 
Die Folge {Re fn ° ÖV/»eJV Ist damit eine Folge harmonischer 

Funktionen auf D, die dort gleichmäßig gegen h • &y konvergiert. 

Die Funktion h • ist also stetig und harmonisch auf D. 

(2) Sei nun {/z„}„eN isotone Folge aus H(77), h\ = sup hn 

sei endlich auf einer dichten Teilmenge von U. 
Sei V G £, V C V C U. Mit den Bezeichnungen von (1) ist 

dann {hn ° eine isotone Folge harmonischer Funk- 

tionen auf D und h « : = sup hn « (Pr ist endlich in mindestens 
»eN 

einem Punkt von D. Im klassischen Fall gilt das Konvergenz- 

axiom von Brelot, d. h. das Supremum einer isotonen Folge har- 

monischer Funktionen auf D ist bereits dann harmonisch, wenn 

es in einem Punkt endlich ist. Folglich ist h » (I>V stetig auf D, 

insbesondere also lokal beschränkt. 

Nach Satz 2.4. ist Fv ein Homöomorphismus, damit 

Qi » ®y\Fv(V)) ° Fv = ~h - Fyx
 . Fv = h 

eine stetige Funktion auf V. Insgesamt ist damit h lokal be- 

schränkt auf U, nach dem Konvergenzaxiom von Bauer also 

harmonisch auf U.Q 

2.7. Bemerkung: Aus der Elliptizität von (X, H) und dem 

Konvergenzaxiom von Doob ergibt sich nunmehr eine weit- 

gehende Verschärfung von Korollar 1.9.: (X, ff) ist ein Brelot- 

Raum ([1], Satz 1.5.6.). 

3. Charakterisierung der Gleason-Parts 77^ 

In diesem Abschnitt wird gezeigt, daß für die Mengen U der 

Basis £ gilt: 77a — U. Die Beweise beruhen hauptsächlich auf 

Ergebnissen der Potentialtheorie in elliptischen Räumen. 
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Sei U G £; die Bezeichnungen des vorigen Abschnittes wer- 

den weiterverwendet; insbesondere sei Fa die Restriktion der 

Einbettungsabbildung Oÿ1 auf U. 

3.1. Satz: Es gilt: Fa G Ä(U). 

Beweis : Sei x0 G U. Nach Satz 2.4. und Bemerkung 2.5. exi- 

stiert eine Folge in A(U) mit den Eigenschaften: 

(1) lim f„(x) = Fv(x:) = J Z d/j% für alle x G U\ 
n-*-oo 

(2) fn 
z in L1(FÏ) für alle x G U. 

Durch Übergang zu einer geeigneten Teilfolge, die wieder mit 

bezeichnet wird, kann also erreicht werden: 

\\fn-Z\\i<2-”, 

wobei I • |jx die Norm in L1(JJ%') bezeichne. 

Sei F:=Z\fH—Z\. 
«ElV 

Dann gilt: fFdfi” = SZ\f„—Z\dp” 
n e y 

= Zi\fn-Z\ d&^Z 2“" <2. 
n G N « e y 

Folglich liegt F in L1(/t^) und damit in Lx(ji^) für alle nr G U, 
da die harmonischen Maße alle gegenseitig absolut stetig sind. 

Aist also fast sicher endlich bezüglich jedes harmonischen Maßes 

Px) x G U. 
Damit ist die Funktion 

H
U

F : X J F dfi^ 

harmonisch auf U (Satz 2.6., [1], Satz 1.1.8). Nun gilt: 

|Re/„-ReZ|< \fn~Z\^F, 

also — Re Z — F < Re/„ < Re Z + F. 

Durch Integration dieser Ungleichung nach fiux ergibt sich: 

- J Re Z d,xu
x — HU

F(X) < Re/„(x) < J ReZd£ + Hu
F(x\ 

also — Re Fa(x) —Hu
F{x) ^ Re fn(x) ^ Re Fa(x) + Hu

F{x) für 

alle x U. 

s' 



68 Udo Bauermann 

Da Fv und HL
F auf U stetig sind, ist also die Folge {Re/„}„<= N 

auf U lokal gleichmäßig beschränkt und konvergiert dort punkt- 

weise gegen Re Fu. In 0.2. wurde bereits bemerkt, daß die Räume 

H(V), V E X offen, Monteiräume sind, also jede lokal be- 

schränkte und punktweise konvergente Folge eine lokal gleich- 

mäßig konvergente Teilfolge enthält. Ohne Einschränkung kann 

daher angenommen werden, daß Re/„ auf U lokal gleichmäßig 

gegen Fw konvergiert. 

Analog folgert man diese Eigenschaft für die Folge der Ima- 

ginärteile; insgesamt gilt also: fn konvergiert gegen Fv lokal 

gleichmäßig auf U. Nach Definition von Ä(U), (0.3. Bemer- 

kung 3) gehört also Fa zu Ä(U), genauer sogar zum Abschluß 

A(U) von A(JJ) bezüglich lokal gleichmäßiger Konvergenz.0 

Zum Beweis von FU(JJT) = D benötigen wir die folgenden 

Hilfssätze. 

3.2. Lemma: Sei / E AÇLT), / nicht konstant. Dann ist auch 

|/| nicht konstant. 

Beweis : Sei / = « + iv, f nicht konstant. 

Annahme: es gibt oc E R+ mit \f(x) | = a für alle x EL U. 

Dann gilt \f |2 = u2 + v2 = a2, 

also u2, — a2 —- v2. 

u2 und v2 sind subharmonische Funktionen; sei nämlich x EU, 

V E £, x E V C V C U\ aus 

o < J {u — u (x)')2 d[xvx ^ J u2 dfix — u? (x) 

folgt: J u2 dfxx ^ u2(x)\ 

analog ergibt sich die Subharmonizität von v2. Aus u2 = a2 — v2 

folgt andererseits, daß u2 auch superharmonisch ist, insgesamt 

also u2 E u — u(pc)')2 ist somit eine positive harmonische 

Funktion auf U mit einer Nullstelle in ar. Da (X, H) elliptisch ist, 

folgt u = u(x), d. h. u ist konstant auf U\ dann gilt dies aber 

auch für v und damit für / im Widerspruch zur Voraussetzung.0 

3.3. Lemma: Sei/ E Dann ist |/| subharmonisch auf U. 

Beweis : Sei f = u + iv. Aus der Darstellung 
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\u \ = sup (u, o) — inf (u, o) 

folgt die Subharmonizität von \u\, da das Supremum zweier 

subharmonischer Funktionen wieder subharmonisch ist. 

Es gilt dann für alle V (E 2, V C V EU, x EV: 

I «OO I < J I u I < J 1/ I dnv
x. 

Da die die Subharmonizität von \f \ kennzeichnende Ungleich- 

ungim Fall fix) = o trivial ist, kann also fix) ={= o und ohne 

Einschränkung sogar fix) = uix) = 1 angenommen werden 

(durch Übergang zu ///OO). 

Dann folgt aus der Ungleichung für \u\ 

1/00 I < J 1/ I d(ivx, 

also die Subharmonizität von \f | auf U.0 

3.4. Satz: FuiU) ist offen Teilmenge von D. 

Beweis : (1) Sei K C D, K kompakt. Da stetig ist, ist 

OuiK) kompakte Teilmenge von TJy. Nach Korollar 1.10. ist 

U abgeschlossen in 11 u. Folglich ist <PviK) r>, U kompakt in TIU 

und damit in U. Dies zeigt insgesamt, daß F^iK) kompakt ist 

in U für alle K C D, K kompakt. 

(2) Sei a : = sup | Fb,(x) \ ; ferner sei x0 (E U, Faix0) = z0 E F>. 
xeu 

Dann gilt: | F^XQ) \ < a. 

Ist nämlich | Fvix0) | = a, dann ist j : = a — | Fv \ eine positive 

superharmonische Funktion auf U mit einer Nullstelle in x0; aus 
der Elliptizität von iX, II) folgt dann: 

I Fu I = a> 

mit Lemma 3.2. somit ein Widerspruch, da Fu nicht konstant ist. 

Sei o > o so gewählt, daß 

I Fu(x0) I + 2 g < « 

und Fiz^ 2 Q) — G C:\w — 20 I ^ 2 C F>. 

Sei 2 £ D(z0, Q) = [w E C : | w — z0\ < Q}. 
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Annahme: z G FV(U). 

Sei dann Vß : = {x G U : | Fu{pc) — z0 | < 2 Q}. 

Wegen der Stetigkeit von Fv ist Ve offene Teilmenge von U ; 

Fgist auch relativ kompakt in U, denn Fu~x (D(z0, 2 g))ist kom- 
pakt in U nach (1) und es ist Vg C F^1 {D{z0, 2 q)). 

Damit folgt: 

V* C {x G U : I Ffj{x) — z01 = 2 p}. 

Sei R : C \ {.z} —  C definiert durch 

R (w) : = 
1 

w—z ' 

R ist holomorph in C\ {2}, also dort lokal gleichmäßig ap- 
proximierbar durch eine Folge {p„}„Œ y von Polynomen. Damit 

ist die Funktion F : = R ° Fv — lim pn ° Fa aus A(U), da 
  n-+ 00 

P° Fv G A(JJ) für jedes Polynom p und z G FyiJJ) nach An- 
nahme. 

Für * G U ist dann 

also 

Fix) = 
1 

Fu(x) — 2- * 

F(x 0) 
1 

I Fv{xa) — z I 

Gemäß Lemma 3.3 ist |A| subharmonisch auf U, aus dem Mi- 
nimumprinzip folgt somit 

also 

F(x0) I < sup I F{x) I, 
xGV* 

^ sup I F {x) I = sup 
xZV* x^V* 

1 
I Fu{x)-z\- 

Da z G F>iz0, Q) und | Fnix) — z0 | = 2 q für Punkte x G V* 
gilt, ergibt sich : 

1 
SJ. sup 

x&y* Fu{x)—z\ < \Fu{xa) — z\ 
1 

I 
za—3 I ‘ 

Dies ist ein Widerspruch zur Annahme z G Fvi(7).0 
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3.5. Satz: Fu(U) = D. 

Beweis: Nach Korollar 1.10. ist U abgeschlossen in TIU. 

Satz 3.4. zeigt, daß U auch offen ist in TIu. Da TIU als stetiges 

Bild von D zusammenhängend ist, folgt die Behauptung. Q 

4. Beschreibung von (X,H,A) 

4.1. Bemerkung: Sei £/£ Î; gemäß der Bemerkung am Schluß 

des Beweises von Satz 3.1. ist Fu lokal gleichmäßiger Limes von 

Funktionen aus A(JJ). Für F£ S, V C. V d U gilt also: 

Fu]pEA(V). 

4.2. Satz: Versehen mit dem Atlas {((7, ist X (bzw. 

jede Zusammenhangskomponente von X) eine Riemannsche 

Fläche. 

Beweis : Aus Satz 2.4. und Satz 3.5. folgt, daß Fu die Mengen 

U (E £ homöomorph auf eine offene Teilmenge von C abbildet, 

X also eine zweidimensionale topologische Mannigfaltigkeit ist. 

Daher ist nur noch zu zeigen, daß die Übergangsabbildungen 

analytisch sind. 

Seien dazu U, F £ £,x £ U A F, W EL £ mitx £ W C W C 

C U r\V. Nach Bemerkung 4.1. gilt: 

FU{WEA(W), FVW EA(fV). 

Aus dem Einbettungssatz (s. 0.1.) folgt, daß die Funktionen 

Fu ° F,yl und F y « FJ auf D holomorph (und bijektiv) sind. 
Damit ist auch die Übergangsabbildung 

F y • FJ : FJU r\ Vs)  Fy(U o V) 

in ;r holomorph, denn : 

F y ° FJ 1 Fc(iy) = F y ° F,yl « F,y ° Ffj\ Fu(IU) 

— (F y ° FJ) o (Fy ° FJ) 1 puuv). o 

Im folgenden Satz wird der Zusammenhang hergestellt zwi- 

schen A (bzw. H) und den üblichen analytischen (bzw. harmo- 

nischen) Funktionen auf der Riemannschen Fläche X. 
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4.3. Satz: Für all offenen Teilmengen Cf C X ist H(JJ) 

(bzw. Ä(CJ')) gerade die Menge der auf ff gewöhnlichen harmo- 
nischen (bzw. analytischen) Funktionen. 

Beweis: Es bezeichne © (bzw. S3) die Garbe der klassischen 
harmonischen (bzw. analytischen) Funktionen auf X. 

(1) Sei ff C. X offen, h G H(ff); sei F £ S, F C F C ff. 

Dann ist h\p G Zf(F) = Re A (V), also existiert eine Folge 

{u„}„eN in Re A ( F), die auf V gleichmäßig gegen h konvergiert. 
Ist fn : = un -f- iu* G A ( F), dann ist fn ° Fÿ1 holomorph auf D. 
Insbesondere ist damit un ° Fÿ1 harmonisch auf D als Realteil 
von fn o Fÿ1, also un\v G ©(F). ©(F) ist abgeschlossen bezüg- 
lich lokal gleichmäßiger Konvergenz, also h\v G ©(F). Dies gilt 
für eine Uberdeckung von U; dies zeigt h G ©(ff). 

Sei umgekehrtG ©(ff), F G S, F C F C U. Aus der ff-Rc- 
gularität von F ergibt sich nach dem soeben Gezeigten die 
©-Regularität, also H(V) = G(V). Damit ist^p G H(V), d. h. 
g\y G H(F). Insgesamt ist somit gezeigt: H(ff) = @(tf). 

(2) Wie in (1) ergibt sich sofort A (ff) C 53 (Cf); da Holo- 
morphie eine lokale Eigenschaft ist und ein lokal gleichmäßiger 
Limes von holomorphen Funktionen wieder holomorph ist, folgt 
À (ff) G 53 (ff) für alle offenen Mengen ff C X. 

Sei nun / G 53(ff), F G S, F C F C ff- Dann ist Re /|(, G 

G //(F); also existiert eine Folge {/„}„<= JV in A (F), deren Real- 
teile auf F gleichmäßig gegen Re f konvergieren. 

Sei x0 = Fÿ1 (o) und ohne Einschränkung so gewählt, 
daß gilt: 

lim/,.(*<,) =/Oo)- 
« —> CX) 

Die Funktionen fn:=fn° Fÿ1 und /: = /» sind dann holo- 
morph auf D und dort konvergiert Re /„ gleichmäßig gegen Re/; 
ferner gilt: 

lim/„(o) =/(o). 
« —  OO 

Sei o < r < 1 ; wegen der gleichmäßigen Konvergenz der Re/„ 
existiert ff/ G R+ (unabhängig von r), so daß 
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für alle » £ JV und alle z £E D(r, o) = {z Œ C: \z \ < rj. Die zu 

Re/„ gehörenden Imaginärteile lassen sich dann auf Z?(r, o) wie 

folgt abschätzen ([3], S. 161 ff): 

II 
Im
/„ L(r,o) < ‘ log 7=7 + I Im/„(o) |. 

Da die Folge {lm/H(o)}„eiv konvergiert, existiert also auch für 

die Folge {|| Im /„||}„e;v eine von n unabhängige globale 

Schranke. 

Die Folge {/„}„Gjv ist also lokal gleichmäßig beschränkt auf D. 
Da die holomorphen Funktionen auf D einen (komplexen) Mon- 

telraum bilden, existiert demnach eine auf D lokal gleichmäßig 

konvergente Teilfolge, die ohne Einschränkung wieder mit 

{/»}»e;v bezeichnet wird. Der Limes dieser Folge sei g\ g ist 
dann holomorph auf D, es gilt Re/= Re^ und /(o) = g(p), 
also folgt: / = g. Damit konvergiert fn auf V lokal gleichmäßig 

gegen /, d. h./£ -4(F). Insgesamt zeigt dies / G -4(£/) und 

damit S3 (U) C Q 

4.4. Bemerkung: Wählt man in der klassischen Situation mit 

X = C statt der Garbe aller holomorphen Funktionen die strikt 

kleinere Garbe, die von den Polynomen erzeugt wird, so erfüllt 

diese Garbe nach wie vor die Verträglichkeitsbedingung (X). 
Im allgemeinen ist also A echt in S3 enthalten. Genauer gilt 

A{U) = 93(f7) genau dann, wenn die Algebren A(JJ) abge- 

schlossen sind. 

5. Weitere Kennzeichnungen Riemannscher Flächen 

In der Standardvoraussetzung wurde von der Existenz einer 

Garbe A „analytischer“ Funktionen sowie einer Garbe von har- 

monischen Funktionen ausgegangen. Die folgenden Sätze cha- 

rakterisieren solche Garben A, die die Existenz einer Garbe H 
harmonischer Funktionen implizieren, so daß die Bedingung (A) 

erfüllt ist und damit die Sätze 4.2. und 4.3. gelten. 

Eingeführte Bezeichnungen, die sich nur auf die Algebren 

A(JJ) beziehen, werden in entsprechender Bedeutung weiterver- 

wendet (A(U), 0f/, Fu etc.). 
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Sei X ein lokal kompakter Raum mit abzahlbarer Basis; ferner 

sei A eine lokal punktetrennende Garbe von Algebren stetiger 

komplexwertiger Funktionen auf X mit i G A(X). Für U C X 
offen sei 

H(l7): = A G CR(U) 
h lokal gleichmäßig approximierbar 

durch Realteile von Funktionen aus A 

Es existiere eine Basis 2 der Topologie von X aus zusammen- 

hängenden relativ kompakten Mengen mit nichtleerem topologi- 

schen Rand, so daß für alle f/ G î A(£7) eine Dirichletalgebra 

ist mit S (A (£/)) = U*. 

5.1. Lemma: Sei U G 2. Dann gilt: Re A(U) = H(U). Ins- 

besondere ist also U eine H-reguläre Menge. 

Beweis: Offensichtlich gilt Re A (£/) C H(JT). Falls gezeigt 

werden kann, daß Ch (H(U)) C U*, folgt dann wegen der Sim- 

plizialität von Re A (U) die Behauptung. 

Annahme: U* ist kein Rand für H{U~). 
Dann existiert h G /£(£/), hj^. ^ o, inf h{x) < o. Die Funktion 

x&U 

h\= — ('h — sup h{x)) 
xGÜ 

gehört dann zu H+(U) und erfüllt die Bedingung 

Il Â I a > H h II u* 

(dabei bezeichnet || • |[^f jeweils die Supremumsnorm in C(A)). 

Sei B der von Re A (U) und h erzeugte Vektorraum. Dann ist 

U* kein Rand für B, also existiert a: G Ch{B) U. 
Zu jeder Umgebung V von V C V C U, gibt es dann h' G B 

mit ||^,||v > ll/^,||(7\v Falls nämlich ||ä'||^ ^ für aHe 

h' G B gilt, ist offensichtlich Ü \ V Rand für B im Widerspruch 

zu x G Ch(B) \ (Ü\ V). 

Speziell sei V G £ so gewählt, daß h auf V gleichmäßig ap- 

proximierbar ist durch Realteile von Funktionen aus A ( V). Diese 

Eigenschaft haben dann alle Funktionen in B. V* ist aber ein 

Rand für ReA(V), also auch für B^p. Andererseits existiert 

h' G B mit 
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II ^ II v > II ^ II 0\ v ^ II ^ IIF- 

Dies ist ein Widerspruch zur Annahme, daß U* kein Rand ist 

für H(U). 
Damit gilt Ch(H(U)) C U*, also 

CR(U*) = Re A (U)\u<, C H(U)W. C C„(£/*).0 

5.2. Lemma: Äquivalent sind: 

(1) Für alle U E £ ist U ein Gleason-Part von E(A(U)') 
und Fa ein Homöomorphismus ; 

(2) H besitzt die Konvergenzeigenschaft von Bauer; 

(3) (*, H) ist ein harmonischer Raum. 

Beweis: (i)=>(2): Sei U C X offen, {A„}m6JV isotone Folge 

aus H(U'), und h\= sup hn sei lokal beschränkt. Sei x EL 
n E N 

wähle V E £, x E V C V C U, so daß h beschränkt ist auf V. 

Nach Lemma 5.1. gilt hn G Re A (F) für alle n E iV; damit 

ist \hn AF}„eJV isotone Folge harmonischer Funktionen auf D 
mit endlichem Supremum h ° Fv. Aus dem Konvergenzaxiom für 

die klassischen harmonischen Funktionen folgt dann zusammen 

mit der Stetigkeit von Fy1 die Stetigkeit von h. 

(2) => (3): Das Trennungsaxiom folgt unmittelbar aus der De- 

finition von H, und die Existenz einer Basis regulärer Mengen 

ergibt sich aus Lemma 5.1. 

(3) =*  (0: Nach Lemma 5.1. gilt für alle U E 

Re A (U) = H(JJ) CR(£/*). 

Damit sind die Bedingungen der Standardvoraussetzung erfüllt. 

(1) folgt dann aus den Sätzen 2.4. und 3.5.0 

A. Baumann charakterisiert in [2] die Konvergenzeigenschaft 

von Bauer durch funktionalanalytische Eigenschaften der Vek- 

torräume H(U)\ H genügt genau dann dem Konvergenzaxiom 
von Bauer, wenn für jede offene Teilmenge U von X der Raum 

H(U) ein Schwartz-Raum ist (bzgl. der Topologie der lokal 

gleichmäßigen Konvergenz). Der folgende Satz geht von einer 

entsprechenden Forderung an die Algebren A(U) aus. Nach Er- 
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gebnissen bei Bierstedt-Gramsch-Meise [4] genügt es allerdings 

zu fordern, daß A eine Fréchet-Montel-Garbe ist, d. h. daß die 

Algebren A(U) (abgeschlossene) Montcl-Räume sind. 

5.3. Satz: Sei X ein lokal kompakter Raum mit abzahlbarer 

Basis, A eine Fréchet-Montel-Garbe von Algebren stetiger kom- 

plexwertiger Funktionen auf X, die lokal die Punkte trennt und 

die Konstanten enthält. Es existiere eine Basis £ der Topologie 

von X aus zusammenhängenden und relativ kompakten Mengen 

mit nichtleerem topologischen Rand, so daß für alle U £ £ die 

folgenden Bedingungen erfüllt sind: 

(1) A (JJ) ist eine Dirichlet-Algebra auf ihrem S'hilov- 

Rand U* ; 

(2) Re A(JJ) ist abgeschlossen. 

Dann ist X eine Riemannsche Fläche mit A als Garbe der analy- 

tischen Funktionen. 

Beweis: Sei H definiert wie in den einleitenden Bemerkungen 

zu Lemma 5.1. Gemäß Lemma 5.2. ist nur zu zeigen, daß dann 
H die Konvergenzeigenschaft von Bauer erfüllt. 

Nach [4], Satz 1.11 ist A als Fréchet-Montel-Garbe bereits 

eine Fréchet-Schwartz-Garbe, also sind die Algebren A(U) 

Schwartz-Räume. 

(1) Sei U E £; A JJ) wird im folgenden als Vektorraum über 

R betrachtet. 

M:={/E A (LT) : Re/ = 0} 

ist abgeschlossener Teilraum von AJJ), also AJJ)lM ein Fréchet- 

Schwartz-Raum ([11], S. 279). Die Abbildung 

z : A(U)jM Re A{U) 

[/] Re/ 

ist dann linear und bijektiv. 

Sei K EU kompakt, e > o, 

»V K : — {Re/ G Re A(U) : ||Re/||„ < e}. 
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We K ist Nullumgebung in Re A(U) (bezüglich der Topologie 
der lokal gleichmäßigen Konvergenz). Bezeichnet q die Quo- 

tientenabbildung von A(U) auf A{U^)lM, dann gilt: 

f({/E 

Die Quotiententopologie auf A(JJ}JM ist also feiner als die Topo- 

logie der gleichmäßigen Konvergenz auf Re A(lT)-t damit ist i 
auch stetig. 

Aus dem Satz der offenen Abbildung folgt, daß i insgesamt 

ein Homöomorphismus und somit Re A (IT) ein Fréchet-Schwartz- 

Raum ist. 

(2) Sei U C X offen, {isotone Folge harmonischer 

Funktionen auf U, h: = sup hn sei lokal beschränkt. Sei V £ £, 
n E N 

V C V C U, so daß h beschränkt ist auf V. Nach Lemma 5.1. 

ist dann hn\VE: ReA(V), es existiert also eine Folge N 

in A (F), deren Realteile global beschränkt sind auf V und punkt- 

weise gegen h konvergieren. Da Re A(V) Fréchet-Schwartz- 

Raum ist, konvergiert dann eine Teilfolge auf V lokal gleich- 

mäßig gegen h ; also ist h stetig und damit harmonisch auf V. 
Unter Benutzung der Garbeneigenschaft von H folgt schließ- 

lich : A e H(U). 

(3) Da die Algebren A(U) abgeschlossen sind, stimmt A(JJ~) 
mit der lokalen Erweiterung A(JJ') überein. Dies zeigt zusammen 

mit Satz 4.3., daß A die Garbe der analytischen Funktionen 

auf X ist.Q 

5.4. Bemerkung: Die Abgeschlossenheit der Vektorräume 

Re A(JJ) für U G £ wurde nur in Teil (1) des Beweises von 

Satz 5.3. bei der Anwendung des Satzes von der offenen Ab- 

bildung benutzt. Es ist ein offenes Problem, ob auf die Abge- 

schlossenheit (oder eine ähnliche Forderung, etwa „Re A(U') ist 
von 2. Kategorie in sich“ oder „Re A(U) ist tonneliert“) ver- 

zichtet werden kann. 

6. Modifikation der Standardvoraussetzung 

Im klassischen Fall bietet sich eine weitere Verknüpfung an 

zwischen holomorphen und harmonischen Funktionen: der Vek- 
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torraum der Realteile aller holomorphen Funktionen auf einer 
offenen Kreisscheibe U stimmt überein mit den harmonischen 
Funktionen auf U. 

Es ist offen, ob die Bedingung 

(St) Re A(U) = H(U) 

für alle Mengen U einer Basis regulärer Mengen die Bedingung 
(A) impliziert. 

Der folgende Satz erlaubt es, unter zusätzlichen Voraussetzun- 
gen an die Basis £ aus Bedingung (21) die Bedingung (A) zu 
folgern. Sei dazu 

U := {U CX-. U offen, Re A(U) = H(£/)}, 

U offen, es gibt {{/„}„ eiV in U, 

 un\, nu„ = ü 
«ejv 

U, : = {U C X : U offen, H0(U) = H([/)}. 

Hierbei wird mit H^(U) die Menge aller stetigen Funktionen 
auf f/bezeichnet, die Restriktion auf Ü einer harmonischen Funk- 
tion auf einer Umgebung von 0 sind. Jede stabile Menge gehört 

zu u, ([5], Theorem 3.15.). 

6.1. Satz: Enthält U r\ U, eine Basis der Topologie von 
X, dann genügt (X, H, A) der Bedingung (A). 

Beweis : Sei U EL U r\ Ua r\ Trivial gilt: 

Re A (U) C H{U). 

Sei h E: HIJJ') und e > o. Wegen //0({7) = H(U) existiert 
h! E H0(U) mit \h — h’\ < e. Nach Wahl von U existiert dann 
U' E U, Ü C U', h' fortsetzbar zu einer harmonischen Funktion 
auf U'. Wegen H(U') = Re A(U') folgt h' £ Re A(U), also 

h E Re A ({/).Q 

6.2. Bemerkung: Im klassischen Fall enthalten U und ll0 sowie 
Us alle offenen Kreisscheiben, die Voraussetzung von Satz 6.1. ist 
also dort erfüllt. 
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