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Eine Beweistheoretische Untersuchung von (43-CA) + (BI)

und verwandter Systeme
Von Gerhard Jiger*) und Wolfram Pohlers in Minchen

In der vorliegenden Arbeit bestimmen wir die beweistheore-
tische Stirke des Systems (43-CA) -+ (B7)der Arithmetik 2. Stufe
mit A3-Komprehension und Bar-Induktion. Bei unseren Unter-
suchungen steht allerdings weniger (43-CA) + (B7) im Vorder-
grund, sondern ein von G. Jiger entwickeltes Teilsystem X7
der Mengenlehre, das neben den Axiomen der Kripke-Platek-
Mengenlehre, wie sie zum Beispiel in [Barwise, 19735] aufge-
fithrt sind, noch Axiome enthilt, die ein zuldssiges Universum
erzwingen, das gleichzeitig die Vereinigung zulidssiger Mengen
ist (3.1.). In der formalen Theorie K77 lassen sich das Spector-
Gandy-Theorem und damit das Axiom f und ein Quantorensatz
(3.1.) beweisen, mit deren Hilfe sich (4}-CA) 4 (B7) kanonisch
in K Pi einbetten 148t (3.1.1.). Zur beweistheoretischen Analyse
von K P7 nitzen wir aus, daB3 das kleinste Modell dieser Theorie
in der konstruktiblen Hierarchie bei 7, der ersten rekursiv un-
erreichbaren Ordinalzahl liegt. Wir entwickeln dazu ein halb-
formales System AS(/) der geschichteten Mengenlehre, das als
beweistheoretisches Pendant zu Z, dient. Die Tatsache, daB3 Z,
ein Modell von K P7 ist, schlidgt sich dann im Einbettungssatz
(3.2.1.) nieder. Wie bereits in [Pohlers, 1978] und [Pohlers,
1979a] angedeutet und in [Jiger, 1979] fur ein schwicheres
System RS(£2) durchgefihrt, lassen sich Schnitte in halbfor-
malen Systemen der Mengenlehre mit Hilfe der Methode der
lokalen Pridikativitit eliminieren, die in [Pohlers, 1978] und
[Pohlers, 1979b] entwickelt wurde. Das Schnitteliminationsver-
fahren fur RS(7) liuft analog wie das in [Jdger, 1979] fir RS(Q)
durchgefithrte Verfahren ab. Fiir eine Einbettung von K7 war
RS(82) allerdings noch nicht ausreichend. Der Grund dafir war
der Mangel eines geniligend starken Ordinalzahlenbezeichnungs-
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systems. Solche Bezeichnungssysteme benétigt man hauptsich-
lich zur Definition sogenannter Kollabierungsfunktionen 2D, :
ON — x wie sie beispielsweise im Kollabierungslemma (2.2.7.)
auftreten. In [Pohlers, 1981 b] wurde ein ausreichendes System
entwickelt. Wir verzichten hier auf die Angabe des Systems, son-
dern verweisen auf [Pohlers, 1981 b]. In § 1 fassen wir lediglich
die hier relevanten Eigenschaften des Bezeichnungssystems zu-
sammen.

Wir erhalten nun eine Ordinalzahlanalyse fiir (43-CA)

+ (BI) auf die folgende Art: Ist / eine geschlossene arithme-
tische Formel mit (4}3-CA4) + (BI) I—— F, so folgt KP7 |— F*
wobei £* die kanonische Ubersetzung von £ ist. Aus K Pi |— F*
folgt “—,r : F* wobei h G im wesentlichen bedeutet, dal} eine
Herleitung einer Tiefe € o von G in RS(/) vorliegt, deren
Schnitte alle einen Rang < ¢ haben (2.2.3.). Durch Schnitt-

‘elimination folgt daraus Ioi Dy. €, .1 F*. Bezeichnen wir die be-
weistheoretische Ordinalzahl einer formalen Theorie 7" mit |77,
so folgt mit den i{iblichen Techniken |(4}-CA4) + (BI)| < | KPi |
< Dy, &, Hierbei ist Dy, e,,, der Kollaps der ersten
e-Zahl oberhalb von 7 unter ot = w,"*| der ersten rekursiv re-
guliren Ordinalzahl. Esist D). ¢, ; = @°@'¢, , 0)o0.

S. Feferman hat in {Feferman, 1979] gezeigt, dal} sein
System 7 in (43-CA) + (BI) einbettbar ist, und G. Jiger hat
in [Jdger, 1981 a] nachgewiesen, dall der Wohlordnungsbeweis
fir jedes a« < Dy, &,,, in T, gefithrt werden kann. Damit ist
zum einen gezeigt, dal diese Grenze scharf ist, zum anderen
folgt die beweistheoretische Aquivalenz von (43-CA4) + (B7)
und 7. Man kann den Wohlordnungsbeweis fiir & << Dy, €, ,
auch mit weniger Aufwand als in [Jidger, 1981 a] direkt in
(A-CA) 4 (BI) fuhren. Auf eine Angabe dieses Beweises haben
wir hier allerdings verzichtet, da er auler der Exaktheit der
Grenze keine weiteren Informationen liefert.

Wir haben uns auch auf die blofie Berechnung der beweis-
theoretischen Ordinalzahl von (A4)-CA) 4+ (B/) und KPi be-
schrinkt. Naturlich folgt damit auch die gleiche Palette von
Ergebnissen wie sie sich bei den Untersuchungen in [Pohlers,
1981 a] fiir induktive Definitionen ergeben haben.
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§ 1. Ordinalzahltheoretische Hilfsmittel

Wir bezichen uns in der vorliegenden Arbeit auf das in [Pohlers,
1981 b] angegebene Ordinalzahlenbezeichnungssystem. Dieses
System ist eine Erweiterung des von Buchholz auf der Basis
der Feferman-Aczel’schen @-Funktionen entwickelten Systems
[Buchholz, 1976]. Wir bezichen uns im folgenden unmittelbar
auf [Pohlers, 1981 b]. Allerdings werden wir das dort beschrie-
bene System nicht in voller Stirke benétigen. Nur die Funk-
tionen @° und @?! und insbesondere die von ihnen abgeleiteten
Kollabierungsfunktionen D, : & (xy) — » werden hier eine Rolle
spielen. Zunichst wollen wir anmerken, daf3 sich das Bezeich-
nungssystem auch auf der Grundlage rekursiv reguldrer, d. h.
zuldssiger Ordinalzahlen anstatt reguldrer Ordinalzahlen ent-
wickeln 1af3t. Wir wollen daher K& als den topologischen Ab-
schluf} der zulidssigen Ordinalzahlen und 7: = »,0 als die erste
rekursiv unerreichbare Ordinalzahl interpretieren. Im folgenden
betrachten wir nur noch Ordinalzahlen des Bezeichnungssystems.
Fir eine Ordinalzahl a bezeichnet at die nédchste zulissige Ordi-
nalzahl, d.h. «* = min {g € K,:« < u}. Die Stufe Sa von «
ist dann die kleinste Ordinalzahl g & Ky mit g < o < pt.

Mit %, & wollen wir im folgenden immer zuldssige Ordinal-
zahlen und mit 4, g, v Ordinalzahlen aus », mitteilen.

o # f bedeutet die natiirliche Summe von « und f. Wir
schreiben immer @ anstatt @°.

In Teil I von [Pohlers, 1981 b] werden die Kollabierungs-
funktionen D_: @(x,) — % eingefuhrt. Wir verwenden hier die
Abkiirzung D, a: = D, D,a. Eine entscheidende Rolle bei dem
Schnitteliminationsverfahren in § 2 spielen die Relationen <«,,
die gegeben sind durch

a &, p:eoa<fund Do < D, p firalle n € [x, SP]

a &, B steht fur « &, fv o« = f, und wir schreiben « & g an-
stelle von a &, .

Ist x = 3%, ..., %, cine Folge zuldssiger Ordinalzahlen, so sei

Dw:=D.(..(D.0...).

Wir zitieren die hier bendtigten Eigenschaften von &,.
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1.1. Lemma

a) « &, f= D0 &, D,pfiralle > x

b) a & fund L y=a&,y

¢) fFo=a, attf

d) a0 e, 0t

e) a& f=aty & pHyund 0* <, o
) a& p=0t¢Ho) &, OEEHP)

Wir schreiben o« <17 =17, ..., 7, wenna <7, fliri = 1,...,n
gilt.

1.2. Lemma

Fir zuldssige Ordinalzahlen n <% <7 = 1,, . . ., 7, gilt:

a) D(a#P) K,y Dia &,y und Dif Ly = Di(a 4 p) L,y
by Di(@*) L,y und D, &,y = D (%) L,y
o) DiBeledt o) £y, Do <,y und Dia €y =

D:Bp (o Ha) L,y

1.3. Lemma

a) Sa &«

b) apundy L =D, aLf

¢) a&fund at Cv=Sa L fHvund at L g v

d) «,fLyHrund Sla+p) <<v= Qoala 3 p) Ly v
e) ad Do Lotk

1.4. Definition

Eine Folge («.: & & /) und eine Ordinalzahl « nennen wir ein
o-Paar, wenn gilt:
(a) Faralle £ < /st a, <, o
(b)y Ist ot <%, Dya € B, EE J und & < B, so folgt Do, K f.

Aus 1.4. folgt sofort



Eine beweistheoretische Untersuchung 5

1.5. Lemma

Ist <(2z: & & /), « > ein o-Paar und & € /, so gilt
o & L aFé

1.6. Definition

Fir eine Ordinalzahl o sei [o] = {§:& < oA 7] Lim(£)}.

1.7. Lemma

Ist / eine Menge von Ordinalzahlen, so ist
< (§:&£& ] ~[0]), 6 > ein o-Paar.
Der Beweis ist klar.

Mit 1.1.-1.4. erhalten wir unmittelbar

1.8. Lemma

Es sei <(«;:& & /), @ > ein g-Paar. Dann gilt:

a) ady=> <(x:&E&]), y > ist ein g-Paar,

by <(a, #Hp:EE ]), a 3 f > ist ein o-Paar,

) <(0*%:&C)), o* > ist ein o-Paar,

d) <(Oolo Ha):EE)), Bo(o # o) > ist ein o-Paar,
e) ot Zx= <(D,u.:EE]), D,a> ist ein o-Paar.

Wir verwenden die Funktion o, « definiert durch g = o und
w, ;o= 0% e-Zahlen sind Ordinalzahlen « mit 0* = «. ife,
sei die Ordnungsfunktion der e-Zahlen. Ist M eine Menge von
Ordinalzahlen, so schreiben wir abkiirzend M & « fir VEE M
(§ € «). Dies gilt analog fiir £, < etc.

1.9. Definition

_ pfalls « = +1

o sonst

o= (n+1)=(a=-n) =1

o= 1
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Wir wollen abschlieBend noch bemerken, dafl wir nur die
Ordinalzahlen < ¢, ,; benétigen werden. Das bedeutet, dal} wir
die Definition von D, aus [Pohlers, 1981 b] durch D,a: = @&'ao
ersetzen kénnen.

§ 2. Das System RS(I) der geschichteten Mengenlehre

2.1. Die Sprache von RS(I)

Als Grundzeichen des Systems RS(/) verwenden wir:

1. Fir jede natrliche Zahl # eine Konstante 7.

2. Fir jede primitiv rekursive Relation Z eine Relationskonstante
R,; die Konstanten fur die arithmetische Gleichheits- und
Kleinerrelation schreiben wir als = und <.

3. Die 1-stellige Relationskonstante 2.

4. Die 2-stellige Relationskonstante & sowie die 1-stelligen Re-
lationskonstanten A/ fiir Mengen und A4 fur zuldssige Men-
gen.

5. Je abzihlbar unendlich viele freie und gebundene Variablen,
die durch #, v, @ bzw. x, ¥, z mitgeteilt werden.

6. Fur jedes « < 7 abzihlbar unendlich viele gebundene Varia-
blen der Schicht o, die durch 2%, y* z* mitgeteilt werden.

7. Die logischen Symbole A, v, ¥/, 3.

8. Runde Klammern, geschweifte Klammern, Querstrich, Dop-
pelpunkt und Komma.

Nennformen werden in ablicher Weise gebraucht.

2.1.1. Induktive Definition der Grundformeln

1. Ist R eine n-stellige Relationskonstante (z = 1) so sind
R(uy, ..., )y und R(ay, .. ., ) Grundformeln der Linge 1.

2. 5ind # und G Grundformeln der Linge m und #, so sind
(FaG)und (Fv &) Grundformeln der Linge max (m,n) 4 1.
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3. Ist 4 (2) eine Grundformel der Linge #, so sind Vx4 (x)
und 3 x A4 (x) Grundformeln der Linge » - 1.

4. Ist A () eine Grundformel der Linge #, so sind Vx4 (x) und
Jx €EvA(x) Grundformeln der Linge » + 2.

Die Schreibweise A [#y, ..., u,] wird verwendet, um auszu-
driicken, dal} in der Grundformel A [#,, ..., #,] hochstens die
freien Variablen #, . . ., z, auftreten; schreiben wir Az, . . ., %,),
so kénnen neben #, . . ., u, weitere freie Variablen vorkommen.

2.1.2. Induktive Definition der Terme

1. Jede Zahlenkonstante ist ein Zahlenterm der Schicht o.

2. Jede freie Variable ist ein Variablenterm der Schicht o.

3. st Alw,vq, ..., 7,] eine Grundformel und sind a, ..., q,
Zahlen- oder Mengenterme mit Schichten € a < 7, so ist
{x*: A*[x*, ay, . . ., a,]} ein Mengenterm der Schicht o + 1.
A*wy, . . ., u,]| entsteht aus A [uy, ..., 2], indem jede unge-

schichtete Variable x durch x* ersetzt wird.

Zahlenterme und Mengenterme nennen wir Terme; Zahlen-
terme, Mengenterme und Variablenterme heilen V-Terme. Die
Schicht eines F-Terms ¢ bezeichnen wir mit sc/k(z). Schreiben
wir im folgenden nur {x*: F(x*)}, so setzen wir voraus, dal
F(x*) die Gestalt 4*[x* a, . . ., a,] hat und sci(a;) < a < 7 fur
alle 1 <7 < 2 gilt.

2.1.3. Induktive Definition der ¢-Formeln F und ihrer I/-Komponen-

ten k, (F)

1. Ist R ecine s-stellige Relationskonstante (2 = 1) und sind
2y, ..., t, V-Terme der Schichten oy, . . ., o, < a, so sind
R(ty, ..., t)und R(#, ..., 1) «-Formeln;

Ey(R(ty, . b)) e = by(R(ty, .., 1)) = {og, .. ., o}

2. Sind # und G a-Formeln, so sind (FA G) und (Fv &)

a-Formeln;

bil(FAG) t = ky((FV Q)1 = by (F) w0 k(6.
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3. Ist 7 (2) eine a-Formel, § < « und 7 ein V-Term der Schicht
y < a, so sind V2 F(+P), 32 F(xF), VxE ¢ F(x) und

J x—E ¢ F (x) a-Formeln;

kn(v xﬂF(xﬂ))3 = {f} v ’éu(F(”)):

B AP FGER)) = ky(F (),

bp(Vx EtF (x): = £;3x € tF(x)): = {y} v by (F(@)).

F heilt Ay(w)-Formel, falls # eine a-IFormel ist, in der keine
gebundenen Variablen der Schicht o auftreten. X (e)- bzw.
I, («)-Formeln sind a-Formeln der Form 32/ (x%) bzw. ¥ 2% F(x%),
wobel F(u) eine Aylo)-Formel ist. & ist eine Formel, wenn es ein
a gibt, so dafl # eine a-Formel ist.

2.1.4. Induktive Definition der X' (a)-Formeln

1. Jede Ay(a)-Formel ist eine X' (a)-Formel.

2. Sind  und G X(a)-Formeln, so sind (#a &) und (Fv &)
Z(a)-Formeln.

. Ist F(u) eine X(o)-Formel, p << o und 7 ein V-Term einer
Schicht < «, so sind V77 (xF), 327 F (2, ¥V xr &t F(x),
Jx & 2F(x) und J2*F(2™) X(a)-Formeln.

(8]

Formeln, in denen keine freien Variablen auftreten, nennen
wir Sidtze. Als Mitteilungszeichen verwenden wir:

FGH fir Formeln,
A, B, C fiir Sitze,

s fur V-Terme der Schicht «,

s, ¢ fir I'-Terme beliebiger Schichten,
a*, 6% fir Terme der Schicht «,

a, b, c fur Terme beliebiger Schichten.

2.1.5. Induktive Definition der Negation 7| F einer Formel F
1Ry - ) = R4y, .., L);

ARy, .., t) . 1= R4, ..., ¢).
2 VFAG): = (VFV 6); 1(FY Gy = (1 Fa 6.
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3. VA F(x%) = 25N F(xX7); 132 F (%) 1 = V 2* 1 F(x%).
4. WWxEtF(x): =2 E 1 F(x); NxEtF(x): =V E ¢ F(x).

Wir schreiben (s € 2), (s & £), (s = ¢) baw. (s == ¢) fur € (5,9,
Z (s,4), =(s,2) bzw. = (s5,£) und lassen bei Formeln in der Regel
die duBeren Klammern fort. Durch Unterstreichen # bezeichnen
wir eine endliche Folge von V-Termen ¢, . . ., ¢, . Ist¢=1¢,,...,¢

so schreiben wir o 3 2 fUr o 4 sck () H ... 4 sck(2). Auf.’:el’::
dem setzen wir
A—B:="TAv B,
A<= B:=(A—B)a (B~ 4),
s=1t 1= (M@E)NMEOANs=2)v (M)A M(E)A
VrEs(x ©HAVXE tx € 5)),
sF1 = "T(s=1),
M,

x

1= fw¥iaf =%

2.1.6. Induktive Definition des Ranges rn(F) und der Héhe ho(F)

einer Formel F.

1. Ist R eine von &, Ad verschiedene n-stellige Relationskon-

stante (7 = 1) und sind 4, ...,¢, V-Terme der Schichten

&y, . . ., &, SO Sel

(Rt ..., t)):=m(R(f, ..., 1)) = o max(3x; = 2,
)

ho(R(ty, ..., 2)) i =ho(R(ty,....2)) =™ 23 . . 3 0¥ "2

[

. Sind s und ¢ V-Terme der Schichten « und g, so sei
(s € 8): =ru(s & &) = o max 3a =1, 38 = 2),
ho(s € &): = ho(s & £): = 01 £ 0¥°2,

v (Ad(s)): = rn (ATZ(S)); =0 (3u-=1),
fo (A[/(J)): = ho (AT{(;)) C o @Bl

3.7 (FAG): = ru(FvG): = max (r(F), rn(G)) + 1,
ho(Fa G): = ho(Fv G): = ho(F) # ho(G).
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4.0 (V2 F(x0): = rn (2°F(2%)): = max (o - 3,
rn (F()) + 1),
ho (V2"F(x%): = ho (A2 F(x™)): = o™ 3 ho (F(z)).

5. Ist # ein V/-Term der Schicht «, so sei
m(VxEtF): = mQAxEtF(x): = m(uCta Flu)+ 2
ho(Vx EtF(@)): = ho(Ax EtF(x)): = 0® 3 H ho(u E ¢ A
A F(u) + 2.

2.1.7. Lemma

@) m(F)y=rrn(F)und ho(F) = ho(F).
(b) Ist a = max (£y(F) £y(T1F)), so ist F eine a-Formel mit
w:3a=—12)< m(F) <o 3e+ o

2.1.8. Satz

(a) Firs=o,1:m (F,) < rm(Fyn F).

(b) Fira < o:rn (F(a*) < rn (V2" F (7).

() rm(Vx°(x"Ea’ " — F(x%)) < ru(Vx € a° M1 F(x)).
(d) ru(3AxP(a =" A F(2P)) < rn(a € {2 F(«P)}).

() Firx <o:ru(a® = M) <ru(Ad(a)).

2.2. Herleitungen in RS(I)

Zur Formalisierung verwenden wir den Tait-Kalkual. Mit I', /1
werden endliche Mengen von RS (/)-Sitzen bezeichnet. Diese
Satzmengen sind disjunktiv zu interpretieren, und wir schreiben
(z.B) A, 4, B fur I'v A {4, B}.

2.2.1. Definition

k()= &, (A): 4 €T}

Axiome von RS(I)

(A1) T, i7(m)
(A2) T, M(a**"



(43)
(4 4)
(A453)
(46)
A7)
(4°8)
(49)
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I'a & m

I'VxEwlkl(x)

I, R,(my, ..., m), wenn Z(my, ..., m ) wahr ist.
I R,(my, ..., m), wenn Z(my, . .., m,) falsch ist.

I'R,(ay, ..., a,), wenn o < sch(a) firein1 <7 < # ist.
r, P(a®), P(a¥)
I', Ad(a*), wenn a << ot ist.

Schliisse von RS(I)

(A)
v)
)
63
(€)
(&
(39
(Ad°)
(C7x)

)
ery

Die

Iy, Agund Iy, Ay =T, Iy, Aga 4,

I, A, oder F,All-—F,AOV A,

Iy (x€a ' — FE) =T, Vx € o "1 F(x)
32" (2" € a” "' A F(2%)) ,—F,E}an"+1F(x)
NNad@=+"arF@ah) =T, ac {x*: F(%)}

LA (a4 v NF@) -1 a & (& FGP)}

I, F(a%) ]—- I, 3x°F(x7), wenn o < o ist.

I a" = M, |=T, Ad(a’), wenn x < o ist.

I, x*3 9" A (2%, v¥) }— I'32Va*Iy € 2”4 (x% v), wenn
o << % und A (u, v) eine Ay (%)-Formel ist.

I, F(a) fir alle ¢ <o f—— I,V 27 F (%)

I'a” = M, furalle x <o l— I, ﬂ(a"), wenn ot < ¢ ist.

Schliisse (V°) und (Ad”) nennen wir o-kritisch. Die

Schliisse (A)-—(Ad°) fithren neue logische Zeichen oder Kon-
stanten ein. Die Formel der Konklusion, in der dieses Symbol
eingefithrt wird, heiit Hauptformel dieses Schlusses.

Schnitte von RS(I)

Iy A vund Iy, V4 =Ty, T

Die in einem Schnitt beseitigten Formeln 4 und 74 heilen
Schnittformeln; der Rang cines Schnittes ist der Rang seiner
Schnittformeln.
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2.2.2. Bemerkung

Die Stirke von RS (/) liegt in den Schliissen (C/x); nur durch
sie wird das System impridikativ.

2.2.3. Induktive Definition von IZ— r

t. Ist I' ein Axiom von RS(/), so gelte L"f—]’ fur alle p und
alle o mit k,;(I") £ a.

N

. Gilt I:—‘ I'. mit o, € o fir jede Pramisse eines nicht kritischen
Schlusses oder eines Schnittes vom Rang << o mit Konklusion

I"und ist I'C A sowie £;,(A) £ a, so gelte Lf— A.
3. Unter den Voraussetzungen
(01) [T, F(a* fir alle o mit £ <o,
(02) < (x:&& [0]), « > ist ein o-Paar,
(63) INVa'F(")C Aund £,;(4) L«
gelte L‘f—- A.
4. Unter den Voraussetzungen
(o 1) E”F, a’ = M, fur alle » < g,
(02) < (a,:% < 0), o > ist ein g-Paar,
(63) I'yAd(a®)C A und £,(A) & «
gelte B‘— A.

2.2.4. Folgerung
(a) IZ— I'= k(I Lo
() T ag oSt T

2.2.5. Lemma (Strukturschlullemma)

- I, T'C A, by(A) € o= = A,

In den folgenden Beweisen werden wir Folgerung 2.2.4,
Lemma 2.2.5 und die Ordinalzahlenlemmata ohne weitere Lr-
wihnung verwenden.
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2.2.6. Satz (Inversionssatz)
Fir &, » < ¢ und Limeszahlen v < o gilt:

() [T, V2F (%)= [T, Fa).
(b) =T, V2F )= F" T VF (1),
(c) B‘—F, Ad@@®) = I—;‘—#" I o=+ M,

Beweis von (a) und (c) durch Induktion nach « mit Hilfe von
Lemma 1.3; (b) folgt unmittelbar aus (a).

2.2.7. Lemma (Kollabierungslemma)

[ I C ), g <n=> 2T

Beweis durch Induktion nach «. Aufgrund der Voraussetzun-

gengilt £,,(I") L wund £, (I") < %. Daher gilt auch £,,(I") £ D, .
1. Ist I" ein Axiom, so folgt daraus die Behauptung.

2. Ist I' durch einen nicht kritischen Schlul} oder einen Schnitt
vom Rang < p erschlossen, so ist jede Priamisse eine Menge
von &(x)-Sitzen. Die Behauptung folgt dann aus der I.V.
Induktionsvoraussetzung).

3. Ist 1" durch einen o-kritischen SchluB3 erschlossen, so ist

o < x; die Behauptung folgt daher ebenfalls aus der I.V..
2.3. Beweisbare Sitze in RS(I)

In diesem Abschnitt geben wir einige Siitze an, die sich in
RS(7) zeigen lassen. Wir verzichten auf die genaue Ausfihrung
der Beweise und verweisen fur Details auf [Jidger, 1979].

2.3.1. Satz (Aussagenlogische Vollstindigkeit)

24, 4.

Beweis durch Induktion nach /o(A).
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2.3.2. Lemma

Fary = 033 # 032 4 6 und « < f gilt:
(a) ’:— a* = a"
(b) Ioﬁ-tﬂ*':" a*c My

Beweis mit Satz 2.3.1.

2.3.3. Lemma (Gleichheitslemma)

Fiur 0 = @31 3£ %! # 0?1 und p = o - max (3o =1,
31, 3y—=1) gilt:
(@ La+daqgcder,
(b) z_+z a* = bﬂ’ a* ==, b — e,
() a4 aa, e

Beweis durch simultane Induktion nach a # 8 4 y.

2.3.4. Satz (Gleichheitssatz)

Ist 4z, 2] eine Grundformel der Linge £, so gilt fur alle
e-Zahlen o und alle Terme &%, 4°, ¢ mit Schichten < o:
Z:;a#ﬁ#g @ =+ bﬁ, —]Ag[aa, £], Aa[[)ﬁ’ _[]'

Beweis mit Hilfe von Lemma 2.3.3 durch Induktion nach 4.

2.3.5. Satz (Fundierungssatz)

Zu jeder Grundformel A4 [u, v] gibt es ein £, so da} fur alle
e-Zahlen o und alle Terme ¢ mit Schichten < o gilt:

o-kHc ] o 40 o[, 0 G AO[,.0
h— ‘v’x(‘v’yExA[y,g]ﬂA[x,g])——»VxA[x,g].
Beweis. Wir wihlen ein geeignetes m und zeigen

e * et QY (Y € 27 A%y, €] — A2 <)), A°[ %, <]

fur alle e-Zahlen ¢ und alle Terme 2%, ¢ mit Schichten < ¢ durch
Induktion nach «. Daraus folgt die Behauptung unmittelbar.
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2.3.6. Satz (Vollstindige Induktion)

Zu jeder Grundformel 4 [z, v] gibt es kein 4, so daf fir alle
e-Zahlen und alle Terme mit Schichten << o gilt:

|4 % 207 0 (30 < 20— A7 [, £]) = A7 [0, c]) >V 224720, £].

2.3.7. Satz (Paar- und Vereinigungsmenge)

Firo, <t=w- 0,7y =014 0¥ 14 11 und § = 0’1 {1
gilt:

(@) [FAx@ca Al e,
(b)y f-3FVrEFVyEx(yE ).

Beweis mit Lemma 2.3.2.

2.3.8. Satz (A4,-Separation)

In jeder 4,-Grundformel A4 [#, v] gibt es ein £, so daf} fur alle
e-Zahlen ¢ und alle Terme &* ¢ mit Schichten < ¢ gilt:
o-kHFadte 3 29 (M(ZU) A vxa(xa E Zaexoe a* A Aa[xa’ é]))

g+ &

Beweis. Wir setzen 7 = « 4f ¢; dann kann man zeigen, dal}
der Term 6*"': = {x": 2" € a* A A[+", ]} ein Beispiel fur den
obigen Existenzsatz ist.

2.3.9. Satz (4,-Kollektion)

Ist 4 [x, v, w] eine Ay-Grundformel, so gilt fur alle » und alle
Terme o* ¢ mit Schichten < x:

x-23a o * x % x o P x

5 YA YARN Y ]l >3V Ty E A2y, o]
Beweis mit Satz 2.3.1 und der SchluBregel (C/x).
2.3.10. Satz

Fur ot < o: |§,_w T o 35 (a“ S Ad()’a))'

Beweis mit Lemma 2.3.2 und der SchluBregel (44* ).
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2.3.11. Satz

Zu jeder Grundformel A [x] gibt es ein £, so daB fir alle
&-Zahlen o und alle Terme ¢ mit Schichten < o gilt:

A% 747 ], 4M[c].

Dabei erhalten wir 47 [¢], indem wir in A47[¢] alle Vorkom-
men von Va°(...x2%...) und F2°(...2"...) durch Vx&E M,
(...x..)und Jx & M (...x...) ersetzen.

Beweis durch Induktion nach der Linge von A [#].

2.4. Schnittelimination in RS(I)
2.4.1. Definition

Mit [A]® bezeichnen wir die Kollektion der Sitze, die da-
durch aus 4 entstehen, daB jedes Vorkommen von 327 (.. .27, . .)
mit « <y durch J2°(...2"..) oder Jx € My(...x...) mit
« < B <y ersetzt wird. Mit 4® teilen wir ein beliebiges Ele-
ment von [A]® mit.

2.4.2. (Begrenzungssatz)

Ay, .., 4,= T AR, A,
Beweis durch Induktion nach «. Es sei I'' = {4,,..., 4,}
und I'®: = {4® .. 4™}, Die Behauptung ist trivial oder

folgt unmittelbar aus der 1.V., falls I" nicht die Konklusion
eines (37)- oder ((/x)-Schlusses mit o > a oder % > o ist. An-
dernfalls unterscheiden wir:

1. Es gibt ein f € « und einen Term ¢ mit
) Ln, B,
wobel Iy, 327/ (x”) C I'ist. Aus der 1. V. erhalten wir
(2) [ I, FOe).

Tritt ¢ in F(c”) auf, so ist y € §; tritt ¢ nicht in F(c”) auf,
so ersetzen wir ¢ durch 6. Wir kénnen also y < ff annehmen.
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2. Es gibt ein f « «, so daB3
3) [ To YV y A, 57)
und I'y, 32*°V "3y E 274 (x%, ) C I ist. Mit der 1. V. erhalten
wir hier
wff 1 o T 3 TN

Aus (2) und (4) erhalten wir unmittelbar oder mit Hilfe von
Lemma 2.3.2 die Behauptung.

2.4.3. Lemma
Ist I', A ein Axiom mit £,(I") € a, so gilt
La,14 = FT, A

Beweis durch Induktion nach g.

2.4.4. Lemma (Pridikatives Eliminationslemma)

Ist 72(A) = p keine zuldssige Ordinalzahl, so gilt:
|%—F,/1 und I-g—/l,—]A=> }g—#‘ﬂf',/l.
Beweis durch Induktion nach « 3= f.

1. Ist I, A ein Axiom, so folgt die Behauptung aus Lemma 2.4.3.

2. Ist I') 4 durch einen SchluB3 (S) erschlossen, dessen Haupt-
formel nicht A4 ist, dann gibt es a; < o, so dal fur alle Pra-
missen dieses Schlusses |g—‘ I'. gilt. Mit der 1. V. folgt

[2#/ I\ {4}, 4, und wir erhalten daraus mit (S) die Be-
hauptung.

3.0 A und A, 1A sind Konklusionen von nicht kritischen
Schlissen mit Hauptformeln 4 und 7]4. Dann gibt es ¢, & «,
fo € f und eine Formel B, die nach Satz 2.1.8 einen Rang
< p hat, so daQ |;—" Iy, B und "Z—°A0, 8, wobei I'yC I, 4
und A, C A, 74 ist. Mit der 1. V. und den Voraussetzungen
erhalten wir [2%# I'y\ {4}, 4, B sowie % I', A\ {14}, 18
und daraus mit einem Schnitt vom Rang < ¢ die Behauptung.

2 Minchen Ak. Sb. 1982
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4. I', 4 ist die Konklusion eines (37)-Schlusses mit Hauptformel
A =32 F(x7). Dann gibt es ein ay; € « und einen Term ¢’

mit

(1) | To F(e),

wobei y < o und I'yC I', 4 ist. Nach Satz 2.1.8(b) ist

rn (F(c")) < o. Aus (1) folgt mit der 1. V.

() B Lo\ {4}, F(e).

Mit dem Inversionssatz 2.2.6(a) erhalten wir aulerdem

(3) BF 4, 1F(E).

Tritt ¢ in F(c") auf, so folgt aus (1) y & &g Tritt ¢ nicht in
F(c") auf, so ersetzen wir p durch o. In jedem Fall folgt die
Behauptung aus (2) und (3) mit einem Schritt vom Rang < g.

5. Ist I', A die Konklusion eines (4d°)-Schlusses mit Hauptfor-
mel A, so zeigen wir die Behauptung analog zu 4.
In allen noch verbleibenden Fillen folgt die Behauptung aus
Symmetriegriinden.
2.4.5. Satz
Ist p nicht zuldssig, so gilt

B, I'= = I

Beweis mit Hilfe von Lemma 2.4.4.

2.4.6. Definition

Fir alle nattirlichen Zahlen # gelte:

ity[o, Bl: = Dalo 4 ) und it, (e, Bl: = Doxa 3 12, [a, B).

2.4.7. Lemma

Gilt £,(A) Koy L o, £(14) € oy € &, 0 F 0 und
B<rn(A) < p+ o < BF so gibt es ein # und ein 6 < g mit
rn(d) < f + o7 n und it,[0, Bele # %) # Bole # o) <
< Bele # ).
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Beweis. Ist 7#2(A) = f, so setzen wir # = 1 und ¢ = 0. An-
derenfalls gibt es 0y = ... =2 0, mit r2(4) = f + o™ +...+
»”. Dann setzen wir » = £+ 1 und ¢ = ¢,. Mit Hilfe von
Lemma 2.1.7(b) und etwas Ordinalzahlenrechnung folgt die
Behauptung.

2.4.8. Satz (Pridikative Schnittelimination)
Ist § nicht zuldssig und § + 0? < f+, so gilt:
@ Fe (o # )
|ﬂ_-+— w0 I'= ’ﬁ_ I
Beweis durch Hauptinduktion nach ¢ und Nebeninduktion

nach a«. Ist p = o, so folgt die Behauptung aus Satz 2.4.5. Ist
o == 0, so unterscheiden wir zwei Fille:

1. I'ist ein Axiom, Konklusion eines Schlusses oder eines Schnit-
tes vom Rang < f. Dann folgt die Behauptung aus der 1. V.

2. I' ist die Konklusion eines Schnittes mit Schnittformel A, fiir
die p <»n(A4) < p + o gilt. Dann gibt es ay, a; € o mit

(1) |%+ w? FO’ A4 (2) |:;—l+u,a Pl) _]A
wobei [, Iy C I'ist. Mit der Neben-1.V. erhalten wir
(3) %’(0#%) I, A (4) |%r(o#al) /e V|

Aus (1) und (2) folgt, daB £,;(4) € ¢y und £,(4) £ a, ist.
Wir wihlen nun # und o entsprechend Lemma 2.4.7 und er-
halten mit einem Schnitt aus (3) und (4)

\ Bl (o 3 o) # B (0 3 o)
(5) I? ' FO) Fl‘

+ % n

Durch #n-fache Anwendung der Haupt-1. V. folgt daraus nach
Lemma 2.4.7 die Behauptung.
2.4.9. Lemma (Impridikatives Eliminationslemma)

Unter den Voraussetzungen

@ BV F@): 1 <i<m), 37 GO,

2
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) |4, Vy GG,
() I'C Z(¢) und {G(u), Fy(2), ..., F, (1)} C Ay(%)
gilt li—#ﬁ#x'('n DDA <0< m)
Beweis. Es seien ¢ = ¢y, . . ., ¢,, beliebige Terme mit Schich-

ten << %. Wir schreiben I', fur I', {#,;(¢;): 1 <7 < m}. Mit dem
Inversionssatz 2.2.6(a) erhalten wir aus (a)

() B, 3560m.

Da I',, 3y G (v) C X(x) ist, folgt mit dem Kollabierungslemma
2.2.7 fir y = D, (« 4t o).

@ [T, 3560

und daraus mit dem Begrenzungssatz 2.4.2

G 7L, 3y6eun.

Eine Anwendung des Inversionssatzes 2.2.6(b) auf Vorausset-
zung (b) ergibt auBerdem

@ 74,9607,

Man sieht sehr leicht, daB3 »» (317G (")) < « ist. Aus Vor-
aussetzung (b) folgt auBerdem » <« f. Mit Hilfe von § 1 ergibt

sich "' CaHpxdtcund B Hy € adtp 4 x4 o Mit
einem Schnitt folgern wir daher aus (3) und (4)

() EFPH L, 4

Mit (V*)-Schlissen folgt daraus die Behauptung.

2.4.10. Satz
Ist I'C X(%) und sind Ay, ..., 4, I,(x)-Sitze, so gilt
DAy, A,=> =T 4,...,4

”n

Beweis durch Induktion nach a. Ist I', 4, ..., 4, nicht die
Konklusion eines Schnittes vom Rang #, so folgt die Behaup-
tung aus I.V. Anderenfalls gibt es einen Satz B vom Rang x
und o, o¢; € o mit
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(1) l%q_+1 FO' B und (2) |%L+1 ]-'1, oo

wobei Iy, ITC I'y Ay, ..., A4, gilt. Da »»(B) = x ist, kénnen
wir o. E. annehmen, daB3 B ein II;(x)-Satz und 7B ein 2(x)-
Satz ist. Mit der [.V. erhalten wir also

@) [ Ty B und @ [ s,
und daraus mit dem impridikativen Eliminationslemma 2.4.9
(5) fFenEe ety o, Iy

Aus (1) folgt, daB » € oy & « ist. Daher gilt o™ # o™ 4
%+ (n 4+ 2) € o* und die Behauptung folgt unmittelbar aus (5).

2.4.11. Satz (Impridikative Schnittelimination; 1. Teil)

&, Fund I'C Z@) = [2@ T

Beweis mit Satz 2.4.5 und Satz 2.4.10. Die Einschrinkung
I'C X2(Z) ist nur notig, wenn 2 zulidssig und 2 = 1 ist.

2.4.12. Satz (Impridikative Schnittelimination; 2. Teil)
x adty yv
l;—f"und rc2h=r, T

Beweis durch Hauptinduktion nach » und Nebeninduktion
nach «. Ist I' nicht die Konklusion eines Schnittes vom Rang
> u, so folgt die Behauptung aus der 1. V. Anderenfalls gibt es
g, oy &€ o sowie einen Satz A, u < rn(A) < v, mit

(1) Lﬁ Iy, A und @) =

wobei I'y, Iy C I' ist. Wir setzen B: = max (£,(4) Y £;(714))
und 4: = SB. Aus (1) und (2) folgt 4 £ B & max (ag, ;) & a.
Mit Lemma 2.1.7(b) erhalten wir auBerdem u <A< g < rn(A4)
<w: 3+ o <it<v. Wegen Iy, I, 4, 74 C X(A*) ergibt
die Neben-1.V. aus (1) und (2)

® B Toa  und @ B o4

A+1

Mit dem Kollabierungslemma 2.2.7 folgt fiirr y, = D, (e, $ %)
(f=o0,1)
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(s) B, Ip 4 und ©® By, In4

+1

und mit einem Schnitt fiir y = y, # 3,

(7) H‘+1+w3ﬂ+1 d s &

Nun wenden wir den schwachen Eliminationssatz 2.4.8 an und

erhalten fir 6 = @G+ 1) G H» 4+ 1)

® By Lo I

1. p = i. Dann folgt die Behauptung unmittelbar aus (8), da
sich mit Hilfe von § 1 6 € o« 3 » beweisen 148t.

2. p <A Dann ist Iy, It C 2(4) und Satz 2.4.11 ergibt

© [ Lo Iy
Da 4 < » ist, schlieBen wir mit der Haupt-1. V. auf
(10) B2 1, Iy

n+1

Die Behauptung folgt unmittelbar aus (10), da sich mit Hilfe
der Sitze von § 1 6 3 4 € a 4 v beweisen l40t.

2.4.13. Bemerkung

Falls g nicht zuldssig ist, kann man in Satz 2.4.12 g + 1
durch p ersetzen.

§ 3. Formale Systeme
3.1. Die Theorien KPi und (A}-CA) + (BI)

K Pi ist eine Theorie der Mengenlehre iber den natirlichen
Zahlen als Urelementen, die ein rekursiv unerreichbares Men-
genuniversum beschreibt. Wir erhalten sie aus Barwises Theorie
KPU* (vgl. [Barwise, 1975]), indem wir zusitzlich fordern,
dal3 die Urelemente gerade die natiirlichen Zahlen sind und daB
jede Menge Element einer zulidssigen Menge ist.

Es sei L die Sprache der Zahlentheorie mit Konstanten f{ur
alle nattrlichen Zahlen und primitiv rekursiven Relationen. Die
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Theorie KP7 wird in der Sprache L* = L(&, N, M, Ad) for-
muliert, wobei wir L erweitern um eine Mengenkonstante NV fur
die Menge der natiirlichen Zahlen und Relationskonstanten &
fir Elementbeziehung, M far Mengen sowie Ad fir zulissige
Mengen. Ay, 2- und II-Formeln definieren wir wie iblich.

Neben den Axiomen und SchluBregeln des klassischen Pridi-
katenkalktls umfaBt A P7 die Axiome der Zahlentheorie mit
dem Schema der vollstindigen Induktion, ontologische Axiome
und mengentheoretische Axiome. Die ontologischen Axiome
driicken aus, daB3 die natiirlichen Zahlen die Menge & der Ur-
elemente bilden und dalB jedes Objekt entweder ein Urelement
oder eine Menge ist. Entsprechend wird die Gleichheitsrelation
definiert durch

a=20b:o (NM(@n TMG)A a=6b)v (Ma)r M)
AV2xEa(xEHAVXEb(x € a)),

wobei = die arithmetische Gleichheitsrelation bezeichnet. Das

Gleichheitsschema wird beziiglich = formuliert. Die mengen-

theoretischen Axiome lassen sich in zwei Gruppen gliedern. Zu-

erst die Axiome der Kripke-Platek-Mengenlehre:

(Pa) Jz(aE zn b E 2),

(Ve) JzVyEavVxreEy(x € 2),

(Fu) Vx(VyExA(y) — A(x)) — VxA (x) fur alle Formeln
fur alle Formeln A4,

(Ay-Sep) 3z (M(z) ANVzx(xcz<>xEan A (x‘)))

fur alle 4,-Formeln 4,
(4g-Kol) VxEa3yA(x,y) >JzVxEadvesdA(x,y)

fur alle 44-Formeln 4.

Die zweite Gruppe mengentheoretischer Axiome formalisiert,
daB3 das Universum eine Vereinigung von zulidssigen Mengen ist:

(Ad 1) Ad(@) — Tran(@)a N € a,

(Ad2) Ad(@)n Ad(B) > a € bva=15bvbE a,

(Ad 3) Ad(a) — (Pa)* n (Ve)* A (Ay-Sep)* n (Ag-Kol),
(Lim) VxJy(Ad(y)a x € »),
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wobei (S)* die Relativierung des Axioms oder Schemas (S) auf
die Menge @ bedeutet. Mit den Axiomen der ersten Gruppe folgt
nach [Barwise, 1975] die Herleitbarkeit der A-Separation in
KPi:

(A4-Sep) VxE a(A(x) <> B(x)) > Jz(MEAVr(x € 2«
“>xEan A(x)))

fur alle 2-Formeln 4 und /I-Formeln B. Die Axiome der zweiten
Gruppe ermoglichen es, in K P7 eine formalisierte Version des
Spector-Gandy-Theorems zu zeigen und damit das Axiom f zu
beweisen. Das Axiom g erlaubt es uns, jede wohlfundierte Rela-
tion auf einer Menge ordnungserhaltend in eine Ordinalzahl ab-
zubilden. Fir Einzelheiten verweisen wir auf [Jidger, 1979] und
[Jiger, 1981 b].

Die Theorie (4;-CA) + (B7) ist formuliert in der Sprache Z,
der Arithmetik 2. Stufe und umfaBt neben der rekursiven Zah-
lentheorie das Schema der vollstindigen Induktion, das Schema
der A}-Komprehension

(45CA) Vx(A(x) <> B(x)) > 3ZVx(x €& Z < A(x))

firr alle 23-Formeln 4 und IT}-Formeln B sowie das Schema der
Bar-Induktion

(BI) WF(L)—[Vx(Vy<xA(y)—> A(x)) > VxA(x))

fur beliebige arithmetische Relationen < und beliebige For-
meln 4.

Jeder Satz # der Sprache Z, 13t sich in natirlicher Weise in
einen Satz /* der Sprache L* iibersetzen, indem wir die Zahlen-
quantoren Yx(...x...), 3x(...x...) ersetzen durch Vx E N
(...x...), 3z & N(...x...) und die Mengenquantoren VYV
(.Y 0,3V (... Y. HdurchVy(y C N— ...y...), vy C
Na ...y...). Der Zusammenhang zwischen Analysis und Men-
genlehre wird hergestellt durch den folgenden

Quantorensatz

Zu jeder X}-Formel / aus L, gibt es eine 2-Formel /. aus L*
mit KPi |— F* <> F,.
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Der Beweis dieses Satzes ist in [Jager, 1979] und [Jdger,
1981 b] ausgefithrt und basiert wieder auf einer Verwendung des
Spector-Gandy-Theorems. Aus dem Quantorensatz, dem Axiom
p und der A-Separation in K7 folgt unmittelbar, daB sich
(4-CA) + (BI) in KPi einbetten 1d8t. Dabei beweisen wir die
(Ubersetzung der) Bar-Induktion, indem wir die wohlfundierte
Relation mit Hilfe des Axioms 8 zuerst in eine Ordinalzahl ab-
bilden und dann das Fundierungsschema anwenden.

3.1.1. Satz

Ist F ein Satz aus L,, so gilt
(43-CA) + (BI) i—— F= KPi |— F*,

In [Feferman, 1975] und [Feferman, 1979] hat Feferman
Theorien fur explizite Mathematik eingefithrt und gezeigt, dal
sich seine Theorie 7y in (43-CA4) + (BI) interpretieren 140t
Die beweistheoretische Ordinalzahl einer Theorie 7" bezeichnen
wir mit |7]. $ £ 7 bedeute, daB sich die Theorie S beweis-
theoretisch auf die Theorie 7 reduzieren 1aBt; S = 7 driickt
die beweistheoretische Aquivalenz aus. Wir erhalten also

3.1.2. Satz
(2) Ty< (45-CA) + (BI) < KPi.
(b) |To| £ [(4-CA) + (BI)| < |KP:|.

3.2. Die beweistheoretische Abgrenzung

Wir erweitern nun die Sprache Z* von X P7 um eine 1-stellige
Relationskonstante 2 und formulieren die Axiome fir 4, (P)-
Formeln anstatt fur 4,-Formeln. Ist < eine primitiv rekursive
Wohlordnung auf den natiirlichen Zahlen, so setzen wir

Prog< (P): & Vx EN(Vy EN(y <x— P(3))— P)),
I<(P): & Prog< (P) — YV x €& N P(x).

/< (P) ist dann eine Ay(P)-Formel. Die beweistheoretische
Ordinalzahl von K 77 ist die kleinste Ordinalzahl «, so dal3 keine
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primitiv rekursive Wohlordnung < vom Ordnungstyp |<| =«
existiert, firr die KPi |— 7« (P) gilt.

Ist A [«] eine Formel der Sprache L*(2), in der héchstens die
freien Variablen 2 = u,, . . ., #, auftreten, und ista = a,, .. ., @

% n

eine Folge von RS(/)-Termen, so erhalten wir daraus eine
I-Formel 4/[a] der Sprache von RS (/), die einen Rang < 7 + o
hat, indem wir die freien Variablen # durch die Terme «, die
Mengenkonstante &V durch A7, und alle unbeschriankten Quan-
toren Va(...x...), 3x(...x...) durch V&/(...2°. ..),
Jxf(.. .27 . .) ersetzen.

3.2.1. Satz (Einbettungssatz)

Gilt KPi I—- Alx] fur eine L*(P)-Formel A4{x], so gibt es na-
tirliche Zahlen » und » mit

RS FrFe Ala)
fiir alle RS(/)-Terme a.

Beweis durch Herleitungsinduktion. Mit den Sitzen 2.3.1 bis

2.3.11 folgt die Giltigkeit der Behauptung fir alle Axiome von
K Pi. Bei komplexeren Herleitungen folgt sie aus der 1. V.

3.2.2. Satz
KPil=14(P)= |<| < Do &1,
Beweis. Die (Ubersetzung der) Formel 7« (£) ist offensicht-

lich eine 2(o*)-Formel. Nach Satz 3.2.1 gibt es # und # mit

RS(I) |57 1< (P).

Mit Satz2.4.11 und Satz2.4.12folgtdaraus flira = 7 -, (/- m)

RS(]) ,‘f— 1< (P).

Mit dem Kollabierungslemma 2.2.7 und Satz 2.4.5 erhalten
wir fur B = Dy, «

RS(I) - 1<(P).

Die bekannten Techniken (vgl. etwa [Schitte, 1977]) er-
geben | < | < B; auBerdem ist f < Dg. &, 1.
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3.2.3. Satz (Hauptsatz)
(a) Ty= (4yCA) + (BI)= KPi.
(b) [Zo| = [(45:CA) + (BI)| = |KPi| = B(B'¢, , 0)0.

Beweis. Nach [Jiger, 1981a] ist @(@', ,,0)0 < |7,|.
Aus Satz 3.2.2 folgt |KPi| < Dy, &, = G(Bre, . 0)0.
Mit Satz 3.1.2 ergibt sich also die Behauptung.
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