
BAYERISCHE AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN 

MATHEMATISCH-NATURWISSENSCHAFTLICHE KLASSE 

SITZUNGSBERICHTE 

JAHRGANG 

1983 

MÜNCHEN 1984 

VERLAG DER BAYERISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN 

In Kommission bei der C. H.Beck’schen Verlagsbuchhandlung München 



Über die simultane Approximation 
zweier meromorpher Funktionen 

Von Gerald Schmieder 

Vorgelegt von Karl Stein am 21. Oktober 1983 

1. Einleitung 

Simultane Approximation zweier meromorpher Funktionen in der kom- 

plexen Ebene gestattet das Fusionslemma von Alice Roth [8]. Es sagt sinn- 

gemäß folgendes aus: Sind Kv K2 kompakte und disjunkte Teile von C und 

mv m2 auf C meromorph erklärte Funktionen, die auf einer kompakten 

Menge K wertemäßig dicht beieinander liegen, so läßt sich eine dritte mero- 

morphe Funktion finden, die auf Kj w K dicht bei m1 und auf K2^~J K 

dicht bei m2 liegt; wie dicht, hängt (erstaunlicherweise) nicht von den 

Funktionen mv m2 oder von K, sondern allein von Kv K2 und dem Maxi- 

mum von I m1 —- m21 auf K ab. 

Dieser Sachverhalt hat in der komplexen Approximationstheorie eine 

zentrale Position eingenommen (s. [2]). 

P. M. Gauthier zeigte auf, daß der Beweis von A. Roth auch auf nicht 

kompakte Riemannsche Flächen übertragen werden kann ([4], S. 143ff). 

In dieser Arbeit soll ein Beweis für eine stärkere Version des Fusionslem- 

mas auf Riemannschen Flächen gegeben werden. Es erweist sich, daß man 

dazu sogar mit schwächeren Voraussetzungen als in [4] auskommt. 

Grundlage aber bleibt die Beweisidee von A. Roth für den ebenen Fall. 

Der Frage, wie gut die durch das Fusionslemma gelieferte Funktion m 

auf fCj die Funktion m1 bzw. auf K2 die Funktion in2 tatsächlich approximiert 

(oder approximieren kann), wurde bisher nicht nachgegangen. Eine exem- 

plarische (und für den ebenen Fall charakteristische) Betrachtung wird dar- 

über im 4. Abschnitt durchgeführt. 

In der Tat wird oftmals, wenn auf K etwa | m1 — m21 < a gilt, die fusio- 

nierende Funktion m auf Kj die Ungleichungen | wi- — m | < (1 + S)cn er- 

füllen (j = 1,2) mit einem <5, das sehr dicht an 0 liegen kann; im ebenen Fall 

nimmt | w2 — tn | auf K2 für große | z \ beliebig kleine Werte an. In den bis- 
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herigen Darstellungen wird stets die gleichmäßige Abschätzung |nij — in | 
< (ja auf Kj^-J K mit a > 2 hergeleitet. 

Eine weitere Frage in diesem Zusammenhang ist, ob man die Vorausset- 

zung Kj rs K2 = 0 fallenlassen kann, statt dessen fordert, daß ini und m2 

auf Kj r\ K2 dicht beieinander liegen und dafür auf K verzichtet. Dies ist 

im allgemeinen nicht möglich, sogar dann nicht, wenn Kv K2 Rechtecke 

sind, wie D. Gaier [3] gezeigt hat. Daraus läßt sich unschwer ersehen, daß 

zu den Zahlen a = a(Kv I\2) mit obiger Eigenschaft keine, für alle disjunk- 

ten Kv K2 gültige, gemeinsame Schranke existieren kann. 

2. Vorbereitungen 

Für eine abgeschlossene Teilmenge T einer Riemannschen Fläche R be- 

zeichne M(T) bzw. H(T) die Menge der auf je einer Umgebung von T 

meromorphen bzw. holomorphen Funktionen. M{T) sei die Klasse der- 

jenigen Funktionen f : T— > C, zu denen es eine Folge_/j G M(R) gibt der- 

art, daß alle/, in T dieselbe Polstellenmenge Pr besitzen, und \Jn -— J \ auf 

T — Pj gleichmäßig gegen 0 konvergiert. 

Es sei nun eine nicht kompakte Riemannsche Fläche R gegeben. Nach 

Behnke und Stein [1] existiert auf R ein Cauchy-Kern OJ ; ein solcher sei fest 

gewählt. 

Hilfssatz (Pompeiu-Formel) : Ist <7 : R —  C eine ^-Funktion mit 

kompaktem Träger ,so gilt er (Q) = w(P, Q) A 0 er 

für alle Q f
1
 R, wobei da die in lokalen Parametern durch gegebene 

SC 
b b 

1-Form und A das äußere Produkt bezeichnet. 

Dies folgt aus einem allgemeineren Sachverhalt, den S. Scheinberg ([9], 

Proposition 7.1) für Riemannsche Flächen gezeigt hat. 

3. Formulierung und Beweis des Fusionslemmas 

Fusionslemma : Es seien Kv K kompakte Teile und K2 eine abgeschlos- 

sene Teilmenge der nicht kompakten Riemannschen Fläche R mit 

= 0, und es gelte M(K'1 w K2 w K) C M(K1 w K2 w K). Dann existiert 

eine stetige Funktion C : R —> R 0 so, daß für jedes Paar mv in2 G M(R) mit 
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IIWj — tn2\\K<e gilt: Es gibt eine Funktion m £ M(R), die den Unglei- 
chungen I m(P) — Mj(P) I < C(P) • s (P Kj w K, j = 1,2) genügt. 

Die Funktion C hängt nur von K1 und K2 ab. 

Bemerkung 1 : Ist auch K2 kompakt, so gilt stets M(K’1wK2wK) 

C M(Kj w K2 W K) nach [1], Satz 13; die dort geforderte Holomorphie 
auf einer Umgebung von K1\y K2\~J Kläßt sich umgehen, indem man zu- 

nächst eine Funktion mit passenden Polstellen einschließlich Hauptteilen 

subtrahiert und nach der Approximation wieder hinzuaddiert. Ersetzt man 

bei kompaktem K2 die Funktion C(P) durch die Zahl c = j|C|| 

so erhält man die bekannte Form des Fusionslcmmas (vgl. [2], [4], [8]). 

Bemerkung2: M(X)C A4(X) gilt für jede abgeschlossene Menge XCC; 

dies folgt aus dem Approximationssatz von Roth (s. [2], S. 120) unter Be- 

achtung der Bemerkung 1. 

Zum Beweis des Fusionslemmas wähle man auf R stückweise glatt be- 

randete offene Umgebungen Ux, U2 von Kv K2 mit Ux r\U2 = 0, und 

außerdem sei U2 so groß gewählt, daß R — U2 kompakt ist. Weiter sei 

G : = R — (1/jW Uo) und x : R —  [0,1] eine CP-Funktion mit x\U1 = l, 

x\U2 = 0 (s. z. B. |7], S. 66, Cor. 2.2.15). Für R sei ein Cauchy-Kern a> 

gewählt ([1], Satz 12). Die Funktion 

(1) B(Q): = -^ \co(P,Q)Adx(?)\ 

ist auf R erklärt und stetig, wie die Umschreibung auf lokale Parameter f, z 

und Übergang zu Polarkoordinatcn f — z = ge" zeigt. 

Nun sei q: = mx — m2 gesetzt. Nach Voraussetzung gibt es eine Um- 

gebung U3 von K mit ||^||ü < e. Die Funktion qx wird nun wie folgt er- 

klärt: auf Uj w U2 w U3 sei qx = q, und diese sei (bzgl. der Relativtopo- 

logie von G) auf G— U3 stetig fortgesetzt so, daß gilt ||4i||g< e (qx muß 

keine auf R stetige Funktion sein). Die Möglichkeit dazu gibt der Tietze- 

sche Fortsetzungssatz (s. z. B. [6], S. 242). 

Durch 

*(Q) : = - 2^i {/ Î1 (p)W(P’ Q) A 3*(P) 

wird eine Funktion auf R vermittelt, die auf R — G holomorph ist, wie 

der Übergang zu lokalen Parametern zeigt. 
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Die Funktion/: = x <]i + g ist nach Wahl von x auf U2 holomorph und 

auf Ux meromorph mit denselben Polstellcn wie q. Aus der Pompeiu-For- 

mel ergibt sich 

/(Q) = ÿ (îi (Q) - ?i (P)) « (-P> Q) A 3» (P) 

für alle Q£ R mit qx (Q) =)= oo. 

Aus den Eigenschaften des Cauchy-Kcrns (s. [1]) folgt daraus die Holo- 

morphic von/auf I73./ist also meromorph auf Ux w U2 w U3. 

Nun sei X: = X2v_z X und h E H(X) auf X beschränkt (/) darf 

konstant sein). Wegen der Voraussetzung M(X)C M(X) existiert eine 

Funktion m3 E M(P) mit 

(2) |m3—/| < e|/i| auf X. 

Wegen |q11 <E auf Ê gilt (Q) | < e• B(Q) für alle Q£ R. 

Mit m : = m2 + m3 ergeben sich die folgenden Abschätzungen: 

Auf Xx gilt: 

I m — »h I < I/— (»h — »h) I + I »'s —/I = I/— ÎI + I m* —/| 
< I» —1| |/ + 1^1 + K—-/| <£• B +£• j/ij = (B + j/tj) £. 

Auf X2 gilt : 

|m —m2|< K—/| +1/1 < |'»3—/I + NI |?| + \g I 
< e • I h I + £ • B = (13 + I h I)  e. 

Auf X ergibt sich unter Beachtung von 0 < x < 1 : 

Im — ntj \ < \qI + \g\ + Im3 —-/) < s + s • B + s  \h | füry = 1, 2. 

Es sei nun C: R—> R>0 irgendeine stetige Funktion mit 

, . C(P) > B(P) + Ih{P) I für P£ Xx w X2 

1 j C(P) > B(P) + 1 + |//(P) I für PE X— (Xx w X2). 

Diese erfüllt die Behauptung des Fusionslemmas. 

Ist Y(P, Q) eine auf R x R meromorphe Funktion und stellt Q = 

Y(P, Q) dP mit Ausnahme einer Menge der Form 

M L 

sp = w {Pj} x Hu w R x {Q,}, 
J = 1 i = ) 

mit endlich vielen Punkten Px, . . ., PM> QI, . .., QL E P, einen Cauchy- 

Kern dar, so werde Q als Pscudo-Cauchy-Kern bezeichnet. 
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Bemerkung 3 : Ist ü ein Pseudo-Cauchy-Kcrn mit der Ausnahme- 

menge wie oben und Pv ..., PM, Qv ..., QL K, SO gilt 

der obige Beweis auch mit ü an Stelle <n; die Funktion f kann dann zu- 

sätzliche Polstellen haben, diese aber nur außerhalb KjW K2w K. Da Q 

sich auf die Funktion C(P) auswirkt, kann eine solche Wahl vorteilhaft sein. 

4. Das Newtonsche Potential eines Kreisrings 

Es soll nun gezeigt werden, daß die Funktion C(P) im Fusionslemma auf 

Kv K2 nahe 1 und kleiner sein kann, speziell dann, wenn R = C ist und 
(J = C — (Dj w U2) als Kreisring gewählt werden kann. 

Das Newtonsche (Flächen-)Potcntial der Kreisscheibe | £ j < r ist die 

Funktion 

F,(-) = F{r, z) = J J TTTTT d^ri f + irt)' 
I c I < r 

1
 ** 

1 

Unter Verwendung der üblichen Setzungen 

71 71 

2  L 2 — 

K(k) = J (1 — k2 sin2 t) 2 dt, E(k) = J (1 — k2 sin2
1)2 dt 

U 0 

erhält man durch eine elementare Rechnung unter Benutzung von [5] 

(223,5 c) 

(4) F(r, z) 

4rE 

4^1 für I z I > r. 

Nun sei U1 = {|f | < r}, U2 = {|f | > r + Ar}, so daß <2 
= {r5^KI — r_b Ar} ist. Für a> sei der übliche Cauchy-Kem gewählt. 

Zu jedem a>0 existiert eine CJ-Funktion er : J2>0 —>- [0, 1] mit 

mit er | [0, r] = 1, oj [r + A r,oo [ = 0 und | er' | < -(- a auf i?>0. 

x(C) : = er( I f I) besitzt die im Beweis des Fusionslemmas verlangten Eigen- 
schaften und man errechnet für B(z) (s. (1)): 
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)(F(r+Ar,z)-F(r,z)) (z£C). 

Für B(r, A r,z) : = (F(r + Ar, z) — F(r, z)) läßt sich die Abschät- 

zung B(r, Ar,z) < —— + 1 hcrlciten - für |z| < r + Zlr folgt dies aus 

(4), und sonst clcmcntargeomctrisch nach Umschreibung von F mittels 

Polarkoordinatcn. 

Die Zahl <x> 0 war beliebig gewählt; aus dem Fusionslcmma in Ver- 

bindung mit Bemerkung 2 ergibt sich damit die 

Folgerung: Ist K1 ein kompakter Teil des Kreises |Cj < r, K2 ein abge- 

schlossener Teil von | f | > r + A r (r, A r > 0), <5 > 0 und K eine kom- 

pakte Menge, dann gilt: 

Sind mv m2£ M(C) mit ||//!1 — m2||ie £, so gibt es eine Funktion 

m £ M(C) mit 

Die Abbildung zeigt für verschiedene Wähler, von r, zlr die Funktion 

B(r, Ar, Jar|) unter Benutzung von (4). Es ist zu ersehen, daß eine feinere 

Abschätzung der elliptischen Integrale die vorstehenden Ungleichungen 

nicht entscheidend verbessern kann, da auf Kj, K gleichmäßig abgeschätzt 

wird. Außerdem ist zu ersehen, wie die Funktion C(z) nach (3) gewählt 

werden kann. 

Für n = 1 sind die Bereiche angcdcutct, in denen Kl bzw. K2 liegen (un- 

ter Beachtung der Rotationssymmctric zur ß-Achse). 
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