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Waring’s Problem fiir analytische Funktionen

Von Walter Hayman in London

Sitzung vom 13. Januar 1984

Einfithrung. Das Waringsche Problem fiir natiirliche Zahlen ist be-
kanndlich folgendes: Es sei x eine grofie natiirliche Zahl. Wieweit ist

es moglich, x als Summe von n = G(k) k-ten Potenzen auszu-
driicken:
(1.1) x= X yk

Jj=r

wo die y; auch natiirliche Zahlen sind? Die erste Lésung stammt von
Hilbert [7]. Spitere und schirfere Resultate wurden von Hardy und
Littlewood [5] und Vinogradov [12] erzielt. Es ist klar, daB3 auf alle
Fille G(k) Z k + 1 sein mul, denn dies folgt aus der Dichte der
Potenzsummen in der Klasse der natiirlichen Zahlen. Andererseits ist
G(k)= (2 + €) k log k fiir grofie k bekannt [12].

Ganz analog kann man dic Fragen auch fiir andere Ringe stellen.
Speziell Heilbronn [6, Problem 2.26, S. 16] warf das Problem auf,
wenn x und die y; ganze Funktionen sind. Ich betrachte allgemeiner
die Klassen P dcr'Polynomc, E der ganzen Funktionen, R der ratio-
nalen Funktionen und M der meromorphen Funktionen in der Ebe-
ne. Es ser € eine von diesen Klassen. Dann sei go (k) die kleinste
natiirliche Zahl 1, so daB fir jedes x € C die Gleichung (1.1) durch
Funktionen y; € C lésbar ist. Dies Problem ist von einer Reihe von
Autoren zu verschiedenen Zciten behandelt worden, die oft nicht
von cinander wuBten. Deshalb scheint es mir nitzlich, einmal das
Bekannte zusammenzustellen in der Hoffnung, daB weitere Forscher
sich fir dies anziehende Problem interessieren werden.

2. Positive Resultate. Wir bemerken, daB fiir alle die obigen Klassen
¢s genuigt, unser Problem fiir die Funktion z zu I6sen. Denn sei

@.1) z= z f2)%
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wo f;(2) einer der drei Klassen, P, E und R angehort. Es sci ferner
f(2) eine Funktion aus derselben Klasse. Dann gilt

J@) = 2 i)

Gehéren nun f; und feiner der Klassen P, E oder R an, so gilt dasselbe
fiir die Funktion f{f(z)}, und somit ist unser Problem gelést.

Im Falle M mull man dies Argument etwas abindern. Es scien die
fi(z) in (2.1) meromorphe Funktionen und f(z) eine weitere mero-
morphe Funktion. Dann kénnen wir

flz) = g(2)/h(2)*
schreiben, wo ¢(z) und h(z) ganz sind. Es gilt dann

0@ =2 [N, )= @EIREY-

Da die Funktionen f;(¢)/h in der Ebene meromorph sind, ist unser
Problem auch fiir M gel6st. Hiceraus folgt sofort

Satz 1. guy(k) = gr(k)= gp(k)  und gy (k) = gr(k) = gp (k).

Denn fur jede Klasse C geniigt es (2.1) zu 16sen, und wenn (2.1) in
einer Unterklasse gel6st ist, dann auch in der ganzen Klasse. Es ist
nicht klar im allgemeinen, ob gx (k) oder gp (k) groBer ist.

Dic folgenden unteren Schranken sind von einer Reihe verschiede-
ner Autoren zu verschiedenen Zeiten formuliert worden. Sie folgen
alle aus einer ilteren Arbeit von H. Cartan [2]. Hierzu muB gesagt
werden, dall damals das Waringsche Problem in obiger Form noch
nicht formuliert war, so daB Cartan nicht explizit auf seine Losung
hinweisen konnte. Andererseits war die Arbeit von Cartan vielen
spateren Autoren unbekannt. Ich bin Herrn Schiffman duflerst dank-
bar, daBl er mich auf sic hingewiesen hat,

Satz 2. {Cartan]. Es gelten die folgenden unteren Schranken.
(2.2) (k) > 12+ Vik+1/4), k=3
(2.3) grk) 212+ V(k+1/4), k=2
(2.4) er(k) > V(k + 1), =
05 gl ZVET) kz2
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Die Schranken in (2.2) bis (2.5) unterscheiden sich durch weniger
als 1/2. Also erhilt man fiir etwa die Hilfte aller k genau dasselbe
Resultat aus ihnen.

Wir werden spiter schen, daB jedenfalls fiur k = 2, 3 die Grenzen
(2.3) bis (2.5) alle scharf'sind. Fiir k = 2 ist (2.2) falsch. Denn

z=(z-5])2+(l.z;])2,

also 1st gp(z) = 2. Es ist nicht anzunehmen, daf} (2.2) bis (2.5) auch
fiir groBe k scharf bleiben. Wie wir spiter schen werden, haben alle
oberen Schranken die GréBenordnung k. Bis jetzt widerspricht
nichts der Vermutung gp(k) = k. Jedenfalls wire eine Verschirfung
des Satzes 2 selbst in irgendeinem Spezialfall schr zu begriiien. Eine
explizite Formulierung von (2.2) findet sich bei Newman und Slater
[10], (2.3) ist auch eine direkte Folge von einer Ungleichung von
Nevanlinna [9, Ss. 113-121] und (2.4) findet sich explizit in Green
[3]. Fiir den Hinweis auf die Arbeit von Newman und Slater bin ich
Richard Hall verpflichtet. Herr Schiffman machte mich auch auf die
Arbeiten von Green und Cartan und insbesondere auf die Folgerung
(2.5) aus Cartan’s Arbeit aufmerksam.

3. Cartan’s Satz und Beweis von Satz 2. Wir beschreiben jetzt den
allgemeinen Satz von Cartan, der Satz 2 zur Folge hat.

Satz 3. Cartan [2]. Es sei p Z 2 und es seien F(z) bis F,(z) ganze
Funktionen, die iiber den komplexen Koustanten linear xmabhangig sind.

Ferner sei
(3.1) JNE % F, ().

Wir nehmen an, daf$ Fy(z) bis F, () fiir keinen Wert z alle gleichzeitig
verschwinden und setzen

(3.2) T(r —fxup loglF, (re®)d6 — sup loglF, (o).
0 1=vEp 12v=Ep
Es set n,(r) die Anzahl der Nullstellen von F,(z) in der Kreisscheibe
lzl<r wobei eine Nullstelle der Ordnung d genaw min (d, p — 1) mal
gezdhlt wird, Wir schreiben
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(3.3) N, () = f—@—jJJm + n,(0) log 7.
Dann gilt

(3.4 ()= N0+ 50)

mit

(3.5) f og 1A (re®)ld8 + O(1).

Hier ist Fy - F> ... F, - A die Wronski-Determinante der Funktionen F
bis F,, also
1, 1, ol
(3.6) ARR)=| F/F, FlF, ... FElF,
F 0~ V/F, F,%V/F, ..., E%/F,

Folgerung 1. Ist mindestens eine der Funktionen F, transzendent,
so gilt
S{r) = O {log T'(r) + log r},

wenn r auflerhalb einer Menge von endlichem Mafd gegen unendlich strebt.

Folgerung 2. Sind alle die F, (z) Polynome, so folgt

S < —-p(p = Dlogr+ O(1)

wenn r —» .,

Satz 3 mit Folgerung 1 stechen bet Cartan [2] explizit, und wir
weisen den Leser auf den dort gegebenen Beweis hin. Die Folgerung
2 steht zwar nicht explizit bei Cartan, folgt aber sofort daraus, dafl in
der Determinante (3.6) jedes Element der k-ten Reihe cine Nullstelle
der Ordnung mindestens k — 1 im Punkte Unendlich hat. Somit hat
A (z) im Punkte Unendlich eine Nullstelle der Ordnung mindestens

, 1
b3 (k=1y=35p(p—1).
k=1 e
Wir schreiten nun zum Bewels von (2.2). Es scien f; bis f, Polynome,
die dic Gleichung (2.1) erfillen mit k 2 3. Wir nchmen an, da8 nso
klein wie moglich ist und setzen p = n,
F,(z) = f,(2)*, v="1bis p, F,ii1=2
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Dann sind F; bis F), lincar unabhingig, da wir sonst einc von diesen
Funktionen durch cine Lincarkombination der anderen ersetzen und
somit n verkleinern kénnten. Auch haben F; bis F, keine gemeinsa-
me Nullstelle z,, denn sonst hitte z cine Nullstelle der Ordnung
mindestens k bet z,. Somit konnen wir den Satz 3 anwenden. Offen-
bar haben alle Nullstellen von F,(2), 1 = v = p, die Ordnung minde-
stens gleich k. Hieraus und aus der Jensenschen Formel folgt

(3.7) N,(n = ILZ_I T(r)+ O(1), 1=v=p.
(3.8) Nowi(n) S log r+ O(1).
Also gilt

Fi!A\'V(z") + S{r) §P-Q]k_—ll T(r) + (] - L(PT_—Q) log r + O(1).
v=1 -

Also

(3.9) § =2y gy = (1 - 222Dy 4 4 O(1),
k 2

Istp (p—1) =k = 3, soist dic linke Seite Null und die rechte negativ
tir groBe Werte von r und wir erhalten einen Widerspruch. (Wir be-
merken, daB fir k = p = 2kein Widerspruch besteht.) Istp (p — 1) <k,
so bemerken wir, dal3 aus (3.2)

T(r)>klogr+ O(1)

folgt. So st die linke Seite in (3.9) mindestens gleich log r + O(1)
und daher gréBer als die rechte Seite. Dieser Widerspruch beweist
(2.2). Wir schen ferner, daB wir in dicser Beweisformulierung die
Funktion z auf der linken Seite von (2.1) durch ein belicbiges Poly-
nom des Grades d < k — %n (n — 1) ersetzen dirfen. So erhalten wir
cinen Satz von Newman und Slater [10, S. 481].

Wir beweisen jetze (2.3) und nchmen an, daB mindestens eine der
Funktionen f(z) transzendent ist, da sonst das Resultat aus (2.2)

folgt. Dann gilt Folgerung 1 und wir crhalten aus (3.4), (3.7) und
(3.8)

(1- Lﬁ%‘l) TG) = o { T},
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wenn r aulerhalb ciner Menge von endlichem MaB gegen unendlich
strebt. Also folgt p (p ~ 1) Z k, und dies gibt (2.3).

Wie schon oben bemerkt wurde, hitte man (2.2) und (2.3) auch
schon aus Nevanlinna’s Ungleichungen ableiten kénnen. Bei (2.4)
und (2.5) scheint das schwieriger und die Cartansche Methode zeigt
ihre volle Kraft. Es seien die Funktionen f;(2) in (2.1) meromorph.
Sic konnen wieder keine gemeinsamen Nullstellen haben. Wir
schreiben sic deshalb in der Form

50 =55

ta)

’,

wo g;(2), ¢(2) ganze Funktionen sind und ¢, bis g, keine gemeinsa-
men Nullstellen haben. Dann erhilt die Gleichung (2.1) die Form

(3.10) zg(2)t = Z.;Qf(z)k'

J
Wir setzen nun wieder n = p

(3.11) Fi(z) = gi()* j=1bisp, F,.i (z) = zg(2)".

Es seien erst alle f; rational und so alle F; Polynome. Dann erhalten
wir

-1
(3.12) NS T() +O0(1), 1S v=p,
-1 0 -
(3.13) Nyt () S5 T0) + (1 - Lkl) log r,

da alle Nullstellen der Funktion F;, aufier der Nullstelle von F,; bei
z = 0, die Ordnung mindestens k haben. Also gilt nach (3.4) und
Folgerung 2

T(n=erlk=] '1'(r)+{] —e L - 1)} log r + O(1).
Ist(p+1)(p— 1) = k= 2, soist

j—2=d ]p(p—-])<(),

k2
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und wir erhalten einen Widerspruch. Ist (p + 1) (p — 1) < k, so hat
T'(r) mindestens die GroBenordnung k log r, und wir erhalten einen
Widerspruch aus

=@+ 1) @- A2 {1 -1 =3pp~ 1} logr+0).

So gilt in allen Fillen p*—1 > k, mit p = g(k) und hieraus folgt (2.4).
Auch in diesem Fall schen wir, dafl wir in (2.1) z durch e¢in Polynom
P vom Grade d mit

ISd<k(k+1—5n(n+1)/(k+1-n)

ersetzen diirfen oder durch eine rationale Funktion der Form P/Q*.
Denn in diesem Fall ersetzen wir (3.13) durch

N,,H(r)éa— ()+d(]— )logr

Zuletzt beweisen wir (2.5). Wir diirfen annehmen, dall mindestens
eine der Funktionen f,(z) transzendent ist und benutzen Folgerung 1.
Wir benutzen wieder (3.10) bis (3.13) und erhalten aulierhalb einer
Menge von endlichem Mal3

(1 - o)) T =0,

und dies ergibt (2.5).

4. Darstellung von 1. Ein verwandtes Problem, mit dem sich auch
Nevanlinna und Cartan beschiftigten, behandelt die Darstellung

M=

(4.1) 1=

g

fi(2)",

i

wo die f;(z) einer Klasse C angehdren und nicht konstant sind. Wenn
G (k) den kleinsten Wert von n bedeutet, so kann man den Formalis-
mus von Cartan genau so benutzen wie im Falle von g (k). Hier kann
man sogar C = P und k = 2 dazufiigen. Daraus folgt

Satz 4. Es gelten fiirk = 2

(4.2) Go(k) > 1/2 + V(& + 1/9),
(4.3) Grk) Z 172 + V{k + 174),
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(4.4) Grell) > V{k + 1),
(4.5) Gulk) Z V(& + D).

Das Analogon von Satz 1 bleibt offentbar auch noch richtig.
Ferner crhalten wir

Satz 5. Es gelten fiir C = E, M oder Rund k Z 2, G (k) = gc (k).
Es gelte (2.1) mit n = g (k). Wir schreiben dies in der Form

=3 (e

Ist C = E, so setzen wir = = ¢~ und erhalten eine Darstellung der
Form (4.1). Ist C = M oder R, so setzen wir = & und ecrhalten
wicder cine Darstellung der gewiinschten Form. Fiir C = P ist der
Satz 5 nicht mechr richtig.

Satz 6. ¢p(2) = 2, Gp(2) = 3, und fir C = E, R oder M ist
Ge(2) = gc(@ =2 '
Aus der Gleichung
1 + z\2 ] — 212 ne
(\/f)’F(T)‘{‘(l:)“:]
folgt Gp(2) = 3. Oftenbar ist Gp(2) > 1. Es sei Gp(2) = 2. Dann
existicren Polynome fi, f> von positivem Grad, so daf3
fi+fi=G+ib)(h—if)=1

Hicraus folgt, daB f; F if> konstant, also auch f;, f; konstant sind. Aus
diesem Widerspruch folgt G, (2) = 3.
Andererseits gilt ¢p(2) > 1 und aus

= (5 (5
<"

folgt ¢p(2) = 2. Nun folgen aus den Sitzen 1 und 5 fiir C = I, R oder
M g0(2) = G¢(2) = 2. Somit ist Satz 6 bewiesen.

. Obere Grenzen fiir G. Wie Newman und Slater [10] bemerken,
glbt Satz 4 die richtige Grofienordnung fiir die G (k). Dies folgt aus

Satz 7. Molluzzo [8]. Gp(k) = (4k + 1)'%.

Also liegen alle die Quantititen G (k) zwischen (k+1)"? und
(4k + 1) Wir ziticren das Beispicl von Molluzzo. Es sei d dic
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nattirliche Zahl, fir die n = d + [k/d] minimal ist. Hier ist wie {iblich
[x] der ganze Teil von x. Wie Newman und Slater [10] bemerken, ist
n=[(4k + 1))

Wir schreiben nun @; = exp (27ij/d) und erhalten
d
(5.1) 1 T 1+ Y =1 e+ a g
-

wo die a, natiirliche Zahlen sind. Diese Identitit driickt also 1 als die
Summe von d+[k/d}=n k-ten Potenzen von Polynomen aus, und
Satz 7 1st bewiesen.

Hieraus folgt insbesondere

Satz 8. Gp(3) = Gp(3) = Gr(3) = 3 aber Gy, (3) =2

Aus Satz 4 tolgt, fir C = P, E oder R, G-(3) > 2. Andererseits
folgt aus Satz 7 G (3) £ Gp(3) = VI3 < 4, also G¢(3) = 3. Baker [1]
studierte die Gleichung

(5.2) F@P + f(2) =1

und zeigee, dafl sie tatsichlich meromorphe Losungen hat. Ferner fand
Baker alle solchen Losungen. Das einfachste Beispicl ist eine elliptische
Funktion ¢ = f}, fiir welche die Gleichungen ¢ = 0,1, = alle nur
dreifache Wurzeln besitzen. Dannsind f; = ¢"*und f; = (1 — ¢)'*auch
meromorph. Hicraus folgt Gy (3) = 2, also Gy(3) = 2, und Sarz 8 ist
bewicsen.

Die Frage des Fermatschen Satzes, also die Méglichkeit
.3) [t gt =hk

zu l6sen, wurde von Newman und Slater [10] aufgeworfen. Dieses
Problem war aber bereits von Baker [1] gelost worden. Setzen wir
fi=f/h, i = g/h in (5.2), wo f, g, h ganze Funktionen sind, so
erhalten wir cine Lésung von (5.3) in ganzen Funktionen im Falle
k=3. Nach Satz 4 ist einec Losung von (5.3) unméglich fiir k > 3
wenn f/l und g/h meromorph sind und fiir k > 2, wenn f/h und ¢/h
rational sind. Die Gleichung

w

(

(1= 297+ (22) = (1 + 2%

zeigt, dal fiir k = 2 (5.3) polynomial gelést werden kann.
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Wie Newman und Slater [10] bemerken, kdnnen wir fiir die mei-
sten k die Grenze von Molluzzo’s Satz 7 noch um eins vermindern,
wenn wir P durch die Klassen E, R oder M ersetzen.

Satz 9. Es gilt fiir C = E, R oder M
(5.4) Ge(k) = (4k + 5)12 =1,

Insbesondere ist Go(4) = 3, Ge(6) = 3 oder 4. Ferner ist Gp(4) = 3 oder
4, Gp(6) = 4 oder 5, und fiir C = P, E, R oder M ist G (5) = 3 oder 4.

Wir benutzen dic Identitdt [10]

d Jyke
X' _ 5 dle , d]—
S w, (1 + wx") — [’1 + bzx’”‘ + .+ b[(k+1)/d] lx]k([(k+l)/i] 1)

(55) x(xl Tk

=1
Aus ihr folgt wie bei dem Beweis von Satz 7

1+ Gelk) = ir;f{d + [k + 1)/d]}) = [(4 (k + 1) + 1),

und dies ist (5.4) fir C = R oder M. Fiir Gy (k) erhalten wir dieselbe
obere Grenze, indem wir in (5.5) x = ¢%setzen. Fiir k = 4, 6 crhalten
wir die oberen Grenzen 3, 4 statt bzw. 4, 5 aus Satz 7. Aus Satz 4
folgt Gy (k) = 3, fiir k = 4, 56 und G,(6) = 4, und dics crgibe dic
Schranken in Satz 9.

Wir bemerken, dafb die Identitit (5.5) mit k = 4, d = 2 auch von
Green [3] angegeben worden ist. Aus den Sidtzen 6, 8, 9 folgen die
Werte von Gp(k) fir k = 2, 3 und fir C = E, R, M diec Werte von
Ge(k) fur k = 2, 3, 4. Dic anderen Werte von G (k) sind bis heute
unbekannt.

6. Obere Grenzen fiir g. Die Situation fiir ¢ ist viel unbefriedigender
als fir G. Obwohl die unteren Grenzen aus den Sitzen 2 und 4
dieselben sind, ist kein Analogon der Molluzzo-Identitit (5.1) be-
kannt. Wir haben nur [6, S. 16]

Satz 10. gp(k) = k, k 2 2.

Wir setzen a = exp (2mi/k%) und

@) =g+ o), v=1,2, .. k.
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Dann gilt
I8

6.1) 2 f(2) = %,
v=1

und somit ist Satz 10 bewiesen. Eine andere Lésung von (6.1) mit
reellen Polynomen f, findet sich auch bei Newman und Slater [10].
Es folgt aus Satz 6, daf3 fiir C = P, E, Rund M, g(2) = 2 gilt. Ferner
erhalten wir

Satz 11. Es gelten fiir C = P, E oder R, gc(3) = 3, aber g5 (3) = 2.
Eine Losung in M von

fitfi==z

analog der Bakerschen Losung von (5.2) ist neulich von Gross und
Osgood [4] gegeben worden. Also ist auch g5(3) = 2. Andererseits
folgt aus Satz 2, daf fir C = P, E oder R, gc(3) > 2 gilt. Nach
Satz 10 ist fiir diese Klassen g (3) = ¢,(3) = 3. Also g-(3) = 3. Somit
ist Satz 11 bewiesen. Die Werte von ge (k) fir k > 3 sind noch unbe-
kannt. Zum Beispiel folgt aus den Sitzen 2 und 10 nur go(4) = 3
oder 4.

Fiir M und R kénnen wir die obere Grenze von Satz 10 noch etwas
verschirfen wenn k = 5 oder k > 6.

Satz 12. Es gilt gp(k) = % k + a. Hierist a = 3/2, wenn k ungerade ist,
a = 3 wenn k durch 2 aber nicht durch 4 teilbar ist, und a = 2, wenn k
durch 4 teilbar ist. Inshesondere folgt

92:(5) = 3 oder 4, gp(5) = 3 oder 4.

Um Satz 12 zu beweisen, brauchen wir eine zu (5.5) analoge Identi-
tit. Wir wihlen nattrliche Zahlen p, ¢, [ und m, die die Bedingungen

(6.2) g<p,p+q=kundpl —mqg=
erfiillen, und setzen
o = exp {(27i/(p + 1)}.

Hieraus folgt

(6.3) ﬁ (,)‘«1"(:/ fs (U“:*"’)"' =Az, A=(p+1) (::)

v=0
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Tatsichlich folgt aus (6.2), dall auf der linken Scite von (6.3) dic
Koeffizienten von allen Potenzen 277" quBer dem fiir j = ¢, also
dem Koeffizienten von z, verschwinden. Also erhalten wir durch
(6.3) die Darstellung von z als Summe von p + 1 k-ten Potenzen von
rationalen Funktionen. Daher gilt

k)= p+1.
Es gentigt also zu zeigen, dall wir in allen Fillen die Bedingungen

. 1 . ;
(6.2) mit p = 5 k + a — 1 crfiillen kdnnen.
Es sei erst k ungerade. Dann sctzen wir

(k + 3);

ol —

},:.'2.(}\,4_1)’(1:%(1\'—1),1=12(Ie+1),m=

also ist @ = 3/2 in diesem Falle.
Ist k durch 4 teilbar, so wihlen wir

1 1 1 1
p=sk+ 1l g=5k=11=qkm=zk+1

Also in diesem Fall ist a = 2.
Ist k durch 2 aber nicht durch 4 teilbar, so ist dicse Wahl von p nicht
maoglich, denn es wiren dann p, g beide gerade. Wir setzen in diesem

Fall
k+2g=1k—2k>2

=

r=

Dann sind p, ¢ beide ungerade und teilerfremd, und wir kénnen die
Gleichung pl — mq = 1 16sen. Wenn zum Beispiel k = 8d + 2 ist,
setzen wir l =d, m=d + 1. Ist k = 8d — 2, setzen wir [ = 3d — 2,
m = 3d + 1. Dic Bedingungen (6.2) sind crfiillt und ¢ = 3 in dicsem
Fall. Hiermit ist der Satz 12 bewiesen.

Zum SchiuB bemerken wir noch, daBl Toda [1] dic Gleichung

"
3 fi(2)5 =1 oder z
=1
untersucht hat, wo dic k; natiirliche Zahlen sind. Er bewies, dal,

wenn eine nicht triviale Losung fitr ganze Funktionen f;(z), von de-
nen mindestens eine transzendent ist, existiert, so gilt

Ll 1
(6-4) : by = nw—1°
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Dies folgt auch sofort aus dem Cartanschen Satz 3, wie Cartan [2,
S. 19] selber bemerkte. Sind die f;(z) Polynome, so kann man in (6.4)
= durch > ersctzen. Diese Resultate enthalten (2.2) und (2.3) als
Spezialfille.

Erlaubt man meromorphe Funktionen f;(2), so ist Satz 3 nicht so
leicht anwendbar, aber dic urspriingliche Methode von Nevanlinna
[9] gibt in diesem Fall immerhin

1 L) 1
ETZE=aT

wo ky der kleinste der Exponenten k; ist.
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