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1. Gegenstand dieser Arbeit ist die fiir positive reelle Zahlen x und
y (mit x # y) sowie fiir reelle Parameter r definierte Funktionenschar:

p xr+1__yr+1

. r¥#F0, —1,
+ 1 xT =y

F(x,y) = :

— XY
SR rY =y

In (x) = In (y)
x—y '

Foi(x,y) = xy

Durch stetige Erginzung kénnen wir F, (x, y) auch fiir x = y definie-
ren:
F,(x, x) = im F.(x, y) = x.
y—’x
Einfache Rechnungen zeigen, daB8 F,(x, y) folgende Eigenschaften
besitzt:

lim F,(x, y) = min (x, y) = F,(x, y) = max (x, y) =

r— — @

= lim F,(x,y),

aF.(x,y) = F,(ax, ay) flira>0,
E (x, y) = F.(y, %);

somit handelt es sich bei F, (x, y) um cine einparametrige Familie von
homogenen symmetrischen Mittelwerten, die neben den drei klassi-
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schen Mittelwerten: dem arithmetischen, dem geometrischen und
dem harmonischen Mittel von x und y (r = 1, — %, ~2) auch das bei
einer Reihe von physikalischen, chemischen und wirtschaftswissen-
schaftlichen Fragen bedeutsame logarithmische Mittel Fy (x, y) ent-
hilt.

Der folgende (spiter mehrfach ben&tigte) Monotoniesatz ist zuerst
von K. B. Stolarsky [17] bewiesen worden:

Wenn x # y und r < s, dann gilt: F, (x, y) < F,(x, y). (1.1)
F,(x, y) ist ein Spezialfall der zweiparametrigen Mittelwertfamilie
rox— ys ]1/(: -1

E(r,s;x,y) = [—S- P

die erstmals im Jahre 1938 von R. Cisbani [6] in die mathematische
Literatur eingefiihrt und seither von mehreren Autoren, insbesonde-
re von E. B. Leach und M. C. Sholander [11-13], intensiv untersucht
wurde.

Auf Grund der Identitit

L,(x,y) = F.(x* y)/F,(x, y)

steht F, (x, y) in enger Bezichung zu der einparametrigen Mittelwert-
familie

xr +1 + yr+ 1
___xTYr_
fiir die H. W. Gould und M. E. Mays [9] die Bezeichnung Lehmer
Mittel gewihlt haben.

L,(x, y) enthilt — ebenso wie F,(x, y) — das arithmetische, das
geometrische und das harmonische Mittel von x und y (r = 0, =7,
— 1), und dies sind, wie in [9] bewiesen wurde, die einzigen Mittel-
werte, die beiden Familien: F,(x, y) und L,(x, y) angehdren. Einc
ausfithrliche Behandlung der Mittelwertfamilie L, (x, y) findet man
in [2], [5], [7-9]. [14].

In einer Note mit dem Titel ,,Uber eine einparametrige Familie
von Mittelwerten® ist gezeigt worden, wie sich die Doppelunglei-
chung zwischen dem geometrischen, dem logarithmischen und dem
arithmetischen Mittel:

L (x,y) =

’

Foip (%, y) < Folx,y) <Fi(x,y), x#y,
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mit Hilfe von F, (x, y) verschirfen lif3¢; fiir alle x und y mit x ¥ y und
fiir alle r % 0 gilt:

Foip(x, ) < VF (x, y) F- (x, y) <Fy(x, )
< % (Fr(xs }’) + F—r(xa }’)) < Fl (xa }’)

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, die in [1] begonnenen
Untersuchungen tiber F, (x, y) fortzusetzen und einige neue Unglei-
chungen fiir F, (x, y) zu beweisen.

In der Theorie der Mittelwerte spielt das fiir positive reelle Zahlen
Xq, ..., %, und fr reelle Parameter r definierte Potenz Mittel
1r

*r#0,

ni=1

M, (xy, ... ,x,) = (1 DI

n 1/n
My (x1, ... %) = lim M,,(x_..,x,,)z(n x,-) ,

r—0

cine besondere Rolle. Keine andere Mittelwertfamilie ist in der Ver-
gangenheit so gut untersucht worden, wie das Potenz Mittel. Die
Zahl der Verodffentlichungen zu diesem Thema ist schr groB3; insbe-
sondere findet man eine Reihe von interessanten Ungleichungen [3],
[10], [15], [16].

Einige besonders bemerkenswerte Ungleichungen, die von
H. Minkowski (1864-1909), P. L. Tschebyscheft (1821-1894) und
A. M. Lyapunov (1857-1918) fiir das Potenz Mittel bewiesen wur-
den und mittlerweile zum klassischen Bestand der Theorie der Un-
gleichungen gehoren, haben zu der Frage gefiihrt: Lassen sich analo-
ge Ergebnisse auch fiir die Mittelwerte F,(x, y) formulieren und
beweisen?

In den nachfolgenden Zeilen geben wir eine Antwort auf diese
Frage.

Wir fihren zunichst einige Bezeichnungen ein:

T={(x,...,x)|0<x€R, i=1,...,n}

fir zwei Vektoren x = (x, ..., x,) € Riund y = (y1, ..., y.) € R%
definieren wir Summe und Produkt durch

x+y=(x+y,..,x,+ty) und xy=(x1y1, ..., X,¥n)-
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2. Zwei recllwertige Funktionen f und g, die denselben Defini-
tionsbereich D haben, heifen miteinander vergleichbar, wenn ent-
weder

f(x) =g(x) fiir alle x € D
oder

flx) = g(%) fiir alle x € D.

In seinem im Jahre 1896 erschienenen berithmten Buch ,,Geometrie
der Zahlen® hat H. Minkowski gezeigt, daf§ die beiden Funktionen
M,(x +y) und M, (x) + M,(y) im Falle r > 1 miteinander ver-
gleichbar sind:

Fiir alle Vektoren x € R} und y € R} und fiir alle reellen
Zahlen r > 1 gilt:

M (x +y) = M, (x) + M, (y). (2.1
Aber auch fiir » < 1 lassen sich M,{(x + y) und M,(x) + M,(y)
miteinander vergleichen. In diesem Fall muB in (2.1) das Zeichen
»=“ durch ,=* ersetzt werden. Das Gleichheitszeichen gilt jeweils
genau dann, wenn die Vektoren x und y proportional sind.

Fiir diese Aussagen gibt es sowohl zahlreiche Beweise als auch
diverse Varianten und Verallgemeinerungen; siche [3], [10], [15],
[16].

Wir wollen nun das folgende Gegenstiick zu (2.1) beweisen.

Satz 2.1. Fiir alle Vektoren x € R und y € R3 gilt:
F(x+y)sF((x) +F(y), wenn r=1, (2.2)
Fx+y)=F.(x)+ F(y), wenn r=1 (2.3)

Das Gleichheitszeichen gilt in (2.2) und (2.3) genau dann, wenn r = 1
oder wenn x und y proportional sind.

Beweis. Eine cinfache Rechnung zeigt: Wenn r = 1 oder wenn x
und y proportional sind, dann gilt

F.(x+y)=F (x)+ F.(y).
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Wir nehmen nun an, x = (x;, x») und y = (y;, ) seien nicht propor-
tional und bezeichnen mit A;, A; und G, die im Intervall [0,1] defi-
nierten Funktionen

Ay =tx;+ (1 —0y,i=1,2,
und
G =F(@x+d-1ny)=FA0, A0).
Unser Ziel ist es, zu zeigen, dall G, (f) (beziiglich 1) im Intervall [0,1]

streng konvex (bzw. streng konkav) ist, wenn r > 1 (bzw. r < 1).
Dann folgt ftir r > 1 (bzw. r < 1):

G () <3(G O+ G (), dh:F(x+y <F(x)+F(),
(bzw. G, () > 3 (G, O+ G, (1)), d.h:F, (x+y)>F (x)+ F®y).
Wir setzen: B; = x; — y;, { = 1, 2, und differenzieren G, (f) zweimal
nach f; dann erhalten wir (nach ciner Reihe von elementaren aber

(leider) sehr mithsamen Zwischenrechnungen) im Falle A; (f) # A5 ()
(wenn wir abkiirzend A; = A;(t), { = 1, 2, schreiben):

r (ABy — A:B)?
r 1 (A7 — Ay

(AT =AY —(r+ 1) AJA (AT T = AT Y], r#0, =1,

G = (AA) 2 (r = 1)

sowie
AB, — AsB; TP
Gy (1) = 2(Fo (Ay, Ay — Fi (A, Ap) |——=—21
o () (Fo (A, Ad) 1 {4 2))[A1A21H(A1/A2)}

2 . AB,—A>B, |
F_1(A, Ay — Fi (A, Ap)) |————— |,
AA, (F_1(Ay, Ay 1 {4 ﬁ))[ A—A, ]

und 1m Falle A{(t) = A, (0):

G- (0 =

r—1 >
(Bl == B?)_.

G (1) = 6 A e
411

Da x und y nicht proportional sind, gilt:

ABy # ABy;
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somit erhalten wir im Falle A; = A, die Ungleichungen:
G’(>0 firr>1
und

G <0 fiirr< L.

Wir setzen nun A; # A, voraus. Nach dem Monotoniesatz (1.1)
folgt
Gy (<0 und G_;7 () <0. (2.4)
Nun bestimmen wir das Vorzeichen von G,” () fiir r# 0, — 1.
Die Funktion
G () = G, (A, Az, By, By)
istin Ay, A,, Bjund B;homogen vom Grade 1, d. h., es gilt fiir alle ¢ > 0:
¢ G, (Ay, Ay, By, By) = G, (cAy, cA,, By, cBy);
folglich diirfen wir uns beim Beweis der beiden Ungleichungen:
G (Ay, Ay, By, B) >0 fiir r>1
und
G,"(Ay, Ay, By, B)) <0 fur r<1

auf den Fall A, = 1 beschrinken.
Wir untersuchen nun die fir r # —1 und a > 0 definierte
Funktion

fa) = fi(a) =?11- (=D @ ' =)=+ 1)@ "= Dal.
Eine kleine Rechnung ergibt:

SO =571)=0
und

ff@=r(r—1a"*@—1).

Hieraus folgt:
Wenn r > 1 oder —1 # r < 0, dann gilt:
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0<a<1>fla)<0,
1<a > fla)>0,
und wenn 0 < r < 1, dann gilt:
0<a<1=>f(a)>0,
1<a = fla) <0.
Bezeichnen wir mit g die fiir r # 0 und 0 < a # 1 definierte Funktion
2@ =g (@) =(~-17"
so erhalten wir:
Wenn r > 0, dann gilt:
0<a<1=g(a) <0,
1<a > g(a) >0,
und wenn r < 0, dann gilt:
0<a<1=g(a)>0,
1<a  >g()<0.
Folglich gelten fir
G () = G, (An, 1, By, Bo) = (A1) g, (A) (A1B2 — By) 2PA; 2
mit r#0,—1 und A;#1,
folgende Abschitzungen:
G’(t>0 fir r>1
und
G’H<0 fir r<1,r#0, - 1
Auf Grund von (2.4) gilt die Ungleichung
G”() <0 firaller<1.

Damit ist Satz 1.1 volistindig bewiesen.y
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3. Im Gegensatz zu den beiden Funktionen M, (x + y) und M, (x) +
M, (y) sind M, (xy) und M, (x) M, (y) nicht miteinander vergleichbar.
Es gilt jedoch der folgende Satz:

Fiir alle Vektorenx = (xy, ..., x,) e RY und y=(y, ..., yu) € R}
mit

$x=...=x, und 1=...=y,

oder

x;Z...2x, und yp,=...=2y,

sowie fiir alle positiven reellen Zahlen r gilt:

M, (xy) = M, () M, (y). (3.1)
Falls
xp=Z...Zx, und yp,=...<y,
oder
X=...=x, und y,=...=2y,

dann mub in (3.1) das Zeichen ,, =" durch ,,<* ersetzt werden.

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn x; = ... = x, oder y,

= ... = Y

Dies ist die Tschebyscheffsche Ungleichung. Eine elegante Herlei-
tung von (3.1) ist in [10} angegeben worden, wo man neben interes-
santen Verallgemeinerungen auch einige historische Anmerkungen
zu dieser Ungleichung findet; siche auch [15].

Fiir F, (x, y) gilt folgendes Analogon zur Ungleichung (3.1).

Satz 3.1. Fiir alle Vektoren x = (x;, x5) € R3 und y = (y1, y2) €
R2 mit

x1=x; und yy =y, oder x;=x; und y; =y,
gilt:
Wenn r = — 'V, dann

F (xy) = F,(x) F.(y) 3.

()
3®]
~
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und wenn r < — ¥4, dann

F,(xy) = F.(x) F,(y). (3.3)
Falls

x1=x, und y; =y, oder x;=x, und y; =y,

dann gilt die Ungleichung (3.2) fur alle ¥ = —% und die Unglei-
chung (3.3) fir alle r = — .

Das Gleichheitszeichen gilt in allen Fillen genau dann, wenn r = =%
oder wenn x; = x; oder y; = ya.

Beweis. Ohne Schwierigkeiten zeigt man: Wenn r = —Y% oder
wenn x; = x, oder y; = y,, dann gilt

F,(xy) = F.(x) F, (7).
Im Folgenden beschrinken wir uns darauf, die beiden Ungleichun-
gen
F.(xy) > F,(x) F.(y), r>—1,
und
F.(xy) < F.(x) F.(y), r<—%,
fiir den Fall:
x1>x; und y; >y,

zu beweisen. Die tibrigen Fille lassen sich auf analogem Weg behan-
deln.
Fiir positive reelle Zahlen xj, x;, y, und y» mit x; > x; und y; > y»
bezeichnen wir mit f die fiir alle reellen r definierte Funktion:
r
I rl(x )" — (}‘2 2)'] o #0,
(6 =) (= %)

f(r) :f(r, xly x2y }’1, )’2) = ln ].n (xl )/1/XZ yz)

In (x1/x2) In (y1/y2)

dann folgt:
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0 F, (x)’)
F,(x) F.(y)

Wir untersuchen nun das Monotonieverhalten von f im Intervall
[0, ). Setzen wir

=f(r+ 1)~ f(. (3.4)

a=x/x, und b= y/y,
dann erhalten wir fiir f folgende vereinfachte Darstellung:

rl(ab)” — 1]

BELA A 2 L)
Ya-ne-n ]

f =" In (ab)
B In(a) In(b) ’

L

Differentiation von f ergibt fir r > 0:

(ab)"In (ab)" a'ln(d) b In (b)

rf'in=1+

f10) (ab)" — 1 a -1 -1
Wir setzen

u=d und v=»,

und bezeichnen mit ¢ die im Intervall (0, %) definierte Funktion:

uln (u)

, uF1,
u—1

gu) =
1, u=1,
sowie mit h die fiir alle positiven Zahlen # und v definierte Funktion:
h(u, v) =1+ g(uv) = g(u) — g(v);
dann folgt:
rf () =h(d’, b). (3.5)

Differenzieren wir # zunichst nach # und dann nach v, so erhalten
wir:
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: 21000 (Fy v, 1)~ Fytuv, 1),
—é'_ h (l/l, ,/) = (MV - 1)
Su v ey
= uv=1,

und nach (1.1) folgt fiir alle positiven 4 und v:

aZ
Qu ov

h(u, v) > 0.
Somit gilt:

A h(u, v) >_8_ h(u,1)=0 fir u>1 und v>1,
u du

und folglich:
h{u,v) >h(1,v)=0 fir u>1 und v>1. (3.6)
Auf Grund von
x> x; und y1> 9,
gilt fir r > 0:
u=a = (x;/x) > 1
und v = b" = (yi/ya) > 1.
Nach (3.5) und (3.6) folgt fir r > 0:
rf’ () > 0.

Also ist fim Intervall [0, %) streng monoton steigend; und da es sich
bei f (wie man leicht nachrechnet) um eine gerade Funktion handelt,
erhalten wir die Ungleichungen:

fr+ 1) —~fn=>0 fir r> =%,
und
fr+H—-fn<o0 fir r<<—"%.

Nach (3.4) sind somit fiir alle x;, x5, y; und y» mit x; > x, > 0 und
y1 > y2 > 0 folgende Abschitzungen giiltig:
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F,(xy) > F,(x) F.(y) fir r>—%,
und

F,(xy) < F,(x) F.(y) fir r<-Y%.

4. Wenn die positiven reellen Zahlen , s und f den Ungleichungen
r < s < t genligen, dann gilt fiir alle x € RY:

(M, ()~ 7 < (M, )"~ 9 (M ()"~ 7, (4.1)

wobei das Gleichheitszeichen in (4.1) genau dann gilt, wenn x; = . ..
= X,.

Diese Abschitzung wird nach dem russischen Mathematiker
A. M. Lyapunov benannt, der sie im Jahre 1901 veréffentlichte [10],
[15]. Man kann sogar zeigen, dal die Ungleichung (4.1) fiir alle
reellen Zahlen r, s und ¢ mit r < s < ¢ gliltig 1st. Einen einfachen
Beweis fiir diesec Aussage findet man in [16]; siche auch [3].

In diesem Abschnitt wollen wir fiir die Mittelwerte F, (x, y) einige
Varianten der Lyapunov Ungleichung beweisen.

Satz 4.1. Es scien x und y voneinander verschiedene positive reelle
Zahlen sowie r, s und t reelle Zahlen.
Wenn r < s < t < —Y%, dann gilt:

(Fye, ) "< (Foxe, )"~ S (Fitx, ) — " (4.2)

Falls — %, < r < s < t, dann muB in (4.2) das Zeichen ,<* durch ,>*
ersetzt werden.

Beweis. Wir zeigen zunichst, dal} die Funktion F, (x, y) (mit x ¥ y)
beziiglich r im Intervall (— %, — ] logarithmisch streng konvex und
im Intervall [—, ©) logarithmisch streng konkav ist. Auf Grund
von

InF,(x,y) =In(y) + In F.(x/y, 1)

kénnen wir ohne Einschrinkung y = 1 voraussetzen.
Wenn wir mit f die Funktion

f(n=InF(x, 1), x#1,

bezeichnen, dann erhalten wir fiir die zweite Ableitung von f die
Darstellung:
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ffn=g+1)—g),

. (
mit
1 x

ot R NN
53 (In (x)) =1 r# 0,

_115 (In (x))%, r=0.

.

Differentiation von ¢ fithrt zu

3
% &) =F (1) (Fop o, D)2 (Fox', 1))"2 = 1<0, r#0. (4.4)

(Beweise fiir die Ungleichung (4.4) findet man in [1] und [12].)

Folglich ist ¢ eine in [0, %) streng monoton fallende und in (— %, 0]
streng monoton steigende Funktion. Beachten wir, daB ¢ eine gerade
Funktion ist, so erhalten wir:

gr+ 1) —g(n>0 fiir r<-—%

und
gr+1)—g(n <0 flir r>—"%,

also gilt nach (4.3):
f'r)>0fiir r<-=% und f"(r)<0 fir r>-"%

Wir setzen nunr < s < t < — 2 voraus. Da h(r) = In F,(x, y) (mit x

# y) im Intervall (= %, —¥%] streng konvex ist, folgt fir alle reellen
Zahlen a € (0, 1):

har+ (1 —a)ty<ah(r)+ (1 —a) h(). (4.5)

Wenn wirin (4.3) a = (t — s)/(t — 1) cinsetzen und anschlieBend beide
Seiten von (4.5) mit t — r multiplizieren, dann erhalten wir die loga-
rithmierte Form von (4.2).

Analog beweist man den zweiten Teil des Satzes.

Der folgende Satz ist von E. M. Wright [18] entdeckt worden:

Lemma. Wenn f eine im Intervall I < R definierte monotone oder
konvexe Funktion ist, die nur positive Werte annimmt, dann gilt fiir
alle reellen zahlen v, s, t € I+



36 Horst Alzer

(r=9=0f+—nNE=0f@)+ =0 —9f(H)=0
(4.6)

Das Gleichheitszeichen gilt in (4.6) genau dann, wennr = s = «.
Beim Beweis des nichsten Satzes spielt das Lemma von Wright
eine zentrale Rolle.

Satz4.2. Es seien x und y positive reelle Zahlen sowice 1, s und ¢
reelle Zahlen.
Wenn min {x, y} > 1, dann gilt:

1< (F,(x, y))(r—s) r—1) (Fs(x, y))(s -n{s—19 (Fr (x, y)(r -1t - x)‘
(4.7)

Falls max (x, y) < 1, dann muB in (4.7) , =" durch ,, =" ersetzt
werden.

Das Gleichheitszeichen gilt in beiden Fillen genau dann, wenn
r=s==t

Beweis. Nach (1.1) ist F, (x, y) und folglich auch In F, (x, y) beziig-
lich r in R monoton steigend. Somit erfiillen dic beiden Funktionen:

g =InF (x,y) mit min (x, y) > 1
und
hr) = —In F,(x, y) mit max (x, y) <1

in R die Voraussetzungen des obigen Lemmas. Wenn wir in (4.6)
fdurch g bzw. h ersetzen, dann erhalten wir nach elementaren Um-
formungen die beiden zu beweisenden Ungleichungen.

5. Im vorangegangenen Abschnitt haben wir gezeigt, in welchen
Intervallen die Funktion F,(x, y) beziiglich r logarithmisch konvex
bzw. logarithmisch konkav ist. Es ist naheliegend zu fragen, ob es
sich bei fi (r) = F,(x, y) (mit x # y) ebenso wie In F,(x, y) um eine
konvex-konkave Funktion handelt; d.h.: Gibt es eine von x und y
unabhingige reelle Zahl ry, so daB f; in (— ®, 1] streng konvex und in
[ro, %) streng konkav ist?

Dariiber hinaus wire es interessant, weitere in engem Zusamimen-
hang mit F, (x, y) stchende Funktionen, wic z. B. f>(r) = rIn F,(x, y),
auf Konvexitit zu untersuchen.
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Einige durchgerechnete Beispiele lassen vermuten, daB es sich bei f,
um eine in R streng konvexe Funktion handelt. Ein Beweis fiir diese
Vermutung steht jedoch noch aus!

Wenn f; in R streng konvex ist, dann wire das folgende Analogon
zur Lyapunov Ungleichung (4.1):

(F, (x, )’)) st=1) « (Fr (x, y))'(‘ - 3) (F, (x, y))'(‘ -9

fiir alle reellen Zahlen x und y mit x # y sowic fiir alle reellen Zahlen
r, sund ¢ mit r < s <t giltig.
Zumindest kénnen wir zeigen, dal die Funktion

f=@F+1)F(xy) mit x #Fy

in R streng konvex ist:
Ohne Einschrinkung setzen wir y = 1 voraus; dann ergibt zwei-
malige Differentiation von f fur x # 1 und r # 0:

fr)=2x"(1 —x) In (x) (x" = 1)72[1 — Fy(x', 1)/Fo(x", 1)],
und nach (1.1) folgt:
ffn>0 fur r=#0,

also ist fin R streng konvex.
Eine einfache Anwendung dieses Resultates ermdglicht es, fiir den
Quotienten

Fr(x’ Y) - Fr(xa Y)
Fi(x,y) = Fi(x, y)

cine von den Variablen x und y unabhingige obere Schranke anzuge-
ben.

, xFy, —1<r<s<i, (5.1)

Satz 5.1. Fiir alle positiven reellen Zahlen x und y mit x # y und fiir
alle reellen v, sund ¢t mit —1 <r <s <tgilt:
F(x,y) — F.(x, y) <(S+1) (t—=n . -
F{x,y) = Flx, ) (r+1)(t—9)

Beweis. Fiir f(r) = (r + 1) F,(x, y) (mit x # y) gilt:
flar+ (1 —a)0) <af(r)+ (1 —a) f(), O<a<l (5.3)
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Setzen wir in (5.3) a = (¢t — s)/(t — ¥) und multiplizieren anschliefend
beide Seiten mit ¢ — r, dann erhalten wir ecine zu (5.2) idquivalente
Ungleichung.q

Bemerkung. Dic Abschitzung (5.2) ist ein Gegenstiick zu der fol-
genden von L. C. Hsu vermuteten und von P. R. Beesack [4] bewie-
senen Ungleichung fiir Potenz Mittel:

Fir alle Vektoren x = (xy, ..., x,) € R} (wobei die Werte x4, .. ., x,
nicht alle gleich sind) und fiir alle positiven reellen Zahlen r, s und ¢
mit r <s <t gilt:

M, (x) — M, (x) B s(t~r)

M, (x) — M, (x) r(t—s)
Wenn die Zahlen r, s und t den Ungleichungen 0 < r<s <t geniigen,
dann folgt:

lim Fi(x, 1) = F.(x, 1) i s+ t—1n

w=0 Fe, ) = F(x, 1)  (+1D)(t—3"

im Falle positiver reeller Zahlen r, s und ¢ handelt es sich also bei
(s+ 1) (¢t —n/(¢r+ 1) (t—5) um die bestmdgliche (von x und y
unabhingige) obere Schranke fiir den Quotienten (5.1).

AbschlieBend bemerken wir, daf3 der Wert 1 fiir alle reellen r, s und
t mit r < s < t eine untere Schranke fiir (5.1) ist. Dies folgt unmittel-
bar aus der Monotoniceigenschaft (1.1).
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