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Einleitung 

Ein Teilsystem KPM der Mengenlehre, das die Existenz eines 
rekursiven Mahlo-Universums postuliert, wurde zuerst von 
M. Rathjen [5] mittels einer sehr komplizierten Erweiterung eines 
von W. Buchholz [1] eingefiihrten Majorisierungsverfahrens be- 
weistheoretisch analysiert mit dem Ergebnis, daß die Wider- 
spruchsfreiheit von KPM durch transfinite Induktion bis zur Ordi- 
nalzahl tpQ1('i|)(ZeM+1)0) eines von M. Rathjen eingefiihrten 
Ordinalzahlensystems 31 (M) beweisbar ist. Hierbei bezeichnet M 
die kleinste schwache Mahlozahl und Z eine nichtmonotone 
injektive Abbildung von der Menge aller Ordinalzahlen < TM+1 in 
die Menge der unerreichbaren Ordinalzahlen < M, während die 
tjlG für überabzählbare reguläre Ordinalzahlen O < M schwach 
monotone Kollabierungsfunktionen sind. Die Ordinalzahlenanalyse 
von M. Rathjen beruht im wesentlichen auf einer ersten 
imprädikativen Schnitt-Elimination, zu der die Funktion Z 
gebraucht wird, und einer zweiten imprädikativen Schnitt- 
Elimination, zu der die Funktionen ijia gebraucht werden. 

Schließlich entwickelte W. Buchholz [2] ein neuartiges Verfah- 
ren von H-kontrollierten Herleitungen, mit dem er in [3] die be- 
weistheoretische Analyse von KPM bedeutend einfacher durchfuh- 
ren konnte. Er benutzte hierbei ein von 31 (M) verschiedenes 
Ordinalzahlensystem, in dem die beiden verschiedenartigen 
imprädikativen Schnitt-Eliminationen in komplexer Weise 
zusammengefaßt werden. 

In der vorliegenden Note soll nun gezeigt werden, daß sich das 
Buchholzsche Verfahren der H-kontrollierten Herleitungen in ei- 
ner sehr einfach modifizierten Weise vom Buchholzschen Ordi- 
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nalzahlensystem unmittelbar auf das formal einfachere und natürli- 
chere Rathjensche Ordinalzahlensystem übertragen läßt. Wir be- 
schreiben zunächst im 1. Abschnitt das formale System KPM und 
im 2. Abschnitt ein dem Rathjenschen Ordinalzahlensystem (M) 
entsprechendes Ordinalzahlensystem OT(M). Im 3. Abschnitt wird 
dann unter Bezugnahme auf [2], [3] und [5] die beweistheoretische 
Analyse vom KPM im Ordinalzahlensystem OT(M) skizziert. 

1. Das mengentheoretische formale System KPM 

Grundzeichen des Systems KPM: 
1. Je abzählbar unendlich viele freie und gebundene Variablen. 
2. -

1
-, G , Ad, —3 und runde Klammern. 

Unter einer n-stelligen Nennform (n > 1) verstehen wir eine 
nichtleere endliche Zeichenreihe, die außer Grundzeichen des 
formalen Systems höchstens die Nennzeichen enthält. Ist 
J^eine n-stellige Nennform und sind e1; . . ., en nichtleere endliche 
Zeichenreihen, so bezeichnet f^[eh . . ., en] denjenigen Ausdruck, 
der aus der Nennform JFdadurch entsteht, daß jedes Nennzeichen 
*i überall, wo es in J^auftritt, durch ej ersetzt wird. Eckige Klam- 
mern werden im folgenden nur in dieser Bedeutung im Zusam- 
menhang mit Nennformen verwendet. 

Induktive Definition der Formeln des Systems KPM. 
1. -L (falsum) ist eine Formel. 
2. Sind a und b freie Variablen, so sind (a e b) und Ad(a) Formeln. 
3. Sind A und B Formeln, so ist auch (A —> B) eine Formel. 
4. Ist a eine freie Variable, eine 1-stellige Nennfonn derart, 

daß [a] eine Formel ist, und x eine gebundene Variable, die 
in nicht auftritt, so ist 3x^ [x] eine Formel mit einem un- 

beschränkten Quantor 3x und (3x e a) [x] eine Formel mit 
einem beschränkten Quantor (3x e a). 
Formeln, die keinen unbeschränkten Quantor enthalten, heißen 

A Q-Formeln. 

Induktive Definition der Ÿ-Formen und N-Forme«. 
1. *, ist eine P-Form. 
2. Ist^eine P-Form und A eine Formel, so ist »Qjjeine P- 

Form und [(*] —» A)] eine N-Form. 
3. Ist NF' eine N-Form, so ist , —>-*-)] eine P-Form. 
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Nach dieser Definition sind die P-Formen und N-Formen 1- 
stellige Nennformen, die das Nennzeichen *, an genau einer Stelle 
enthalten und bei Ersetzung dieses Nennzeichens durch eine For- 
mel in Formeln übergehen. 

Eine Formel C heißt ein Positivteil (Negativteil) einer Formel F, 
wenn es eine P-Form ^(N-Form yP) gibt derart, daß 9P[C\ 
(yP\C]) die Formel F ist. 

Ein Positivteil einer Formel heißt minimal, wenn er nicht die 
Gestalt (A—>B) hat. Ein Negativteil einer Formel heißt minimal, 

wenn er nicht die Gestalt (A—>-*-) hat. 

Für Formeln F und G bedeute F l~ G (aus F folgt strukturell G), 
daß jeder minimale Positivteil von F, der nicht die Formel ist, 
auch als Positivteil von G auftritt und jeder minimale Negativteil 
von F auch als Negeativteil von G auftritt. 

Als Mitteilungszeichen verwenden wir 
a, b, c für freie Variablen, 
v, w, x, y, z für gebundene Variablen, 
A, B, C, F, G für Formeln, 
,/6 für 1-stellige Nennformen, so daß [a] eine Formel ist, 
■93 für 2-stellige Nennformen, so daß .99 [a, b] eine Formel ist, 
% für 3-stellige Nennformen, so daß W [a, b, c] eine Formel ist, 
99 für P-Formen und 
JPfür N-Formen. 
Diese Mitteilungszeichen werden auch mit Indizes verwendet. 

Definitionen. 
—1 A: = (A— 
(A vB): = (-, A—>B) 
(A A B): — —I (A—> —I B) 
Vx y% [x]: = —1 3x —1 [x] 
(Vx 6 a) ^ [x]: = —I (3x e a) —i [x] 
(a = b): = ((Vx e a) (x e b) A (Vx e b) (x 6 a)) 
Tran[a]: = (Vx e a) (Vy e x) (y e a) 

Zur Abkürzung lassen wir teilweise runde Klammern in For- 
meln fort, wenn es nicht mißverständlich ist. 

Axiome des Systems KPM: 
(Taut) F—>F 



?? Kurt Schütte 

(Ext) (a - b) —> (. '6 [aj —[bj) 
(Fund) Vx ((Vy G x) ^ [y] —[x])—» Vx ^ [x] 
(Ad 1) (Ad(a) A Ad(b))—>((a G b) v (a — b) v (b G a)) 
(Ad 2) Ad(a) —>Tran[a] 
(Ad 3) Ad(a)—>(Vx G a) (Vy G a) (3z G a) ((x G z) A (y G z) A 

Tran[zj) 
(Ad 4) Ad(a) —>(3x G a) ((3y G x) (->- —>-L) A (Vy G X) (3ZGX) 

(y G z)) (auf Ad beschränktes Unendlichkeitsaxiom) 
(Ad 5) Ad(a)—>(Vv G a) (Vw G a) (Vx G a) (3y G a) ((Vz G y) 

(* [v, W, z] A (z G x)) A (Vz G x) (W fv, W, 

z]—>(ZG y))), wenn W [a, b, c] eine À(rFormel ist und 
keine freie Variable enthält. 

(auf Ad beschränkte A()-Separation) 
(Ad 6) Ad(a)—>(Vv G a) (Vx G a) ((Vy G x) (3z G a) W [v, y, 

z]—>(3w G a) (Vy G x) (3z G w) W [v, y, z]), 
wenn W [a, b, c] eine A0-Formel ist und §Fkeine freie 
Variable enthält. 
(auf Ad beschränkte A0-Kollektion) 

Schlußregeln des Systems KPM: 

(Str) F F G, wenn F h G gilt. 

(SI) A bA],#[B] F y/ -[A->B)], 
wenn B nicht die Formel -1- ist. 

(S2a) F b^[3x ^ [x]] 
(S2b) £»[((a Gb)Ai [a])] F &>[ßx G b) ^ [x]] 

(S3a) [a]] FJV [3x [x]], 
wenn a in der Konklusion nicht auftritt. 

(S3b) .A '[((a G b) A [a])] F yU[(3x Gb)i [xJJ, 
wenn a in der Konklusion nicht auftritt. 

(S4) 5^[Vx 3 y .99 \x, y]] F .^[3z(Ad(z) A (VX G z) (3y G z) 

•#[*. y])], 
wenn .99 [a, b] eine A0-Formel ist. 

(Schnitt) C v F, C—> FFF 
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2. Das Ordinalzahlensystem OT(M) 

Wir gehen aus von einer Mengentheorie mit Auswahlaxiom 
nach Zermelo-Fraenkel, in der zusätzlich die Existenz einer 
schwachen Mahlozahl vorausgesetzt wird, und bezeichnen mit a, 
ß, y, Ô, T), p zunächst beliebige Ordinalzahlen, mit i, k, m, n Ordi- 
nalzahlen < u) und mit M die kleinste schwache Mahlozahl. 

Für eine Ordinalzahlenklasse X sei X/a: = {r| G X: l] < a}. 
X < a (X < a) bedeute, daß r| < u (t] < a) Für alle V) G X gilt. 
Induktive Definition der a-kritischen Ordinalzahlen und der 

Funktionen cpa. 
1. Die O-kritischen Ordinalzahlen seien die additiven Flauptzahlen. 
2. cpa sei die Ordnungsfunktion der a-kritischen Ordinalzahlen. 
3. Für a > 0 seien die a-kritischen Ordinalzahlen die gemeinsa- 

men Fixpunkte aller Funktionen cpn mit T| < a. 
Wir schreiben cpaß anstatt cpa(ß). 

Lemma 2.1. 

a) cpOß = (üP und cp lß = 8p. 
b) cpaß ist streng monoton und stetig in ß. 
c) Für y < a ist cpY (cpaß) = cpaß. 
d) cpaß ist eine additive Hauptzahl, und zu jeder additiven Haupt- 

zahl y gibt es eindeutig a, ß mit ß < Y = cpaß. 
e) a < cpaO. 

Definitionen. 

1. Eine Ordinalzahl a heißt stark kritisch, wenn cpaO = a ist. 
2. SC sei die Klasse der stark kritischen Ordinalzahlen. 
3. Mr: = min {r| G SC: M < r]} = TM+1 

4. Ô = NFcpaß+Y (Ô hat die Normalform cpaß+Y) bedeute, daß 
Ô = cpaß+Y ist mit a < ô, ß < cpaß und y < b. 

Lemma 2.2. 

a) Gilt Ô = NFcpaß+Y, so sind a, ß, Y eindeutig durch ô bestimmt. 
b) Zu Ô gibt es a, ß, Y mit ô = NFcpaß+Y genau dann, wenn 

0 < ô £ SC ist. 
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Induktive Definition von ö* für ô < Mr. 
1.0* = M*: = 0. 
2. Für ô = NFq)aß+Y < Mr sei ô*: = max {a*, ß*, y*}. 
3. Für ô e SC/M sei ô*: = ô. 

Nach dieser Definition ist ö*G {0}hJ SC/M für alle 0<M[. 

Definitionen. 
1. Q0: = 0 und Qa: = S(I für a > 0. 

2. K sei die Klasse aller Ordinalzahlen Qa. 
3. R sei die Klasse der überabzählbaren regulären Ordinalzahlen. 
Offenbar ist R eine echte Teilklasse von K und M unerreichbar, 
d.h. QM = M G R. 

Induktive Definition der Ordinalzahlenmengen Bn(a, ß), B(a, 
ß) und Ordinalzahlen Z(X für a < Mr. 
(Bl) 0, M G Bn(a, ß) und r) G Bn (a, ß) für alle r) < ß. 
(B2) Gilt ô = NFq)ô1ô2+ô3 und ô,, ô2, ô3 G Bn (a, ß), so sei 

ô G Bn+1 (a, ß). 
(B3) Ist [i < < M und |X G B„ (a, ß), so sei G Bn+1 (a, ß). 
(B4) Ist y < ô G R/M und ô G Bn (a, ß), so sei y e Bn+1 (a, ß). 
(B5) 1st y < a und y G Bn (a, ß), so sei Z y e Bn+1 (a, ß). 
(B6) B (a, ß): = u { Bn (a, ß): n < ta}. 
(B7) Za: = min {r| G R: a G B (a, r|) und B (a, ï))/M < il}. 

Lemma 2.3. Für a, ß < Mr gilt: 
a) a G B (a, Za) und B (a, Za )/M < Za. 
b) QZa = Za G R/M. 
c) Aus a < ß und a G B (ß, Zß) folgt Za < Zß. 
d) Aus Za = Zß folgt a = ß. 
e) Za * a. 
f) a G B (ß, Zß) gilt genau dann, wenn a* < Zß ist. 

Beweis nach der Definition von Za und nach [4] Lemma 3.6. 
Induktive Definition der Ordinalzahlen Cn (a, ß), C (a, ß) 

und Ordinalzahlen ijiQ^+j a, xß (Zy) a für [X < M und y < Mr. 
(CI) 0, M G Cn (a, ß) und r\ e Cn (a, ß) für alle T] < ß. 
(C2) Gilt ô = NFcpôIô2+ô3 und ô1; ô2, ô3 G C„ (a, ß), so sei 

ô G Cn+I (a, ß). 
(C3) Ist i] < Q,, < M und i] G Cn (a, ß), so sei Q,, G Cn+1 (a, ß). 
(C4) Ist il < Mr und il G C„ (a, ß), so sei Zii G Cn+1 (a, ß). 
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(C5) Ist rj < M und sind Q,1+1, ô G C„ (a, ß) mit ô < a und 
ô e C (ô, i|iQ)1+1ö), so sei i|iß,)+1ö G Cn+1 (a, ß). 

(C6) Ist I] < Mr und sind Zï], ö G Cn (a, ß) mit ö < a und 
ô G C (ô,tji (Zr|) Ô), so sei xß (Zr|) ô e Cn+I (a, ß). 

(C7) C (a, ß): = u {C„ (a, ß): n < a)>. 
(C8) i|j£^l+1a: = min {r|: il g C (a, Q^+l)}. 
(C9) t|i (Zy) a: = min {ï|: Zy e C (a,T]) und C (a, r|)/Zy < r|}. 

Lemma 2.4. Für ß < M und g < Mr gilt: 
a) Qj, < x[)Qtl+1a < Q^, mit G SC. 

b) y* < t|i (Zy) a < Zy mit (Zy) a = t|i (Zy) a g R. 
Beweis nach der Definition von ijiQ(i+1a und [3] Theorem 1.3. 

Bezeichnungen. Mit K, CT bezeichnen wir die erreichbaren re- 
gulären Ordinalzahlen Q^+] < M sowie die unerreichbaren Ordi- 
nalzahlen Zy mit y < Mr. 

Für G = Q(l+I sei a~: = ß(l, und für o = Zy sei o~: = y*. 
In bekannter Weise folgt für alle JC und CT: 

Lemma 2.5. 
a) er < tpoa < o < M. 
b) C (a, tjiGa)/G < ijioa. 
c) Aus n~ < I|Iö(X folgt jt G C (a, \jiaa). 
d) o G C (a, ijioa). 
e) Aus rpoa < n < o folgt i|ioa < n~. 
f) Aus ijiCTa = apjtß folgt JC = o. 
g) Aus a G C (a, ipoa) und a < ß folgt a(ioa < tjioß. 
h) Aus cpCTa = aßoß mit a G C (a, ijioa) und ß e C (ß, ijioß) folgt 

a = ß 4= ijiCTa. 
Induktive Definition der Ordinalzahlenmenge OT(M). 

(Tl) 0, M G OT(M). 
(T2) Gilt ô = NFcpaß+y < eM+1 und a, ß, y e OT(M), so sei 

ô G OT(M). 
(T3) Ist ß < Q(l < M und ß G OT(M), SO sei Q|( G OT(M). 
(T4) Ist y < eM+i und y G 0T(M), SO sei Zy G OT(M). 

(T5) Sind o, a G OT(M) mit a < M und a e C (a, t|ioa), so sei 
tjiaa G OT(M). 

Aus den Lemmata 2.2 bis 2.5 geht hervor, daß jede Ordinalzahl 
aus OT(M) auf genau eine Weise durch die Definitionsregeln (TI) 
bis (T5) bestimmt ist. Daher liefern diese Definitionsregeln ein 
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eindeutiges Bezeichnungssystem für die Ordinalzahlen der Menge 
OT(M). 

Lemma 2.6. Die Ordinalzahlenmenge OT(M) /Qj besteht aus 
dem Abschnitt aller Ordinalzahlen < l|)ßi (t[) (Z£M+I) 0). 

Beweis nach [4] Theorem 6.3. 
Im folgenden bezeichnen a, ß, y, b, r), |i, v, Jt, Q, o stets 

Ordinalzahlen aus OT(M), wobei Jt, G e R/M sind. 

3. Das geschichtete halbformale System RS(M) 

Grundzeichen des Systems RS(M): 
1. Abzahlbar unendlich viele gebundene Variablen. 
2. Bezeichnungen der Ordinalzahlen aus OT(M). 
3. -1-, e, Ad, —3, L, Doppelpunkt, runde und geschweifte 

Klammern. 
Nennformen werden in RS(M) entsprechend wie in KPM ver- 

wendet. Dabei setzen wir von jeder Nennform voraus, daß kein 
Nennzeichen zwischen geschweiften Klammern auftritt. 

Induktive Definition der Terme des Systems RS(M), der 
Schicht St und Komponentenmenge k(t) eines Terms t, der Formeln des 
Systems RS(M) und der Komponentenmenge k(F) einer Formel F. 
1. Für a < M ist La ein Term der Schicht a mit der Komponen- 

tenmenge {a}. 
2. Ist 0 < a < M, a £ R, eine 1-stellige Nennform derart, daß 

N& [L0] eine Formel mit k fS [0]) < a ist, und x eine gebunde- 
ne Variable, die in N& nicht auftritt, so ist {x 6 La: N& [x]} ein 
Term der Schicht a mit der Komponentenmenge k (.Kè [LO]) U 
{a}. 

3. -1- ist eine Formel mit leerer Komponentenmenge. 
4. Sind s und t Terme von Schichten < M, so ist (s e t) eine For- 

mel mit der Komponentenmenge k(s) U k (t). 
5. Ist t ein Term von einer Schicht < M, so ist Ad(t) eine Formel 

mit der Komponentenmenge k(t). 
6. Sind A und B Formeln, so ist (A—>B) eine Formel mit der 

Komponentenmenge k(A) CJ k(B). 
7. Ist t ein Term, eine 1-stellige Nennform derart, daß .//> [L0] 

eine Formel ist, und x eine gebundene Variable, die weder in t 
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noch in ./& auftritt, so ist (3x G t) .Æ [xj eine Formel mit der 
Komponentenmenge k(t) U k (.y# [LO]). 

Eine Formel heiße einfach, wenn sie nicht die Gestalt (A—>B) hat. 
Als Mitteilungszeichen für Terme verwenden wir s, t, u. Im übrigen 
verwenden wir in RS(M) die entsprechenden Mitteilungszeichen 

wie in KPM. P-Formen, N-Formen, F |— G, —i A, (A v B), 

(A A 13), (Vx G t) ,Æ [x], (s = t) und Tran[t] werden in RS(M) 
entsprechend wie in KPM definiert. 

Induktive Definition der 2(a)-Formeln und Yl(a)-Formeln für 
a 6 R. 
1. Eine Formel F, die weder die Gestalt (A—>B) noch 

(3x e t) .Aï? [x] hat, ist genau dann eine E(a)-Formel (13(a)- 
Formel), wenn k(F) < a ist. 

2. Eine Formel (A—>B) ist genau dann eine 2(a)-Formel (13(a)- 
Formel), wenn A eine I3(a)-Formel (2(a)-Formel) und B eine 
Z(a)-Formel (I3(a)-Formel) ist. 

3. Eine Formel (3x G t) [x] ist genau dann eine 2(a)-Formel 
(I3(a)-Formel), wenn St < a (St < a) und ^ [LO] eine 2(a)- 
Formel (I3(a)-Formel) ist. 

Eine Formel F heißt eine A(a)-Formel (für a G R), wenn k(F) < a 
ist. 

Definition der Formel t(u) für Su < St. 
1. t(u): = —I (u 6 LO), wenn t ein Temi La ist. 
2. t(u): = —I (u G LO) A „/% [u], wenn t ein Term {x G La: [x]} 

ist. 

Induktive Definition des Ranges rn(F) einer Formel F. 
1. rn(-c): = 0. 

2. rn(s G t): = max {00 • Ss + 6, to • St + 1} für Ss, St < M. 
3. rn(Ad(t)): = (ü • St + 5 für St < M. 
4. rn(—I A): = rn(A). 
5. rn(A—>B): = max {rn(A), rn(B)} + 1, wenn B nicht die Formel 

-u ist. 
6. rn((3x G t) . é [x]): = max {to ■ St, rn(.€ [LO]) +2}. 

Lemma 3.1. Für Su < St ist rn(t(u)) < Cü • St. 
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Lemma 3.2. 
a) rn(t(u) A (s = u) < rn(s G t) für Ss < M und Su < St < M. 
b) rn(Lo = t) < rn(Ad(t)) für o < St < M. 
c) rn(t(u) A yè [u]) < rn((3x G t) [x]) für Su < St. 

Lemma 3.3. Jede einfache Formel vom Rang a 6 R ist eine 
Formel (3x G La) .AP [x] mit einer A(a)-Formel AP [LO]. 

Axiome des Systems RS(M): 
(Ax.-1-) A'm 
(AX.G) A [(s G LO)] für Ss < M. 
(Ax.Ad) yV [Ad(t)] für St < Q,. 
(Ax.3) yV [(3x G LO) A [x]] 

Hauptschlüsse des Systems RS(M): 
(—^) —I A—$yy [(A—>B)], B—-S./Ÿ [(A—>B)] F A [(A—>B)], 

wenn B nicht die Formel ist. 
Dieser Hauptschluß hat die Indexmenge {LO, LI}. 

(P.G) (t(u) A (S = U)) V ^[(S G t)] F &>[(S G t)], 
wenn Ss < M und Su < St < M ist. 
Dieser Hauptschluß hat die Indexmenge {u}. 

(P.Ad) (La = t) v A\Ad(t)] F f^[Ad(t)], wenn a < St < M ist. 
Dieser Hauptschluß hat die Indexmenge {La}. 

(P.3) (t(u) A y& [u]) v F^[(3x G t) yê [x]] F :A[3x G t) AP [x]], 
wenn Su < St ist. Dieser Hauptschluß hat die Indexmenge {u}. 

(Cl0) (Vx G t) (3y G La) Jg’fx, y] v F F F, wenn St < a, ,J^[L0, 
LO] eine À(a)-Formel und F eine Formel A[(ßz G La) 
(Vx G t) (3y G z) A [X, y]] ist. Dieser Hauptschluß hat die 
Indexmenge {La}. 

(C1M) (VxG LM) (3ye LM).i?[x, y] v F F F, 
wenn ,A[L0, LO] eine A(M)-Formel und F eine Formel 
A[(3z G LM) (Ad(z) A (Vx G z) (3y G z) .V?[x, y])] ist. 
Dieser Hauptschluß hat die Indexmenge {LO}. 

(N.G) (t(u) A (s = u)) —> yp [sG t)] für alle u mit Su < St F 
yV [(s G t)], wenn Ss < M und 0 < St < M ist. 
Dieser Hauptschluß hat die Indexmenge {u: Su < St}. 

(N.Ad) (La = t) -> yV[Ad(t)] Für alle O < St F A'fAd(t)], wenn 
Q, < St < M ist. 
Dieser Hauptschluß hat die Indexmenge {La: a < St}. 
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(N.3) (t(u) A [u]) —> JV [(3X G t) [x]] flir alle u mit Su < St 
F JV [(3X G t) [x]], wenn St > 0 ist. 
Dieser Hauptschluß hat die Indexmenge {u: Su < St}. 

Der bezeichnete minimale Positiv- oder Negativteil der 
Konklusion eines Hauptschlusses heißt der Hauptteil des betreffen- 
den Hauptschlusses. Die Prämissen eines Haupschlusses mit der In- 
dexmenge J haben die Indizes u G J. 

Schnitte des Systems RS(M): 
C v F, FFF 
Die mit C bezeichnete Formel in den Prämissen eines Schnittes 

heißt die Schnittformel des betreffenden Schnittes. Der Rang eines 
Schnittes ist der Rang rn(C) seiner Schnittformel C. 

Im folgenden bezeichnen X, Y endliche Teilmengen von 
OT(M). 

Definition. 

Hß(xy= Jn{B(tri): X c B(Ç, T|) und ß < n 
Y ' jn{c(£,r|): XcCfe Tj) undy<£}n OT(M) 

Lemma 3.4. 

a) Für ß < p, y< v und X ç Y gilt HP(X)çH'‘(Y). 
Y v 

b) XcHp(X). 
Y 

c) Aus YCHJ(X) folgt HJ(XUY) = HJ(X), 

d) 0, M e Hß(X). 
y 

e) p = NF(paô+r| e Hß(X) gilt genau dann, wenn a, ô, T| G 

Hß(X) sind. 
y 

f) G Hß(X)/M gilt genau dann, wenn p G Hß(X)/M ist. 

g) Aus a e Hß(X) und a < ß folgt Za G Hß(X). 

h) Aus a, a G Hß(X)/M, a e C (a, \poa) und a < y folgt i}>Ga G 

HP(X). 
y 
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Induktive Definition von H^(X)[^F (durch Induktion nach 
Y 

1
 e 

a). H|'(X) [A F gelte genau dann, wenn {a} U k(F) cz Hß(X) gilt 

und einer der folgenden sechs Fälle vorliegt. 

1. F ist ein Axiom des System RS(M). 

2. F ist die Konklusion eines Hauptschlusses (—>), und es gibt 

f(i) < a mit Hß(X) F, für die Prämissen F, (i = 0,1). 
Y 

1 ö 

3. F ist die Konklusion eines Hauptschlusses (P.e), (P.Ad), (P.3) 

oder (Cla) mit der Indexmenge {u}, und es gibt ô mit Su < ö < 

a und H ß(X) [^-Fufür die Prämisse Fu. 

4. F ist die Konklusion eines Hauptschlusses (C1M), und es gibt ô 

mit & + M < a und H 13 (X) | ^ F0 für die Prämisse F0. 

5. F ist die Konklusion eines Hauptschlusses (N.e), (N.Ad) oder 

N.3) mit der Indexmenge J, und es gibt f(u) < a mit 

H ,3(X u k(u)) [-b^Fu für jede Prämisse Fu vom Index u e J. 

6. F ist die Konklusion eines Schnittes mit der Schnittformel C 

von einem Rang < Q, und es gibt ô mit k(C) < ô < a und 

H 13(X) F; für die Prämissen F, (i = 0, 1). 
Y 

0 

Lemma 3.5. 

a) Aus Hß(X) ÇF, ß < [X, y < V und XçY folgt H J(Y) [|F. 

b) Aus H';(X) [Y F, a < ô und ô e Hß(X) folgt H ß(X) |^F. 

c) Aus Hß(X)l^F und Q < u folgt Hß(X) l^F. 
Y 1 Q Y 1 H 

Lemma 3.6. (Strukturschlußlemma) 

Aus ,Hß(X)|3fF und k(G) c Hß(X) folgt Hß(X)[^G. 
Y 1 Q Y Y 1 Q 

Beweis durch Induktion nach OL. 
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Lemma 3.7. 

a) Aus Hß(X)L^- C/\K\ mit f(i) < a (i = 0, 1) und ae Hß(X) 
Y e Y 

folgt Hß(X) [— ^[(Ao A A,)]. 

b) 1st Su < St und gilt H ß(X) |-^ JV [(t(u) —[u])] mit Su<ô<a 

und a, St e Hß(X), so folgt Hß(X) J ‘[Vx e t) [x]]. 

c) 1st St>0 und gilt H?(Xuk(u))p &>[(t(u)->./g [u])l mit 
Y 

1
 e 

f(u) < a fur alle u mit Su < St sowie a, St e Hß(X), so folgt 

H**(X)f— ./5[(Vx e t) J [x]]. 
Y 

1
 Q 

Beweis aufgrund der Definitionen von A und V mit Lemma 3.6. 

Lemma 3.8. (Inversionslemma) 

a) Aus H ß(X) £ J '[(A—>B)J folgt H ß(X) .// '[-, AI und 
Y 1 0 Y 1 Q 

Hß(X)L-J '[B]. 
Y 

1
 Q 

b) Aus H ß(X) . / [(s e t)] mit Ss < M und Su < St < M folgt 
Y 

1
 e 

Hß(Xuk(u))[ü.,/ *[(t(u) A (s = u))]. 
Y 

1
 e 

c) Aus Hß(X) .// [Ad(t)[ mit o< St < M folgt H ß(X u {o}) 

J '[(La = t)]. 

d) Aus Hß(X) . / [(3x e t) . [x]] mit Su < St folgt 
Y 

1
Q 

Hß(Xuk(u))^. / '[(t(u) A . [u)]. 
Y 

1
 e 

e) Aus Hß(X) :/J[(Vx e t). X [x]] mit Su < St folgt 

Hj(Xuk(u))Ç.X[(t(u)^A[u])j. 

Beweis durch Induktion nach a mit Lemma 3.6. 
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Lemma 3.9. (Beschränkungslemma) 

a) Aus Hß(X) &*[(3x e LÔ) ^ [x]j mit a < u < ô < M und 
7 1 o 

H e H[(X) folgt Hß(X) \1 <P[ßx 6 Lp) ^ [x]]. 
Y y ' e 

b) Aus Hß(X) [df 5»[(Vx e t) (3y e Lô) [x, y]] mit 
Y 1 e 

a < (.1 < ô < M und p e Hß(X) folgt Hß(X) ^>[(Vx e t) 

(3ye Lp) Jg>[x, y]]. 

c) Aus Hß(X)|3i .A' [(3x G Ld) [x]] mit p < ô < M und p e 

Hß(X) folgt Hß(X) Ç .// '[(3x e 41) [x]]. 

Beweis durch Induktion nach OL 

Definition. Unter einer RS(M)-Interpretation einer Formel F 
des Systems KPM verstehen wir eine Formel des Systems RS(M), 
die aus F dadurch entsteht, daß für jede in F auftretende freie Va- 
riable ein Term einer Schicht < M eingesetzt wird und jeder in F 
auftretende unbeschränkte Quantor 3x durch (3x e LM) ersetzt 
wird. 

Satz 3.10. (Einbettungssatz) 
Zu jeder in KPM herleitbaren Formel F gibt es k, m < 00 derart, 

daß H||(k(FM)) | FM für jede RS(M)-Interpretation FM von F 

gilt. Beweis entsprechend wie in [3] oder [5]. 

Lemma 3.11. (Prädikative Schnitt-Elimination) 

a) Ist C eine einfache Formel vom Rang Q g R und gilt H ß(X) 
7 1 e 

C—>F und H ß(X) |-|1 CvG mit k(C) < a, so folgt 

H ß(X) F v G. 
Y 1 Q 

b) Aus H ß(X) LïL F mit Q g R folgt Hß(X) 1^ F. 
Y 1 (H-l Y 1 e 
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c) Gilt rf(X) I—-— F mit a, ô < M und ae H^(X), wobei es 
Y 1 n-Kpoa y 

kein t, e R mit p < t, < p+çpOa gibt, so folgt H ^(X) F. 
y 1 n 

Beweis von a) durch Induktion nach Ô. 
b) ergibt sich mit a) durch Induktion nach Ot. 
c) ergibt sich mit b) durch Hauptinduktion nach a und Neben- 

induktion nach Ô. 

Definitionen. 

a) NF (a, ß) bedeute, daß entweder a = 0 ist oder 1] + ß < a + ß 
für alle T] < a gilt. 

b) Für p e K/M sei p': = p + 1, wenn pe R ist, sonst p': = p. 

Lemma 3.12. (Imprädikative Schnitt-Elimination mit Kollabie- 
rung) 

a) Gilt Hj(X)^ F für eine 2(M)-Formel F mit ß e HJ(X), 

X c= B (ß + 1, Z (ß +1)) und NF (ß, cpOa), so folgt 
j_jß+<pOapQ I Z(ß-Kp<)a) p 

b) Gilt H^(X) Uf F für eine 2(ö)-Formel F mit p e K/M, a < M, 
Y V 

Y, p, O e H^(X) und XcC (y + 1, tjJ it (y + 1)) für alle Jt > ö, 

so folgt (xGWfrWOip 
Y+<pO(H-Kx) 1 votY+iplXn-Kx)) 

Beweis entsprechend wie in [3] mit dem Unterschied, daß 
Hauptschlüsse (C1M) nur im Beweis von a) und Hauptschlüsse (Cl0) 

nur im Beweis von b) auf Hauptschlüsse (P.3) zurückzuführen 
sind. 

Lemma 3.13. Ist eine RS(M)-Interpretation FM einer in KPM 

herleitbaren A(l-Formel F eine ^(fiJ-Formel mit k(FM) e H°(0), 

so gibt es a < Q,, ß und y < M mit H*3 (0) FM . 

Beweis. Nach Satz 3.10 hat man k, m < ca mit H" (0) 1 M — FM. 
0 <M+m 
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Mit Lemma 3.11 b) folgt, daß es ô mit (0) j2Î-Fw gibt. 

Für ß: = cpOö folgt nach Lemma 3.12 a) (0) |^FM. 

Für y: = cpO (Zß + Zß) < M folgt nach Lemma 3.12 b) (0) 

pM 

vn,y 

Für a: = cp (tpfiiy) (tpQ^) folgt nach Lemma 3.11 c) rf (0) 

[^FM mit a < Qi. 1 o 

Satz 3.14. (M. Rathjen) Die beweistheoretische Ordinalzahl 
des formalen Systems KPM ist < ij)Q| ('Vp(ZeM+l)0). 

Beweis. Dies folgt aus den Lemmata 3.13 und 2.6. 
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