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Herr Stumpf hielt einen Vortrag:

,Ueber die Anwendung des mathematischen
Wahrscheinlichkeitsbegriffes auf Teile eines
Continuums*

und legte einen auf denselben Gegenstand beziiglichen Aufsatz
des Herrn Dr. Hermann Brunn vor:

yUeber ein Paradoxon der Wahrscheinlich-
keitsrechnung.®

In meinem Vortrage ,Ueber den Begriff der mathe-

' matischen Wahrscheinlichkeit* (Sitz.-Ber. 1892 8. 35 f.) habe
ich in Consequenz der Wahrscheinlichkeitsdefinition von La-
place gegeniiber neneren Auffassungen daran festgehalten,
dass zur Wahrscheinlichkeitsbestimmung physische Gleichheit
der sog. gleichmbglichen Fille nicht erforderlich sei. Man
kann, sagte ich, bei einem sechsseitigen Korper, dessen Seiten
mit den Buchstaben a bis f bezeichnet sind, ohne dass wir
das Geringste iiber ibr Grossenverhiiltnis wissen, in demselben
Sinn und mit demselben Recht die Wahrscheinlichkeit, dass
er mit der Seite d anf dem Boden aufliege, als } bestimmen,
wie bei einem Wiirfel. Das Bernoulli'sche Theorem und
alle (ibrigen Folgerungen behalten da wie dort ihre Goltig-
1892, Philos.-philol, u, hist. CI, 4. 4
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keit, entsprechen den Erwartungen des gesunden Menschen-
verstandes und wiirden zweifellos auch von der Erfahrung in
derselben Weise bestitigt werden, in welcher hier iiberhaupt
Bestiitigung stattfinden kann. Die ,gleiche Méglichkeit* der
disjungirten Fille, deren Summe den Nenner des Wahr-
scheinlichkeitsbruches bildet, bedeutet also, wie Laplace richtig
gesagt hat, nichts weiter als gleiche Unkenntnis.

Einer der Einwiinde, gegen die ich diese Behauptung
verteidigte, bezog sich auf die Teile eines Continuums. Ich
hatte in dieser Beziehung einer von J. v. Kries in con-
creterer Form aufgestellten Paradoxie (iber die Wahrschein-
lichkeit, dass ein Meteor auf Teile der Erdoberfliche falle,
von denen uns nur Zahl und Namen bekannt sind) zunichst
folgende allgemeinere Form gegeben: ,Eine Kugel falle auf
eine begrenzte Ebene, von der wir nur wissen, dass sie in
5 Teile a b ¢ d e zerfillt, wihrend uns tiber die velative
Ausdehnung derselben nichts bhekannt ist. Ftr jeden Teil
also Wahrscheinlichkeit }. Nun wird uns gesagt, dass der
Teil a wieder in drei Teile @ 8 y zerfillt. Fiir jeden dieser
Teile also Wahrscheinlichkeit ;. Wir konnen aber ebenso-
gut diese 3 Teile von vornherein auch als selbstindige Teile
neben b ¢ d e ansehen, und danach wiirde sich fiir je einen
derselben vielmebhr } ergeben. Und so kiunen wir tiberhaupt
willkiirlich jede beliebige Wahrscheinlichkeit fiir einen und
denselben Teil berechnen.® (a. a. 0. S. 68.)

Die Losung fand ich darin, dass schon in der Problem-
stellung eine Absurditit liege, die dann natiirlich auch in
der Consequenz zu Tage trete: es werde verlangt, dass wir
zuerst nichts weiter wiissten, als dass die Ebene in 5 mit
a bis f bezeichnete Teile zerfiillt, wilhrend wir doch factisch
bei jedem Continuum wissen, dass es in's Unendliche Teile
hat. Keine andere Fragestellung habe daher hier einen Sinn
als diese: ,Welcher mathematische Punct wird getroffen?®
wobei die Wahrscheinlichkeit fiir jeden unendlich klein wird.
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Diese Losung der speciellen Frage hat bei zwei Gelehrten,
die den Hauptthesen der Abhandlung ihre Zustimmung
schenkten, Herrn Franz Brentano in Wien und Herrn Her-
mann Brunn in Miinchen, Anstoss erregt. Es schien ihnen,
dass damit der gegnerischen Ansicht ein unndtiges und
weittragendes Zugestiindnis gemacht sei, indem die Wahr-
scheinlichkeitsrechnung dann auf endliche Teile eines Con-
tinnums von unbekannten Grossenverhdltnissen keine An-
wendung mehr finde. So gewendet wiirde in der That meine
Losung eine Inconsequenz bedeuten. Denn ob die Kugel
senkrecht zu einer Ebene von n Teilen oder ob sie von einer
uns ganz unbekannten Seite her auf einen Korper von n
Seitenflichen auftrifft, das kann keinen Unterschied in der
Berechnung machen: und fiir letzteren Fall folgt doch
der Wahrscheinlichkeitsansatz aus dem friiher Behaupteten.

Nun hatte ich zwar weder die Fassung noch die Losung
des Problems so verstanden. Aber es ist richtig, dass das
urspriingliche Argument von Kries selbst noch verschiedene
andere allgemeine Fassungen und entsprechend andere Los-
ungen gestattet, deren Vorfiihrung geeignet sein diirfte,
die an dieser Stelle etwa auch bei anderen Lesern zuriick-
gebliebenen Zweifel tiber die Berechtigung des alten Wahr-
scheinlichkeitsbegriffes zu beseitigen. Ich erlaube mir daher,
eine von Herrn Brunn gegebene Darstellung vorzulegen (s. u.)
und einige durch die dankenswerten Erinnerungen beider
Forscher angeregte Bemerkungen vorauszuschicken. Wenn
hiebei einzelne Puncte dem Mathematiker, andere dem Philo-
sophen wichtiger, oder auch dem einen mit einer gewissen
Einschrinkung, dem andern ohne solche richtig erscheinen,
so werden diese Differenzen die Uebereinstimmung in der
Hauptsache hoffentlich nicht verdecken.

1. Sind uns vorerst die Grossenverhiltnisse der Teile
eines Continuums (wir mogen der Anschaulichkeit halber an
ein riumliches denken) gegeben, so ist die Wahrschein-
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lichkeit, dass ein Punct in einen dieser Teile falle, aus-
gedriickt durch das Verhiltnis seiner Grosse zu der des

Ganzen, also bei einer Linie durch —le— Die in L, der Liinge

der Linie, enthaltenen Masseinheiten sind die gleichmoglichen
Fille, die in I, der Linge jenes Teiles, enthaltenen die giin-
stigen Fille; und zwar wird der Anhidnger der Laplace’schen
Definition die Fille als gleichmdgliche nicht unmittelbar
darum betrachten, weil es sich umn physisch gleiche Grossen
handelt, sondern weil wir in Folge dessen uns allen gegenfiber
in gleicher Unkenntnis befinden. Die disjunctiv-absolute
Unkenntnis wird eben hier erst durch Riickgang auf die Mass-
einheiten erreicht.) Ich mochte daher die obige Bestimmung
nicht ftir eine Art willkiirlicher Festsetzung, sondern fiir einen
Ausfluss des allgemeinen Wahrscheinlichkeitsbegriffes ansehen.
Ueber diesen Punkt freilich wird wegen des von Herrn Brunn
angedeuteten Zusammenbangs der Frage mit der nach den
geometrischen Axiomen, in der ich seine Anschanungen nicht
zu teilen vermag, auch in weiteren Kreisen nicht so bald
volle Einigung zu erzielen sein.

2. Wenn uns die Grossenverhiltnisse der Teile nicht
gegeben und nur ihre Anzahl n bekannt ist, so setzen wir

die Wahrscheinlichkeit, dass ein in das Continuum fallender

Punct in einen bestimmten Teil falle, =—;~. Dies ist die

Consequenz des alten Wahrscheinlichkeitsbegriffes. Man wird
auch zugeben, dass wir unter #usserst zahlreichen Fillen solcher
Art eine nahezu gleichmiissige Verteilung der Fille unter
die n Teile erwarten. Aber es soll nun die Paradoxie folgen,
die Kries im Auge bat, sobald man auf weitere Teilungen
eingeht.

1) Ltsst sich I: L nicht absolut genau in Zahlen ausdriicken, so
folgt nur, dass auch der Wahrscheinlichkeitswert, in Zahlen ams-

gerechnet, nicht absolut genau ist: eine principielle Schwierigkeit
scheint mir daraus nicht hervorzugehen.
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Denken wir zuerst nur zwei Teile 4 und B, so kann
der Zusatz, durch den die Schwierigkeit entstehen soll, in
verschiedener Form gemacht werden:

a) ,B zerfillt wieder in B und C.“

Versteht man dieses ,zerfillt* so, dass man die Teile
darin unterscheiden kann (wie ich es a. a. O. verstanden),
so wussten wir dies in der That schon vorher, und lige also
in solcher Problemstellung von vornherein eine Absurditit.
Ein Wahrscheinlichkeitsansatz in Bezug auf endliche Teile
hat nur dann Sinn, wenn es sich um wirklich unterschie-
dene, nicht wenn es sich um blos unterscheidbare Teile
handelt.

Um dies noch deutlicher zu machen, liess ich statt der
Teile der Ebene, anf welche die Kugel fallen kann, ebenso-
viele Beutel gegeben sein. Hier kann eine bestimmte Wahr-
scheinlichkeit angegeben werden, auch wenn wir iiber ihr
Grossenverhiiltnis gar nichts wissen, ja sogar wenn wir wissen,
dass sie ungleich gross sind, aber nicht wissen, in welcher
Weise (a. a. O. 70): denn es ist uns dann doch eine actuelle,
vollzogene Teilung, also eine feste Anzahl gleichmiglicher
Fille (in unserem Sinne) gegeben.

b) ,B ist actuell in B und € geteilt, ohne dass wir
iber den Hergang der Teilung, die etwaige Prioritit der
Teile A und B, die gewihnliche Verwendung der Buchstaben
verschiedener Alphabete in solchen Fillen u. s. f. etwas
wissen,®

Dann ist der Fall natiirlich genau derselbe, wie wenn
uns von Anfang drei Teile 4 B € gegeben sind, also Wahr-
scheinlichkeit fiir jeden }. Ueberhaupt ist bei fortgesetzten
Teilungen unter solchen Umstiinden selbstverstindlich keine
andere Anzahl von Teilen als die durch die letzte Teilung
erhaltene massgebend und von einer Paradoxie, einem Gleich-
gelten mehrerer Teilungsergebnisse, keine Rede.
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¢) ,Nachdem die Teilung in 4 und B erfolgt ist, werde
B weiter in 8 und € zerlegt, wobei die Ursache der lm
Teilung in keinem Zusammenhang mit derjenigen der ersten
stehe. Wiederum sei die Frage nach den Wahrscheinlichkeiten
fir das Getroffenwerden der drei so entstandenen Teile.*

Man kann sich den Hergang mit Herrn Brunn so vor-
stellen, dass successive zwei Puncte auf eine Gerade fallen, der
zweite mit der Beschriinkung anf den durch den ersten ge-
bildeten Teil B, {ibrigens aber ohne causalen Zusammenhang
mit dem ersten, Es kann die Ursache auch in einer Absi
liegen, die Puncte kinnen willkiirlich gesetzt sein: nur munw
auch dann die Absichten oder Willensacte zu einander im
Zufallverhiltnis stehen. Die zweite Teilung darf nicht etwa
bei der ersten schon in Aussicht genommen sein (sonst wiirde
der Fall in den vorigen unter b) iibergehen), und es darf
bei ihrem Vollzug auch nicht irgendwelche Riicksicht auf
das Verhiiltnis des Teiles B zum Ganzen obwalten, was psy-
chologiseh nur dann streng erfiillt sein wird, wenn dem zu-
zweit teilenden Subject iiberhaupt blos die Strecke B vor
Augen liegt und keine Vermutung moglich ist, ob sich rechts
oder links davon weitere Teile befinden.

Die zeitliche Folge ist eingefiihrt, um die Beschriinkung
der zweiten Teilung auf den einen der durch die erste ge-
gebenen Teile moglichst anschaulich zu machen. An sich
ist natfirlich nur diese Beschriinkung selbst wichtig und
konnten die beiden Teilungen statt als erste und zweite anch
als Teilang X und Y bezeichnet werden. il

Die Wahrscheiulichkeit fir 8 und € ist hier je 4, fiir
A §. Herr Brunn beweist dies, indem er die Lingenver-
hiiltnisse, obschon sie hier nicht bekannt sind, in algebraische
Symbolen einfiihrt und den Fall nach dem unter 1. bespre
Princip behandelt. Es ist in sich selbst interessant, dass n
auch auf diesem Wege zum Ziele kommt, und fiir Mai
ist er gewiss der iiberzeugendere. Es geht daraus hervor,
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dass, auch wenn man nur das Messungsprincip gelten lassen,
also gleichmogliche Fille nur als physisch gleiche verstehen
will, die obige Fragestellung zu einer und nur Einer Antwort
fiihrt. Aber abgesehen davon diirfte das Zihlprincip auf
einfachere Weise zu dem gleichen Ergebnis fiihren.

Denn hiernach ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein fal-
lender Punct in B fillt, nachdem erst zwei Teile 4 und B ac-
tuell unterschieden sind, }. Ganz ebenso ist die Wahrschein-
lichkeit, dass, wenn eine Strecke B gegeben ist (unbestimmt,
ob sich daran noch eine andere A rechts oder links anreiht),
und wenn darin zwei Teile 8 und @ actuell unterschieden
sind, ein fallender Punct in 8 fillt, = }. Also die Wahr-
scheinlichkeit fiir B als Teil des Teiles B }.

Man kann diese und analoge Fragestellungen einfach so
behandeln, als wenn jede Teilung in zwei oder allgemein in
n Teile von unbekanntem Verhiltnis eine Teilung in
ebensoviele gleiche Teile wiire. Gleiche Unkenntnis ist in
Bezug auf die resultirende Wahrscheinlichkeit aequivalent mit
Kenntnis der Gleichheit (ausgenommen wenn wir nur iiber
ein einziges Moment in Unkenntnis sind, wobei durch diese
Substitution die Wahrscheinlichkeit in Sicherheit tiberginge).

Also z. B. bei fortgesetzten (n) Teilungen in zwei Teile,
wobei immer einer der zuletzt erhaltenen Teile in zwei
weitere zerlegt wird, ergibt sich fiir jeden der beiden durch
die letzte Teilung erhaltenen Teile % Das Nimliche folgt,
wenn die Bedingung gestellt ist, dass immer der zu#usserst
links (rechts) gelegene Teil weiter geteilt wurde. Analoges,
wenn die Zahl der Teile irgend eine andere oder abwechselnd
bald diese bald jene ist.

Fiir das Beutel-Beispiel meiner Abhandlung folgt: wenn
einem der fiinf Beutel drei substituirt werden, deren Oeff-
nungen zusammen der des vorherigen Einen gleichkommen,
so geht die Wahrscheinlichkeit nicht in } flir jeden der nun
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vorhandenen iber, sondern bleibt fiir die ungeteilten wie
vorher } und wird flir die drei neuen je {l, obschon nach
wie vor liber das Grossenverhiltnis der simmtlichen Oeffnungen
zu einander nichts bekannt ist.

d) Eine ginzlich andere Fassung der Frage (und viel-
leicht eine dem Sinne des Kries'schen Originals genauer
entsprechende) liegt der Losung zu Grunde, welche Herr
F. Brentano dem Paradoxon gibt. Er schreibt: ,Wenn
mir in einem Falle beziiglich eines Raumgebietes nichts be-
kannt ist, als dass man von ihm zwei Einteilungen gemacht
hat oder zu machen pflegt, von denen keine mehr als die
andere Anspruch hat, als eine Einteilung in gleiche Teile
genommen zu werden: so habe ich bei der Bestimmung der
Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses, deren Grisse, wenn die
relative Grosse der Teile bekannt wire, sich ganz und gar
nach dieser richten wiirde, offenbar nichts als jene Eintei-
lungen, sie aber auch beide und beide gleichmissig in Be-
tracht zu ziehen.“

Hienach wiire, wenn mir von einem Raumgebiet einer-
geits gesagt wird, dass es in 4 und B, andrerseits, dass es
in 4, B, € eingeteilt wurde oder zu werden pflegt, die
Wahrscheinlichkeit, dass der unbekannte Punct in A liegt,
=31@ 4+ 1) =1%; also, dass er in B (€) liegt = 4.

Es ist hier bezeichnenderweise nicht von Teilungen,
sondern von Einteilungen gesprochen. Einteilungen kdnnen
auch stattfinden, wenn es sich gar nicht um Raumgebiete,
sondern um Begriffsgebiete handelt. Wird durch eine Ein-
teilung, wie hier angenommen ist, zugleich ein Raumgebiet
in bestimmte Teile zerlegt, so kann der Einteilungsgrund
gleichwohl ein s. z. s. qualitativer sein. Die Erdoberfliche
oder ein Stick derselben kann nach politischen, ethnologischen,
klimatologischen und anderen Gesichtspuncten eingeteilt und
zugleich riiumlich geteilt werden. Wenn dagegen eine mathe-
matische Gerade durch einen Punct geteilt wird, so unterscheiden
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sich die Teile durch nichts anderes als durch ihre Grosse.
Will man auch hier von einer Einteilung und einem Ein-
teilungsgrunde reden, so miisste man eben die Grosse als
solchen bezeichnen.

Der Unterschied der Fille leuchtet auch dadurch ein,
dass bei blossen Teilungen nicht zugleich drei und blos zwei
Abschnitte vorhanden sein kbnnen, wihrend Einteilungen in
zwei und in drei Glieder bei verschiedenem Einteilungs-
princip natiirlich sehr wol zugleich zutreffen kdnnen.

Es habe nun eine vollstindige Einteilung, wodurch zu-
gleich ein Raumgebiet geteilt wird, die coordinirten lieder
A B, eine andere Einteilung, wodurch dasselbe Raumgebiet
geteilt wird, die coordinirten Glieder A 8 €, ohne dass wir
iber die Beschaffenheit der beiden Einteilungsgriinde das
Geringste wissen, so kann hier nicht etwa geschlossen werden,
dass das zu B gehorige Gebiet wahrscheinlich grosser sei,
als das von 4. Die Gemeinschaftlichkeit des Gliedes 4 hat
nur zur Folge, dass fiir dieses auch eine Wahrscheinlichkeit
aus beiden Einteilungen zusammen berechnet werden kann;
aber keine von beiden Wahrscheinlichkeiten erleidet durch die
Ricksicht auf die andere eine Modification, beide sind einfach
mit gleichem Gewicht einzusetzen.

e) Sobald endlich die Frage auch nur in irgend einem
Puncte concreter gestellt ist, kann sofort wieder die Sachlage
und Wahrscheinlichkeitsbestimmung eine wesentlich andere
sein. Bei concreten Riumen, wie bei der Erdoberfliche in
der urspriinglichen Fassung der Paradoxie bei Kries wird
man in der Regel vermuten dirfen oder ist es in der For-
mulirung vielleicht direct enthalten, dass die zuerst genannte
Einteilung eine sog. Haupteinteilung (z. B. Meer und Land),
die zweite und folgenden sog. Untereinteilungen (Erdteile
a. s. f.) bedeuten. Und wenn nun auch eine Unterabteilung
unter Umstéinden grosser sein kann als die grosste Haupt-
abteilung (da eben nicht blos die Grisse massgebend zu sein
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braucht), so hat dies doch verntinftigerweise und erfahrungs-
gemiss seine Grenzen. Durch diesen und andere Umsténde
wird die Betrachtung verwickelter und geht zumeist in eine )
blosse Schitzung tiber, deren Ausfall von der Besonderheit
des Falles und keineswegs allein von der Zahl der unter-
schiedenen Teile abhingt. Wiare mir zuerst gegeben, dass
ein Concertsaal von unbekannter Grosse in die zwei Ab-
teilungen M und N von unbekanntem Gréssenverhiltnis,
weiterhin aber, dass N in 3000 Teile geteilt ist (ohne An-
gabe dartiber, ob es sich um Einzelsitze oder Logen u. dgl.
handelt), so wiirde jetzt die Wahrscheinlichkeit, dass eine
bestimmte Person, die in M oder N sitzen muss, in M sitat,
sicherlich nicht wie bei der Berechnungsweise unter b)
= g% und gleich der Wahrscheinlichkeit fiir jeden einzelnen
der 3000 Teile von N sein. Es wiirde aber auch nicht wie
nach c) die erstere Wahrscheinlichkeit genau = }, die zweite
=} 3o sein. Es wiirde endlich auch nicht wie nach d)
die erste Wahrscheinlichkeit =} (3 + so%r), die zweite
=[1—1@G~4 3¢%1) svoo sein. Vielmehr wiirde es darauf
ankommen, was sich aus der statistisch oder schiitzungsweise
gegebenen durchschnittlichen Sitzzahl bei Concertsilen in
Verbindung mit dem Datum der 3000 Sitze in N iiber die
relative Grosse von M vermuten liesse. Hienach wiire die
erste Wahrscheinlichkeit, wenn auch zunichst nicht genau
in Zahlen ausdriickbar, doch jedenfalls <}, die zweite >
1 avvo- Anders wieder bei anderen Riumen. Eine einzige
unscheinbare Determination des Begriffes kann alles umkehren.
In Wirklichkeit wird ja ohnedies die Formulirung eines
Wahrscheinlichkeitsproblems fast immer noch viel concreter
sein als diese letzte. Dennoch kénnen Fragestellungen selbst
von so vollig abstracter Fassung wie in den vorher erwihnten
Fillen unter den Anwendungen der Wahrscheinlichkeits- )
rechnung vorkommen. Aber nicht diese Riicksicht ist hier
massgebend, sondern der Umstand, dass die Prinzipienfragen

4
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in ihrer Schiirfe gerade bei so weitgetriebener Reduction der
‘Bedingungen hervortreten. Und es zeugt nur wieder fiir
die Klarheit und Bestimmtheit des Wahrscheinlichkeitsbegriffes
nach Laplace, dass er auch unter solchen Umstinden eine
widerspruchslose und dem gesunden Menschenverstand nicht
widerstreitende Durchftihrung gestattet.?)

1) Ich beniitze diese Gelegenbeit zu zwei Berichtigungen. Der
in meinem Vortrag S. 41 erwihnte Cirkel findet sich bei Laplace im
Urtext nicht. Dieser lautet an der Stelle: ,mais rien ne porte &
croire que l'un arrivera plutdt que les autres. Erst in Tnnies’
Uebersetzung steht: ,doch ist kein Grund vorhanden, dass wir glauben
sollten, die eine werde sich wahrscheinlicher zutragen als die
anderen.“ Ich hatte diese Uebersetzung zuerst beniitzt und nachher
zwar andere mir verdichtige Stellen, aber gerade diese nicht, mit
dem Urtexte verglichen, weil sie immer (selbst von Kritikern wie
Fick) so citirt wurde und weil die n#mliche unlogische Wendung
auch in anderen Darstellungen der Wahrscheinlichkeitslehre so oft
wiederkehrt. Uebrigens war ja meine Bemerkung auch gegen diese
gerichtet und ist ausserdem nicht zu leugnen, dass selbst Laplace’
Ausdrucksweise sich hier immer noch etwas priiciser fassen lisst.

In dem ersten Einwand gegen das Argument d von Kries (S.71
bis 72) bin ich seinem Gedankengang nicht gerecht geworden. In
der Disjunction: ,Alle Elemente sind vertreten — einige — keines*
kann man, um contradictorische Gegensitze zu erhalten, das erste
Glied den beiden letzten oder das letzte dem beiden ersten gegen-
iiberstellen. Man erbdlt jedesmal unter den Kries'schen Voraus-

setzungen die Wahrscheinlichkeiten 2%8 und 1—2%8. Kries hatte das

zweite Verfahren eingeschlagen, wilhrend meine Erwiderung (worin
iberdies S. 72 Z. 2 und 4 das Nicht zu streichen ist) das erste zu Grunde
legt. Dieselbe ist daher gegenstandslos und das Argument formell
vollkommen in Ordnung. Sein wirklicher Fehler liegt in dem Ansatz
4 fir das Vorhandensein eines bestimmten Elements, sowie filr
das Vorhandensein irgendeines Elements, worauf sich meine wei-
teren Einwinde daselbst beziehen.
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Ueber ein Paradoxon der Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Von Dr. Hermann Brunn.

1. Die Anwendung des Wahrscheinlichkeitsbegriffes, wie
er zunichst definirt zu werden pflegt, setzt voraus, dass Fille
gezihlt und Verhéltnisszahlen gebildet werden. Wenn nun
die Art, wie diese Operationen in einem bestimmten Falle
vorzunehmen sind, nicht von vorneherein klar erscheint,
sondern mit der Beschaffenheit des Objectes etwas zu thun
hat, so mtiissen wir mit dieser Beschaffenheit uns bekannt
machen, ebe unser Wahrscheinlichkeitsbegriff Anwendung
finden kann. In der That sind wir, sobald die Wahrschein-
lichkeitsrechnung auf geometrische Dinge angewendet werden
soll, sehr hidufig in solcher Lage. Ein Punct soll z. B. auf
einem Flichenstlick oder einer begrenzten Linie angenommen
werden: Die Mannigfaltigkeit der Orte, welche der Punct
einnehmen kann, ist nicht zihlbar im gewohnlichen Sinne
des Wortes. Wir werden also gezwungen sein, Voraus-
setzungen dartiber zu machen, was an Stelle des Zahlens
oder zum mindesten, was an Stelle des Quotienten zweier
Zahlen treten soll. Welche von verschiedenen etwa méglichen
Voraussetzungen wir als giiltig auswihlen sollen, dafiir gibt
uns der bloss auf ganze Zahlen basirte Begriff der Wahr-
scheinlichkeit gar keinen Anhaltspunkt. Vielmehr hiingt die
Entscheidung hierfiber von andern Erwigungen ab, z. B. in
dem oben angefiihrten Falle der Punktorter davon, was wir
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im Raume als gleich ansehen, oder davon, nach welcher
Richtung wir eine Modification an dem flir das Maassgeo-
metrische vollstindig nichtssagenden Begriffe des Punktes
anbringen.

2. Wir werden demniichst unser Problem so formuliren,
dass es auf die Beantwortung der Frage ankommt: Wie
»zihlen* wir die Punkte, die auf einem Linienstlick von
bestimmter Linge liegen, oder besser:

Was hat an die Stelle des Quotienten durch Abzihlung
erhaltener Zahlen zu treten, wenn es sich um die Abwigung
der Wahrscheinlichkeit handelt, mit der ein willkiirlich auf
ein Linienstiick gesetzter Punkt gerade in einen bestimmten
Abschnitt dieser Linie fallt?

Da unsere Absicht ist, als Quotienten der ,Punkt- -
anzahlen“ zweier Linienstlicke eine ganz bestimmte endliche
Zahl zu erhalten, so kdnnen wir uns hier nicht mit dem
Begriff der G. Cantor’schen Punktmengen begntigen, weil in
demselben alle Mannichfaltigkeiten der némlichen ,Michtig-
keit“ als eindeutig auf einander abbildbar einander aequivalent
gesetzt werden.

Unsere Antwort wird lauten: Wir setzen die ,Zahl® der
Punkte auf einer Linie proportional ihrer Linge, oder, was das
nemliche bedeutet: Wir setzen die Wahrscheinlichkeit, dass
ein willktirlich auf ein Linienstiick gesetzter Punkt gerade in
einen bestimmten Abschnitt desselben fillt, gleich dem Lin-
genverhiiltnisse des Theiles zum Ganzen. Diese Annahme ist
bei der Behandlung einschligiger Fragen bisher wohl stets
gemacht worden. Wie kommt man gerade auf sie? Ich glaube
von dem Begriffe der starren Korper aus.!) Zwei geometrische
Figuren 4 und B, welche durch blosse Bewegung eines
starren Korpers aus einander hervorgehen, sind fiir unsere

1) Vergl. Helmholtz, Ueber die Thatsachen, welche der Geometrie
zu Grunde liegen.
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Anschauung so identisch, als sie es tiberhaupt noch sein
kénnen, wenn man die Forderung einheitlicher drtlicher Lage
aufgibt, und in der ,vollkommensten* Weise Punkt fiir Punkt
auf einander beziehbar. Wenn wir also tiberhaupt von einem
Punktinhalt rdumlicher Gebilde sprechen, so werden wir
solchen Figuren 4 und B gleiche Punktinhalte zuschreiben,
wie ja auch ibre Inhalte im gewdhnlichen Sinne des Wortes
einander gleich gesetzt werden. Gleichlangen Stiicken einer
Geraden schreiben wir also, als in einander durch Bewegung
iberfihrbar, gleiche Punktinhalte zu und gelangen von da
aus zu der Folgerung, bei ungleichen Stiicken einer Geraden
die Punktinhalte proportional den Liéngen L und L' der-
selben zu setzen. Diese Folgerung ist bei commensurablen
Stiicken evident, bei incommensurablen beruht sie auf der
Thatsache, dass
]
lim l L

l=0 L] L
n

ist, wo [ ein variabel gedachtes Sttick der Geraden, und die
eingeklammerten Quotienten die dem Werthe der gewdhn-
lichen Quotienten zunichst liegenden kleineren ganzen Zahlen
bedeuten sollen. Weiterhin erfolgt dann die Uebertragung
des Satzes von der Geraden auf beliebige krumme Linien
mit ,geraden Elementen*, d. h. auf solche, welche eine
Liénge haben.?)

3. Wir konnten auch so erliutern: Man setzt unsere
Frage in Analogie zu einer Frage folgender Art: Wie gross
ist die Wahrscheinlichkeit, dass aus einer Reihe nebeneinander
liegender gleichlanger Glieder (Backsteine, Kettenglieder oder
dergl.) gerade ein Qlied der linken Hilfte, des zweiten

1) Beim Kreise und der reguliren Schraubenlinie kann man auch
direkter verfahven.
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Drittels, ein bestimmtes (lied ausgewihlt wird? In diesem
auf ,endliche* Theile beziiglichen Beispiel lisst sich die
Briicke schlagen zwischen Zahlen- und Lingenverhiltnissen;
in der dhnlichen Frage beziiglich der Punkte einer Linie,
wo der eine — der Zahlbegriff — nicht mehr ziehen will,
bilt man sich an den andern als Stellvertreter.

Gestatten wir uns die bequeme abkiirzende Redeweise
vom Unendlich-kleinen, so kdnnen wir sagen: Die Wahrschein-
lichkeit, dass ein willkiirlich auf ein Linienstiick gesetzter
Punkt p mit einem hestimmten Punkt ¢ der Linie zusammen-
fillt, ist die nemliche wie die, mit welcher von unendlich
vielen gleichen Theilen, in welche das Linienstiick getheilt
ist, gerade der ausgewiihlt wird, welcher ¢ enthilt.

Man sieht, wie die Integralrechnung naturgemiss hier
hereinkommt. Ueberhaupt bewegen wir uns, sobald nur die
vorher gegebenen Definitionen angenommen sind, vollstindig
auf festem Boden.

4. Die gemachten Annahmen iiber ,Punktzihlung® sind
die nach unserer Auffassungsweise des Raumes uns zuniichst-
liegenden. Ein logischer Zwang fiir sie existirt indess nicht.
Wiire unsere Welt ein Krystall mit verschiedener Elasticitit
nach den verschiedenen Richtungen, und wiren wir ithe-
rische Wesen, deren Acusserungen und Verrichtungen haupt-
sichlich in Lichtwirkungen bestiinden, so wiirden wir ohne
Zweifel andere Anschauungen iiber Gleichheit im Raume
baben, und als gleiche Linien vermuthlich solche bezeichnen,
die vom Lichtstrahl in der nemlichen Zeit durchlaufen werden.
Aber auch bei unserer Auffassung der rdumlichen Verhiltnisse
werden wir oftmals zu einer andern Art der Punktzihlung
greifen. Diejenigen Elemente, welche wir als die einzelnen
»Punkte innerhalb einer geometrischen Mannichfaltigkeit
bezeichnen, konnen uns im einzelnen Falle durch bestimmte,
nicht congruente Bestimmungs- oder Erzeugungsfiguren ge-
geben sein, und wir uns dadurch veranlasst sehen, die Punkte
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selbst nicht mehr als gleichwerthig in dem Sinne der Con-
gruenz anzunehmen. So ist es z. B., wenn wir von ,Schnitt-
punkten® eines Strahlbiischels mit einer Geraden, von ,Be-
riihrpunkten® der Tangenten einer Curve sprechen. Die bei
der Rechnung an Stelle der Punkte tretenden ,unendlich
kleinen Theile* werden wir dann nicht mehr als gleich be-
trachten, sondern ihre Linge in Abhingigkeit setzen von
einer oder mehreren Variablen. Es diirfte hiemit hinlanglich
erldutert sein, inwiefern wir am Schlusse von Absatz 1 die
Entscheidung tiber die Art, wie Punkte zu ,zihlen® sind,
als einigermaassen willkfirlich bezeichnen konnten.

5. Selbstverstindlich bleibt neben der bisherigen Frage-
stellung auch stets noch die folgende berechtigt: Wie gross
ist die Wahrscheinlichkeit, dass von n verschiedenen Linien-
stticken gerade ein bestimmtes ausgewdhlt wird, mit dem
dann etwas weiteres geschieht, indem ein Puunkt aufgesetzt
wird oder dgl. Bei dieser Art der Fragestellung ist aus-
geschlossen, dass man von einem Einfluss der Grosse auf die
Auswahl etwas weiss, und zur Erledigung dieser Frage geniigt
die auf das Abzihlen basirte Definition vollstindig. Beide
Fragestellungen, die jetzige und die friilhere ktnnen unter
Umsténden zur nemlichen Antwort fiihren, sie miissen es aber
durchaus nicht. Dass Kries in seinem Problem nur eine von
der Flichengrosse abhingige Wahrscheinlichkeit meinen
konnte, scheint mir sicher. Er wollte doch wohl nicht bei
dem Fallen der Meteore auf die Liinder eine Ursache oder
Intelligenz als wirksam betrachten, welche die politischen
Bezirke als solche von einander unterschiede. Und offenbar
acceptirt er in seiner Schlussforderung: Dass die zu ver-
gleichenden Fille objectiv gleiche, als solche uns bekannte
Spielrdume bilden miissen, den Satz: ,Fir gleichgrosse Spiel-
rdume ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Gegenstand hinein-
fallt, gleich gross*, aus welchem bei consequenter Fort-
fahrung alles wiinschbare abgeleitet werden kann.
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Also halten wir daran fest, dass beide im Obigen ge-
gebenen Fragestellungen berechtigt und wohl von einander
zu unterscheiden sind. Es gibt hier eben eine Wahrschein-
lichkeit nach der Zahl der Theile und eine nach der Grosse
der Teile, wie es eine Volksvertretung nach Stinden oder
Bezirken und nach Képfen gibt.

6. Nach diesen einleitenden Bemerkungen wenden wir uns
zu dem Kries'schen Einwurfe, welcher das Thema auch des
vorausgehenden Aufsatzes von Stumpf gebildet hat. Wir wollen
dem Einwurfe eine noch einfachere Fassung ertheilen, als
sie bereits von Stumpf oben S. 682 gegeben ist.

Das Paradoxon bleibt dabei das nemliche. Zugleich
nehmen wir eine fiir die weitere Behandlung niitzliche &usser-

liche Trennung der Hauptgedanken vor.

Erste Annahme.

Einebegrenztegerade Strecke |

L ist in drei Theile getheilt,
iiber deren relative Ausdeh-
nung wir nichts wissen. Unbe-
kannt in welcher Reihenfolge
seien auf die drei Theile die
Namen 4, 8, €, auf die zwei
in der Geraden liegendenTheil-
punkte die Namen p,, p; ver-
theilt.

Zweite Annahme:

Eine begrenztegeradeStrecke
L ist durch einen Punkt p, in
zwei Theile 4 und B getheilt,
tiber deren relative Ausdeh-
nung wir nichts wissen. Es
werde nun der Theil B durch
einen zweiten Theilpunkt p,
selbst wieder in zwei Theile
zerlegt, auf welche, unbekannt
in welcher Reihenfolge, die
Namen 8 und € vertheilt sind.

Dritte Annahme.
(Auf jede der beiden ersten Annahmen folgend.)
Die begrenzte gerade Strecke L, von der in
der ersten und zweiten Annabhme die Rede ist,
werde durch einen dritten Theilpunkt p, weiter
getheilt, tiber dessen Lage auf der Geraden wir gar

nichts n#heres wissen.
1892. Philoa.-philol. u. hist. CL 4.
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Es wird gesucht die Wahrscheinlichkeit, mit welcher
der Punkt p, in dem Theile B der Strecke L liegt. Unter
Zugrundelegung der ersten Annahme berechnet sich die Wahr-
scheinlichkeit }, unter Zugrundelegung der zweiten Annahme
dagegen die Wahrscheinlichkeit .

Wollte man nun so schliessen, wie bei Kries geschieht,
so wiren die beiden ersten Annahmen, soweit sie fiir die
Frage in Betracht kommen, vollkommen aequivalent und diirfte
demnach tiber sie nichts widersprechendes ausgesagt werden.

Demgegeniiber behaupten wir:

Die erste und zweite Annahme sind fir unsere Frage
nicht aequivalent. Es ist daher nichts der Vernunft wider-
sprechendes, wenn sich verschiedene Folgerungen aus ihnen
ergeben. Die Schliisse, welche zu den Werthen } und }
der Wahrscheinlichkeit fiihren, sind vielmehr vollkommen
berechtigt. :

7. Um diese Behauptung fiir den, der sie nicht von

" vornherein zugibt, zu beweisen, wollen wir die beiden ver-
schiedenen Wahrscheinlichkeitswerthe, welche von Kries in
seinem Beispiel durch die einfachsten Schliisse erzielt werden,
in umsténdlicherer Weise auf anderem Wege erlangen. Wir
hoffen, dass gerade dadurch schliesslich vollige Klarheit und
Sicherheit in unserer Frage gewonnen werden wird, weil
bei dem gewihlten Verfahren die simmtlichen méoglichen
und giinstigen Fille in den Formeln sozusagen zur Aussprache
gelangen.

Ueber die Lingen der Theile unserer Geraden wissen wir
zwar nichts, wir konnen dieselben aber nichtsdestoweniger
als variable Grossen in die Rechnung einftihren. Die Liange
von L sei mit ! bezeichnet. Ferner: Wir denken die Gerade
in eine wagrechte Lage vor uns hingelegt und nennen die
Stiicke, sobald die Dreitheilung erfolgt ist, von links nach
rechts der Reihe nach T, T,, T, ihre Linge resp. ¢,, {,, #,,
die beiden Theilpunkte ebenfalls in dieser Reihenfolge g,, g,
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So haben wir zwei verschiedene Bezeichnungen tiber unsere
Gerade vertheilt, eine, an der wir sie sozusagen fassen
konnen und eine unbestimmtere, tiber die wir etwas heraus-
zubringen haben.

Die folgenden Betrachtungen sind fiir die erste und
zweite Annahme moglichst parallel gebalten. Indem wir die
Erledigung des Hauptproblems vorerst zurtickschieben, wird
unter den romischen Ziffern I—V zunichst eine Anzahl Vor-
fragen abgehandelt, wobei mehrfach die erste und zweite
Annahme durch Hinzufiigungen, beide immer in gleicher
Weise, modificirt werden. Die Beantwortung dieser Vor-
fragen ist zum Theil nothig fiir die Schlussheweise unter VI,
zum Theil steht sie nur in lockerem Zusammenhange damit,
dient aber stets dem Zwecke, die Verschiedenheit der ersten
und zweiten Annahme in ein helleres Licht zu setzen.

L

Wir nehmen an, es kiime zu den in den beiden ersten
Apnahmen gegebenen Daten die Kenntniss hinzu, dass p,
rechts von p, liegt, und fragen nach der Wahrscheinlichkeit
W daftir, dass p, links von p, fiillt. Dann ergibt sich:

8. Unter Voraussetzung der ersten Annahme: W= L.

Ohne die neue Kenntniss wiirde die Wahrscheinlichkeit,
dass der Punkt p, rechts von p, liegt, offenbar gleich der-
Jjenigen sein, dass er links liegt, also gleich }. Da p, ebenso
beliebig wie p,, und die Lage von p, durch das Fallen von p,
in Wirklichkeit doch nicht veriindert ist, so neigt der Un-
erfahrene zu dem Schluss, dass die gesuchte Wahrscheinlich-
keit auch gleich } sei. Dies ist nicht richtig, man vergisst,
dass aus der jetzt gegebenen Lage von p, ein Wahrschein-
lichkeitsrtickschluss auf die Lage von p, gemacht werden
kann bezw. muss, der ohne diese Angabe nicht moglich

war. Es ist die Wahrscheinlichkeit
46*

,)ogle
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w,, dass p, an einer bestimmten Stelle von L -

Tiegt od
w,, dass dann p, nicht links von p, liegt

w,, dass beide eben gemachten Annahmen zu-
sammen eintreffen al
=wE
w,, dass, nachdem das Rechtsliegen von p, be-
kannt geworden, der Theil 7, gerade eine -
bestimmte Liinge ¢, hatte 00 g

fun R

w,, dass p, auf einem Theil von L, der die Linge
t, bat, liegt

w;, dass die beiden letzten Annahmen zusammen

: mnd = W"Iﬂa =2 s

W, die gesuchte Wahrscheinlichkeit — — J g hh) g
Dies gibt:
W=4.

(Analoges gilt fir 7, und 7))

Trotzdem also die Lsg'e des Punktes p; inne
Aufgabe nicht verindert worden ist, so mt fﬂr
doch zum Schluss eine andre mehr lin
Durchschnittslage nachgewiesen. Wir erfahren e
halb der Aufgabe ein Factum, welches unsere .
Kenntniss angenommene Wahrscheinlichkeit modif

1) Vergleiche in E. Czubers interessantem Buch: ,
‘Wahrscheinlichkeiten und Mittelwerthe* (Leipzig bei
das ich erst in die Hand bekam, als der vorliegende Aufsatz

Digitized by GO '
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9. Unter Voraussetzung der zweiten Annahme: W=1}.

Hier ist kein Rtckschluss moglich, welcher die Wahr-
scheinlichkeit, dass p, links von p, fillt, modificiren konnte,
wie dies oben der Fall war. Es folgt jetzt nicht mehr, wie
soeben, dass p, mit einer grosseren Wahrscheinlichkeit in
den grosseren der durch p, verursachten Theile gefallen ist.
Die Eigenschaft der Grosse ist diesmal fiir die Auswahl des
Theiles, in welchen p, zu liegen kommt, ganz ohne Belang.
Denn es ist uns von vornherein ein bestimmter Theil B
als derjenige gegeben, in welchem p, liegt, und wir wissen
absolut nicht, nach welchen Gesichtspunkten derselbe aus-
gewihlt wurde. So miissen wir denn hier die Wahrschein-
lichkeit, dass p, links von p, liegt, zu } angeben. Hier
liegt ein Angelpunkt des Verstindnisses.

10. Ganz #hnlich wiirde es natiirlich in dem allgemei-
neren Falle sein, dass » Punkte a,, a,, ay, - - - @y auf L ge-
fallen wiren. Solange wir nichts weiter wissen, ist die
Wahrscheinlichkeit, dass ein fernerer Punkt p links von a;
fallt (k=1,2,3--.-n) gleich der, dass er rechts fillt. So-
bald wir aber z. B. wissen, dass die Punkte, von links nach
rechts, in der angegebenen Reihenfolge auf der Geraden liegen,

ist die Wahrscheinlichkeit, dass p linkt von a; fallt, geich .

Wesentlichen abgeschlossen war, auf Seite 193 Problem V des zweiten
Theiles. Verwandt sind auch die folgenden Probleme VI und VII,
und etwa noch die Probleme III und XLIII des ersten Theiles, Seite
63 und 161. Auch findet man bei Czuber in Vorrede und Einleitung
Literaturangaben. Die fur die ,Zihlung* der Punkte aufgestellten
Principien stimmen dem Sinne nach mit den hier gegebenen fiberein;
nur glaube ich, dass der Satz, die Anzahl der Punkte in einer Linie
werde durch deren Linge gemessen, noch zu nahe mit den Axiomen
der Geometrie zusammenh#ingt, um eigentlich ,bewiesen® werden zu
kdnnen, in anderem Sinne bewiesen werden zu konnen, als es in den
vorliegenden Blittern versucht ist. Insbesondere mdchte ich zu dem
»Beweise* von Theorem I bei Czuber (8. 8) ein Fragezeichen setzen.
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Man sieht ja auch ohne weiteres ein, dass z. B, die E
dass ein Punkit unter n Punkten der links:
eine Beschrinkung seiner vollen Beliebigkeit bed

II.
Es liege eine Teilung gegeben vor, siehe die Figur:
"-.-
il o feind ) _—
T, T, I,

so dass auch die Liingen der T’ gegeben sind, doch sei
bekannt, welcher Punkt ¢ mit p, zusammenfillt. Wie .
ist die Wahrscheinlichkeit W,, das p, = ¢,, und h?
scheinlichkeit W, dass p, = ¢, ist?

Es ergibt sich:

11. Unter Voraussetzung der ersten Aunahn
W,=W,=1}. L

Da nemlich die Isnge des ersten Punktes mf“
zweiten absolut keinen bekannten Einfluss hat, &
Wahrscheinlichkeit, dass p, =g, ebenso gross nh :
Py =¢qq, d. h. gleich ' -
12. Unter Vornussetxung der zweiten Annahme

hth ok s
W L2kt b P :+2:,+t,

Es ist die Wahrscheinlichkeit
w, , dass, sobald nur bekannt ist, p, sei mit einem
bestimmten Punkte zusammengefallen, p,
rechts davon liegt == _‘_{;"’
w, , dass dann p, = g, geradé auf eine bestimmte -
Stelle des rechts von p, liegenden Theiles
von L zu liegen kommt 5

wy, dass beiden vorige Wille zugleich eintreten
=10, 10y =

Digitized by GO
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und analog ist die Wahrscheinlichkeit
w,, dass p, = g, auf eine bestimmte Stelle links
von p, zu liegen kommt _, 4z
T+t

Also ist die Wahrscheinlichkeit, dass die vorlie-
gende Theilung daher rihrt, dass p, =g,
ist, gleich W% _ 4 +t

T w,tw, 2L+t
daher rtihrt, dass p, = g, ist, gleich
=_ " a1+t

2T wytw, 426+t

Man sieht, hier sind die Wahrscheinlichkeiten W, und

W, im Allgemeinen verschieden, wihrend die entsprechenden
Wahrscheinlichkeiten unter Zugrundelegung der ersten An-
nahme gleich waren. Dies entspricht ja auch der Vermuthung,
die man von vornherein hegt, dass die durch den zweiten
Theilpunkt erzeugten Theile sich wahrscheinlich anders —
kleiner — verhalten, als der ungetheilt gebliebene Abschnitt,
und dass somit p, wahrscheinlicher mit dem Punkt g zusammen-
fallt, der von den Theilen 7, T, den grosseren begrenzt.

III.

Auf L wird ein bestimmtes Paar von Punkten gegeben.
Ueber die Lage der p ist nichts bekannt. Ist die Wahr-
scheinlichkeit W, dass das Paar der Punkte p mit dem ge-
gebenen zusammenfillt, fiir alle moglichen Lagen des letzteren
gleichgross? Mit andern Worten: Ist fiir die Punkte p jede
mogliche Lage gleich wahrscheinlich? Es ergibt sich

13. Unter Voraussetzung der ersten Annahme: W ist
fiir alle moglichen Vertheilungen gleich.
Es ist dies sofort klar, da ja der Punkt p; ebenso un-
abhingig wie der Punkt p, seinen Platz wihlt.
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14. Unter Voraussetzung der zweiten il nnahme:

W z-dy t+2t+4
21 i+t (b1t
Hier ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit je nac
Lage der gegebenen Punkte vsmh:eden. Es i‘k
Wahrscheinlichkeit : ¢
1, , dass p, auf den gegebenen linken Punktﬁ!ii "
(somit p, = ¢, p, =g, ist) .

wy, dass dann p, auf den gegebenen reehhn e
Punkt fillt d

wy, dass beides eintritt

w,, dass p, auf den gegebenen rechten Pnnkt
fillt (somit p, =gy, P, —q, ist)

w,, dass dann p, auf den gegebenen linken
Punkt fillt

wg, dass beides eintritt

W, die gesuchte Wahrscheinlichkeit, y
dt, d(‘r!—fa) dty - d (t4-t,)

=y Wy = ;[ ty + 1y g‘.,!.. :
Indem hier die verschiedenen Differentiale an
sich von gleicher Grisse angenommen werden miiss
Schluss von 3), ausserdem die Grenzen von #, un
einer vorzunehmenden Integration gleich sind,
gleich 0 und L, so kinnen wir dt, und dt; o
durch ein Zeichen dz ersetzen, wobei z fiir t, M..
tritt. Und dann lehren die nemlichen Uebe:
fir d(t+4) und @(t 1), wobsi #+ly @
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zwischen den Grenzen 0 und !—2 schwanken, ebenfalls ein
einziges Zeichen dy eingefilhrt werden kann, so dass
dx dy 1
W= [s +554]
_dz- dy th+2t6+1
81 (1t (gt 1)
15. Man siebt, dass die Wahrscheinlichkeit je nach der
t,+ 2t + ¢,

(t,+5) (4 + 4)
verschieden ist. Besonders auffillig ist dies dadurch, dass
dieser Quotient auch durch Nullwerden von #, 4 ¢, oder
t; + ¢, unendlich gross werden kann. Dies entspricht der
Thateache, dass eine Vertheilung der p, wo beide unendlich
nahe dem einen Ende von L liegen, unendlich viel wahr-
scheinlicher ist, als eine, wo sie irgend eine bestimmte end-
liche Entfernung von den Enden haben. Die Wahrschein-
lichkeit, dass p,, wenn p, unendlich nahe einem Endpunkt
von L fiel, selbst demselben unendlich nahe fallt, ist ja
gleich 1, wihrend z. B., wenn p, in der Mitte von ! liegt,
jede Lage von p; nur unendlich kleine Wahrscheinlich-
keit hat.

wird.

Grosse von

IV.

Wie gross sind die respectiven Wahrscheinlichkeiten
W,, W,, W,, dass p, auf die ihrer Liinge nach unbekannten
Theile T,, T,, T, filit? Es ergibt sich:

16. Unter Voraussetzung der ersten Annahme:
W,=W,=W,=1}.
Ganz ebenso wie unter 8 bewiesen wurde, dass, nachdem
p, rechts von p, fiel, die Wahrscheinlichkeit, das p, links
von p, fillt, gleich } ist — ebenso wiirde sich unter den
nemlichen Vorannahmen ergeben, dass p, mit einer Wahr-
scheinlichkeit } rechts von p, und mit der nemlichen Wahr-
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scheinlichkeit } zwischen p, und p, fallen wiirde. Analoges
gilt, wenn p, links von p, fillt. — Mit andern Worten: die
T verhalten sich alle in gleicher Weise, T} spielt nicht etwa
eine Ausnahmerolle.

17. Unter Voraussetzung der zweiten Annahme:
Wiy=%:W,=1:W,=4%

Anders ist es hier. T} spielt eine Ausnahmerolle, indem
es nach der Art, wie die Theilung entstand, mit grésserer
Wahrscheinlichkeit kleiner ist als 7, und 7, Nehmen wir,
was spiter bei 19 ohne Zuhilfenahme des gegenwirtigen
Satzes noch bewiesen wird, an, es sei die Wahrscheinlichkeit:

w, , dass p, auf A4 falle =1

3
w,, dass p, auf B falle =1
w,, dass p, auf G falle =1

so ergibt sich weiter die Wahrscheinlichkeit:
w,, dass T, der Theil A ist =1
w, , dass 7, der Theil 4 ist =3
wg, dass T, der Theil B, oder € ist, je =1
w,, dass Ty der Theil B, oder € ist, je =}
wg, dass T, der Theil B, oder € ist, je 3}.

Somit ist die Wahrscheinlichkeit:
W,, dass p, auf T, fillt = w, w, 4 w, w, + w, 1w,
W,, dass p, auf T, fillt = Wy Wy -+ Wy W0,
W, dass p, auf Ty fillt = w, w; 4 10, v, + wy w,

bitiitioi=t
Pitid =i

T R R o

V.

Endlich leiten wir noch einmal die Wahrscheinlichkeiten
ab, um die es sich eigentlich handelt.

oder

IIE
(i

18. Unter Voraussetzung der ersten Annahme
kann die Wahrscheinlichkeit, dass p, auf einen beliebig ge-



Herm. Brunn: Ueber ein Paradoxon etc. 707

wihlten der drei Theile 4, B, €, sagen wir B, falle, folgender-

maassen gefunden werden: Es ist die Wahrscheinlichkeit
w,, dass 7' das @ ist =
wy, dass T, das B ist
wy, dass T, das 9 ist

w,, dass p, auf T, fillt =
w,, dass p, auf T, fillt =

wg, dass p, auf T, fillt =
Also die gesuchte Wahrscheinlichkeit:
W=w, w, + w,w5+w,w,=§,£‘—j-—t;—ﬂ’=,‘,.

(Weil ¢, + ¢, + ¢, =1 ist.)
Genau so ist es fir B und €.
19. Unter Voraussetzung der zweiten Annahme
verfahren wir so:

Wir suchen die Wahrscheinlichkeit, dass p, auf B fillt;
genau so wirde sie sich fiir € ergeben. Es ist die Wahr-
scheinlichkeit:

w,, dass das Paar der Punkte p mit einem
bestimmten Punktpaare zusammentrifft

NI“‘* NI.:"- NI.:"‘ o OOl G0

(s. 14) . dz - dy _,_tj_+ 2 t’ + ts_
2l G+t
wy, dass g, ==p, ist (s. 12) —__htt .
Voo TN
w;, dass dann T, oder Ty, =8B je =1
w,, dass p, auf T, fallt — .‘la
w,, dass p, auf T, fillt =%
wg, dass g, ==p, ist (s. 12) — ittt

w,, dass dann T, T; =9 ist je =1
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wg, dass p, auf T, fillt

w,, dass p, auf T, fillt
Somit die gesuchte Wahrscheinlichkeit:
W=J‘Wx (105 (g 10, + 105 w;5) + wg (1, 05 + 10, w,)].
Nach Einsetzung der Werthe fiir die w und Ausrechnung
ergibt sich schliesslich
==l l—zd dz
W’—‘f %L’ =1 qed
z=0 0
(Ueber die Grenzen vergl. die Bemerkung oben unter 15.)
20. Zum Schluss wollen wir noch einem moglichen Ein-
wande begegnen. Man konnte glauben, dass ein kleiner
Unterschied in der ersten und zweiten Annahme, den wir
bisher als unwesentlich nicht zur Sprache gebracht haben,
wesentlichen Einfluss auf die erhaltenen Resultate § und }
habe, und dass nach Aufhebung dieses Unterschiedes der
Kries'sche Einwurf sein Recht behalte. Wir haben in der
ersten Annahme die Namen A4, 8, € in beliebiger Reihen-
folge auf die drei Stiicke der Geraden vertheilt, wihrend
aus den Bedingungen in der zweiten Annahme folgt, dass
dort B und € sicher zwei nebeneinanderliegende Stiicke sind.
21. Wir wollen die erste Annahme jetzt dahin detail-
liren, dass 8 und € die Namen von zwei nebeneinander-
liegenden Stiicken sein miissen, und zeigen, dass diese Aende-
rung der Primisse keine Aenderung des Schlussresultates
herbeifiibrt. Es sind jetzt folgende Vertheilungen der Namen
moglich:
Es kann T,, T,, T, resp. zusammenfallen mit
8 ¢
oler 4 ¢ B
odler 8 € 4
oder € B 4.
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Dann treten sub V, Erste Annabme, fiir w,, w,,w; resp.
die Werthe },},} ein, wihrend die fiir w,, w,, w; unver-
dndert bleiben. Es wird dann W

LGt +in+1n)
=4 1+%)

Um die Grosse f, zu eliminiren, beriicksichtigen wir
alle verschiedenen Grissen und Lagen, welche ¢, annehmen
kann und stellen W dar als Integral

-4

W— %J‘J‘(l_i_ ) d:z: dt

W=}
die nemliche Folgerung, welche oben sub V aus der ersten
Annashme floss.

22, Schliesslich wollen wir annehmen, es sei direct
bekannt, welches 7' den Namen 8B habe. Es sei 7,=19
(fir T,, T gilt analoges). Dann wird die Wahrscheinlichkeit,
dass p, auf B liegt

ebenso wie vorher.

Somit ergeben sich die an der ersten Annahme soeben
vorgenommenen Aenderungen als einflusslos in Bezug auf
die gesuchte Wahrscheinlichkeit.

Es kann die Emfﬁhrung von Namen 4, 8B, € von un-
bestimmter Vertheilung in der ersten Annahme, die vielleicht
manchem giinzlich unniitz erschienen sein mag, geradezu als
ein Kunstgriff angesehen werden, um die sub 21 und 22
nothig gewordenen Integrale zu vermeiden.

Dic P“’\OIP




710  Sitzung der philos-philol. Classe vom 3. Dezember 1892.

23. Wer ein reales Beispiel haben will, das sich den
Bedingungen unseres ganz abstract gefassten Problems einiger-
maassen befriedigend anschliesst, der kann sich die gerade
Strecke als ein Stiick Landstrasse durch 6des Land, die Punkte
P,y D, als Stellen dieser Strecke denken, an denen sich in
einem beliebigen Augenblick Wanderer befinden; welche die
Strecke durchmessen. Abhéngigkeit zwischen diesen, wie sie
die zweite Annahme verlangt, kann leicht hergestellt werden,
indem man den einen Wanderer etwa als Eilboten betrachtet,
welcher dem andern von bestimmter Seite nach- oder ent-
gegengeschickt wird, oder in #hnlicher Weise.

24. Ich will noch einmal den Fehlschluss hervorheben,
welcher nach meiner Meinung dazu verleiten kann, das vor-
liegende Parodoxon fiir einen wirklichen Widerspruch zu halten.
Ich glaube, der kritische Punkt in der oben von Stumpf gegebenen
Fassung (s. S. 682) ist das Wort ,ebensogut®. Dadurch setzt
man die beiden Arten der Theilung aequivalent, offenbar weil in
der That hier wie dort, bei der ersten wie der zweiten An-
nahme jede beliebige Theilung entstehen kann. Dies ist
ja richtig; aber es tritt eben nicht jede Theilung bei der
ersten und zweiten Annahme auch mit gleicher Wahrschein-
lichkeit ein, obwohl man bei flichtiger Ueberlegung dies
anzunehmen geneigt ist.

25. Wer sich von der Richtigkeit der vorstehenden Ent-
wicklungen tiberzeugt hat, wird es nicht fiir néthig erachten,
dass #hnliche Auseinandersetzuugen fiir complicirtere Thei-
lungen auf Linien und fiir Theilung von Flichenstiicken ihm
vorgeftihrt werden. KEs diirfte ibrigens fiir letztere sogar
einige Schwierigkeiten haben, die Moglichkeiten in so aus-
fihrlicher Darstellung zu geben, wie oben bei einer Linie,
wegen der viel mannichfaltigeren Gestaltungen, die dann
moglich sind.

26. Nur noch einige Worte zu der Auffassung Brenta-
no’s vgl. oben S. 688, d). Die Brentano'sche Berechnungsweise
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— in unserem Beispiel wiirde man nach derselben die
Wahrscheinlichkeit fiir den Theil 4 (Voraussetzungen wie
unter 21) zu } (3 4+ }) = % ansetzen — ist nach meiner
Ansicht berechtigt fiir den Fall, dass man weiss, die Drei-
theilung und die Zweitheilung, welche den Theil 4 gemeinsam
haben, sind von einander abh#éngig, ohne dass man angeben
kann, welche von beiden Theilungen die bedingte, welche
die unbedingte ist.

27. Ein Beispiel mag dies klarer stellen: Eine gerade
Strecke mp auf der Erdoberfliche zerfillt in zwei Theile von
unbekanntem Verhaltniss, welche beim Punkte 0 zusammen-
stossen. Die Strecke mo ist steinbedecktes Land, die Strecke
op glatte Wiese. Wir erfahren, dass auf der ganzen Strecke
ein einziger Meteorstein liegt, und zwar an einer Stelle n
zwischen m und o. Nach einer ebenso glaubwiirdigen Nach-
richt ist der Stein kein Meteor, sondern ein gemeiner Stein
von der Art, wie sie eben auf dem Steinfeld liegen. Schenken
wir der ersten Nachricht Glauben, so ist die Dreitheilung die
unabhiingige, weil sie durch zwei der Annahme nach vbllig
willkiirliche Punkte n,0 bewirkt ist, die Zweitheilung da-
gegen bedingt, indem sie durch Ausschaltung des einen
Punktes aus der Dreitheilung entsteht. Schenken wir da-
gegen der zweiten Nachricht Glauben, so kann allein o an
allen Stellen von mp mit gleicher Wahrscheinlichkeit an-
genommen werden, wiihrend n als Theilpunkt von mo definirt
ist; somit ist die Zweitheilung unabhingig, die Dreitheilung
bedingt. In diesem Falle wiirden wir den Werth % als den
richtigen bezeichnen fiir die Wahrscheinlichkeit, dass ein
beliebiger neuer Punkt, sagen wir ein Meteor, das auf die
Strecke mp fillt, innerhalb op zu liegen kommt.!)

1) Es soll dbrigens nicht behauptet werden, dass obiges Beispiel
bis in die letzten Feinheiten hinein sich mit dem abstracten Schema
der Abhingigkeit unter 26 deckt.
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Hiemit schliessen wir und glauben kaum, dass dem auf-
merksamen Leser noch ein Bedenken zuriickgeblieben sein
wird, viel eher flirchten wir den Vorwurf allzugrosser Aus-
fihrlichkeit in Kleinigkeiten. Aber es ist in der Wahr-
scheinlichkeits-Rechnung kein Schritt sicher ohne Anwendung
der #ussersten logischen Gewissenhaftigkeit, und vielleicht
kann hiefiir unser Problem als besonders lehrreiches Beispiel
dienen.
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