Ueber die Schnittpunktsysteme einer algebra-
ischen Curve mit nicht-adjungirten Curven.
Von
M. Noether.

(Vorgetragen am 14. Juli 1879.)

Auf einer algebraischen Curve f wird dic allgemeinste
Schaar gq von Gruppen von je Q Puncten, welche zu einer
gegebenen Gruppe Ggq corresidual ist, als Schnitt von f mit ciner
Schaar f adjungirter Curven (welche jeden K;.fachen Punkt von
f zum (K; — 1) - fachen Punkt haben) erhalten. Man kommt
nur auf einen Theil der Schaar gq, wenn man zum Schnitt
mit f Curven verwendet, welche f nicht-adjungirt sind. Trotz-
dem existiren iiber diese speciellen Punktgruppen noch Sitze
von derselben unbeschridnkten Giltigkeit, wie die fiir die
allgemeinsten Schaaren, insbesondere Restsitze und ein dem
Riemann-Roch’schen Satze, der die Constantenzahl einer
algebraischen Function bestimmt, analoger Satz *). Ich will diese
Sitze, welche ich auf dem algebraisclten, von Herrn Brill und
mir in der Abhandlung ,Ueber die algebr. Functionen“; Math.
Apn. VII, eingeschlagenen Wege gewonnen habe, hier mitthei-
len; die Beweise werden an einer andcren Stelle gegeben werden.

Die Curve f, von der Ordoung n und dem Geschlecht p,

besitze die Punkte a,, a, as, ... bez. zu K, K, Kj ... - fachen
Punkten. Es wird das Schnittpunktsystem von f mit solchen
Curven betrachtet, welche diese Punkte bez. zu &), 03, 03, ...~

fachen Punkten haben, wo ¢i = K; — 1; dieselben werden im

*) Die Frage nach dieser Erweiterung ist von Herrn Lindemann in
dessen Programmschrift ,Untersuchungen iiber den Riemapnn-Roch'schen
Satz“, Teubner 1879, angeregt, aber noch nicht entschicden worden. In der
auf dem Roch’schen, nicht algebraischen Wege gegebenen Beweisfihrung
findet sich (p. 29) eine Liicke, und die beiden Sitze, pg. 30 und 35. verlangen
daher Modificationen, welche dem Satze (VII) dieser Note entnommen werden
konnen. Hiernach ist der Satz pg. 30 fir 61 = o und 6i = Ki — 2 richtig.
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Folgenden als ,o-Curven® bezeichnet. Eine o¢-Curve j,
welche in jedem Punkte a; eine zweite ¢-Curve i in (Ky — 1) ¢
Punkten trifft — derartig, dass ausser den ¢2% Schnittpunkten
in a, auf jeden der oy Zweige von ¢ noch weitere Ky — o — 1
Schnittpunkte fallen —, wird ,mit y gleichsinguldr ge-
nannt.

Die allgemeine Schaar go von corresidualen Gruppen Glg,
G2, ... werde aus f durch die Schaar von (adjungirten) (K 1)-
Curven X ausgeschnitten, die Gruppe G', speciell durch y,¢, wo
xi eine durch Glq gehendo ¢-Curve, ¢ eino belicbige (K — ¢ —
1)-Curve ist. Um dann aus gq eine specielle Schaar yq aus-
zusondern, welche von ¢-Curven (y) ausgeschnitten wird, hat
man nur die Bedingungenedafiir aufzustellen, dass

X = gp + Af,
was, nach einem Math. Ann. VI von mir gegebenen Satze, nur
Bedingungen in den gemeinsamen vielfachen Punkten von f
und ¢ liefert, und zwar im Ganzen
%?’(K: —0)E—a—1)
lineare Relationen (A) fiir die Coefficienten von X.

Wenn Glq gegeben und diese Relationen (A) erfiillt sind,
ist die in gq enthaltene Schaar yo noch nicht bestimmt.
Dieselbe hingt vielmehr noch von den festen Grundpunkten der
Schaar X oder y ab, also in nicht linearer Weise von einer Reihe
von weiteren Parametern. Um yq festzulegen, hat man noch
eine Reihe von weiteren Bedingungen (B) ndthig, welche sich
aus dem folgenden ersten Restsatze der c-Curven ergeben:
(I) ... ,Eine Bchaar yq von Punktgruppen G'q, G?%, ....aus-
geschnitten durch die ganze Schaar von ¢-Curven, die durch
eine feste Gruppe Gr gehen:

Yy=hiyyw+hbhip+....=o
wird auch durch die Schaar von - Curven

XEA"iZI <+ }.-312 4+ ....—= o0
aus f ausgeschnitten, wo y; eine beliebige durch Glq gehende,
mit v, gleichsinguldre o-Cnrve ist. und z die ganze Schaar
der durch den iibrigen Schnitt von y; mit f gehenden 5-Curven
(gleicher Ordnung mit xy) vorstellt.“

In solchen zwei Schaaren v und y sind dann irgend zwei
entsprechende Curven mit einander gleichsinguldr und die heiden
Schaaren sind in Bezug auf f vdllig diquivalent. Die oben ge-
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nannten weiteren Bedingungen (B) zur Festlegung von yq beste-
hen also darin, dass die - Curve y; mit einer gegebenen Curve
Y, gleichsingulér werden soll, was im Ganzen noch

?O'i(Ki—O'i—l)

lineare Relationen (B) fiir die Coefficienten von X liefert. Die
Relationen (A) und (B) werden im Allgemeinen nicht von ein-
ander unabhingig sein.

Fiir eine specielle Schaar von Punktgruppen hat man einen
zweiten Restsatz der ¢-Curven:

(II) . ,Eine Schaar yr von Punktgruppen G'rz, G¥%, ..., aus-
geschnitten durch die Schaar von ¢- Curven
P=Emptpmept+....o=0

die durch eine feste Gruppe Ggq gehen und alle miteinander
gleichsinguldr sind, wird auch durch die Schaar der
o-Curven
P=mp Fup + ..o =o0
aus f ausgeschnitten, wo ¢, eine ganz beliebige durch Gly
gehende o-Curve ist, und ¢’ die durch den iibrigen Schnitt von
¢' mit f gehenden ¢-Curven (gleicher Ordnung mit ¢,‘), welche
mit ¢’ gleichsinguldr sind, vorstellt.
Sei zur Abkiirzung gesetzt:

p + %E(K,—m)(Ki—m — 1) =p"
Von den Schnittpunkten einer ¢-Curve st Ordnung mit f

sind fiir 8 > n — 3 hochstens p’, fir 8 = n — 3 hdchstens

p' — 1 durch die iibrigen bestimmt. D. h. Fiir eine q-fach
unendliche Schaar rg;) von Punktgrupqen Glq, G2, . ..., welche
von o-Curven ausgeschnitten wird, ist im ersten Falle

q=Q —p,
im zweiten Falle
q=Q—p + L
Man hat aber die Umkehrung:
(1) . ,Eine lineare q-fach unendlichc Schaar 7 von Punkt-

gruppen Glo, G2, ..., welche durch o-Curven ausgeschnitten
wird, kann immer durch eine Schaar von ¢-Curven (n — 3) t*
Ordnung ausgeschnitten werden, sobald

q=Q—1p + 1°
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Hieraus folgt:
(V) . ,Die o-Curven (n — 3)ter Ordnung bilden genau cine
[p' —1 + Z o (Kj— O'|—1)]

= [P+ %E(Kn—l)K'—-}.‘.‘a.(m-{-1)_1]_
fach unendliche Schaar “

Ferner hat man fiir eine r-fach unendliche Schaar yi; von
Punktgruppen G'r, G%: von je R I’unkten, welche von solchen
o-Curven ster Ordnung ausgeschnitten werden, die alle miteinander
gleichsinguliir sind, fiir s > n—38:

r=R—p —aE —0—1),
fiir s = n — 3:

r=zR—p—-—Sa@&—a—1) + 1,
und umgekehrt die Sitze:
(V) . ,Eine lineare r-fach unendliche Schaar 7'(1? von DPunkt-
gruppen G!g, G%, ..., welche durch eine Schaar von ¢-Curven
ausgeschnitten wird, die alle einander gleichsinguldr sind, kann
immer durch eine ebensolche Schaar von o-Curven (n — 3)ter

Ordnung ausgeschnitten werden, sobald
r=R—-—-p—Za&E —a-—1 + 1«

(VI) . , Die ¢-Curven (n — 3)ter Ordnung, welche mit einer
gegebenen solchen Curve gleichsinguldr sind, bilden genau eine
®—-1 -

fach unendliche Schaar.“
Endlich hat man den erweiterten Riemann-Roch’schen
Satz:
(VII) . ,Theilt man die
Q+R=2p—-2+> (K - a—1
Schnittpunkte von f mit einer 6-Curve (n — 3)t¢r Ordnung, ¢, in
zwei Gruppen Gq und Gg, und es gibt 9 g-Curven (n — 3)ter
Ordnung, welche durch Ggr gehen, dagegen o* g-Curven (n — 3)tr
Ordnung, welche durch Gq gehen und zugleich mit ¢ gleich-
singuldr sind, so ist
q-r=Q—p +1.F5

Indem man noch entweder die eine oder die andere der
beiden Schaaren in eine feste Curve, verbunden mit einer Schaar
von ¢-Curven »tr Ordnung, zerfallen ldsst, ergeben sich aus

(VII) zwei Formen dieses Satzes.
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