Ueber die Theta-Charakteristiken.
VYon

M. Noether.
(Vorgetragen am 28, Juli 1879.)

Die Gruppirungen der dreireihigen Theta - Charakteristiken
zu vollstindigen Systemen sind von Hrn. Weber, die der vier-
reihigen von mir (vgl. Math. Ann. Bd. XIV, pag. 248) angcgeben
worden. Das Princip meiner Darstellung — durch Betrach-
tung der zweien Gruppen gemeinsamen Charakteristiken die
Theorie der p-reihigen (auf Thetafunctionen von p Argumenten
beziiglichen) Charakteristiken auf die der (p — 1)-reihigen zu-
riickzufithren —, das ich fiir p = 4 durchfiihrte, habe ich dort
zugleich als ein solches ausgesprochen (pag. 250), das auch die
weiteren Darstellungen liefert. Eine solche Verallgemeinerung
der Gruppirungsverhiltnisse ist pun kiirzlich von Hrn. C. Jor-
dan mitgetheilt worden; da ich selbst schon seit lingerer Zeit
im Besitze einer mit dieser nur im Ausgangspunkte iiberein-
stimmenden Verallgemeinerung und weiterer Sitze iiber die p-
reihigen Charakteristiken bin, so erlaube ich mir, dieselben
hier mitzutheilen.

In Bezug auf die Bezeichnungen: gerade und ungerade
Charakteristik (a), (¢) ... und Summe von solchen;
Gruppe, Gruppencharakteristik [r], [s],...; [r] enthdlt
(a), (b), . . . und zwar (a), (b) gepaart oder nicht; Bezie-
hung K: s zwischen zwei Gruppen [r], [s] — verweise ich
auf die citirte Abhandlung, §§ 1 und 2; nur seien dieselben hier
noch so verallgemeinert:

Sei gesetat:

2« —1gu — 1) = Ry,

o4 —1@Qu + 1) = 8,.
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Unter Gruppe [r] verstehe ich dann das System der Rp_,
Paare ungerader und Sy_, Paare gerader Charakteristiken, in
welche (r) zerlegt werden kann; diese Charakteristiken sind
dann simmtlich in [r] enthalten.

Der oben erwihnte Hauptsatz meiner Theorie ist:

(1) Zwei Gruppen [r], [3], welche in der Beziehung
Kyo = 1 (mod. 2)

stehen, haben R,_; ungerade und Sy—1 gerade p-reihige Charakte-
ristiken gemein, die in lkeiner der beiden Gruppen gepaart sind.
Fiir -diese Charakteristiken gelten alle Siitze, welche fiir die Rp—;
ungeraden und Sp—1 geraden (p—1)-reihigen Charakteristiken exi-
stiren ; insbesondere treten an Stelle der bei dem letzteren existi-
renden Gruppen diejenigen Gruppen [r(], fiir welche

Pty — 0, Kc, r =
Man schliesst hieraus:
(I1) 2u—1 Gruppen

[1‘], /s [ri], /31]; SRy [rl""”]) [3.“'—’]/ ["F—'lla

(a) .« .. Kr',,a{ = 1, Krt”rk = Kn‘, ., = 0, .
, Ky =0 (k= D,

enthalten 2R,_u ungerade und 2S,_u gerade Charakteristiken ge-
meinsam, die in [ru_i] paarweise enthalten sind. Zu gegebenen

Gruppen

[r], [8]; - - . [ru—s], [su—s]
gibt es noch 22 —# +2 — 1 Gruppen [ru—i].

(111) 2u Gruppen
[7‘], [s_/) /rl]a /;91]; ) [ffl—l], [8,4—1],
Siir -welche (II), (a) gilt, enthalten Ry—u ungerade (ap), Sp—p
gerade Charakteristiken (ye) gemeinsam, die in keiner der Gruppen
gepaart sind. Zu gegebenen Gruppen
Irl, [8]; - - - - [ru—s], [su—2]; [ru—1]

gibt es noch 220—F+—1 Gruppen [su_i]. Die Summe der Rpyu
ungeraden Charakteristiken (ae) ist 0, ausgenommen firp=p—1;
ebenso ist die Summe der Sp—u geraden Charakteristiken (79) =0.

wo

Seien nun aus den in (III) genannten 2u Gruppen alle die-
jenigen Gruppen gebildet, welche durch Addition irgend einer
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Anzahl derselben entstehen, also die Gruppen [riry], [risi], [rirssi]
etc. In diesen Ausdriicken sei iiberall, so oft ein Paar rs; auf-
tritt, dieses Paar ersetzt durch
, [risi] = [t
Diejenigen dieser Gruppen, in deren Zusammensetzung eine

gerade Anzahl der ti vorkommt, seien mit [u], die iibrigen,
welche eine ungerade Zahl der t; haben, mit [v] bezeichnet. ~

-Man kann dann den Satz aussprechen:

(IV.) Die ungeraden Charakteristiken (w,) und geraden
Charakteristiken (70) des Satzes (I11) sind zugleich alle in
simmtlichen Gruppen [u] enthalten, welche sich aus den 2u
Gruppen von (111) additiv zusammensetzen. In den aus den 2u
Gruppen von (111) zusammengesetzten Gruppen [v] ist keine der
Charokteristiken (ae), (ry) enthalten. Von den ersteren Gruppen
[u] gibt es, die 2u Gruppen selbst eingeschlossen, vm Ganzen S, - 1,
von den Gruppen [v] gibt es RM'

Sollen die 2u Gruppen in (III) so gewéhlt werden, dass man
dieselben Charakteristiken (ap), (7o) erhilt, wie in (III), so kann
man fiir [r] irgend eine der 8y — 1 Gruppen [u], fiir [s] dann
irgend eine der 22#—2 Gruppen [su] oder [rsv] nehmen; d. h.

(V). Es gibt:

S — DSz — 1) . .. (S, — 1) . 2uE—
1.2.3....p
solcher Systeme von Gruppen der Art (I1I), welche alle dieselben
Charakteristiken (ag), (7 enthalten.

Aus (II), (IIT) und V folgt: .

(VI). Von Systemen von w Gruppenpaaren der Art (1II) gibt
es iiberhaupt :

BopRap—2 . . . Rop — oty
4 .1.2.3...p
Von solchen Systemen von R,_p ungeraden und S, geraden
Charakteristiken, (ae) und (79)’ welche iiberhaupt in einem System

der Art (I11) enthalten sind, gibt es:
R2pR2P —2 s 4 .R2(p -4+ .
M@= Sy — 1)(Sp—1 — 1) ... (8 —1)
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(VII). Die (@), (79)’ [u], [v] seien wieder durch (111), (IV) -

definivt. Dann sind die Charakteristiken

(ag)v (ua(,); (2)79)
alle von einander verschieden und stellen alle ungeraden Charak-
teristiken vor; die Charakteristiken

(7@)) (u7g),' (”ao)
sind ebenfalls von einander verschieden und sind alle existiren-
den geraden Charakteristiken.

(VILI). Setzt man die Charakteristiken (o), (ye) von (111)

irgendwie in ungerader Anzahl zu neuen Charakteristiken zu-
sammen, So erhdlt man immer nur wieder solche aus der Reihe
(2), (7(,). Jede dieser Charakteristiken (ae) lisst sich auf mehr-

Jache Art in die Form (7(,767,) setzen; und umgekehrt jede (ro)
in die Form (a,ase,), wo o, 6, v von einander verschieden sind
Fiir w = p — 2 ist (@quge;) immer gerade.

(IX). Die ungeraden Charakteristiken lassen sich fiir
¢ = p und ¢ = 2 oder 3 (mod. 4),
in Systeme von 2¢ + 1 Charakteristiken
K) + () + - .o+ (o) = @)
ordnen, derart, dass die Summe von je 3, 7, 11 . . . der Charak-
teristiken eines solchen Systems gerade, die von 1, 5,9 .. "
ungerade ist. Insbesondere hat man so fir ¢ = 2 (mod. 4)
Systeme von 29 + 2 ungeraden Charakteristiken mit Summe 0:
@+ G)+ ...+ (Aot =0,
wo ebenfalls die Summe je dreier Charakteristiken gerade ist, etc-
Die ger aden Charakteristiken lassen sich, fiir
0 = p und ¢ = 0 oder 1 (mod. 4),
in Systeme von 29 + 1 Charakteristiken
) + () + « . + Ao+ = (B)
ordnen, derart, dass die Summe von je 3, 7, 11 . . . der Charak-
teristiken eines Systems ungerade, die von 1, 5,9 .. . gerade
ist.  Insbesondere hat man fiir ¢ = 0 (mod. 4) Systeme ron
20 + 2 geraden Charakteristiken mit Summe 0
)+ () + ... + (Qee41) = 0,
wo die Summe je dreier Charakteristiken ungerade wird, etc.
Um ein solches System zu bilden, sucht man zunéchst aus
den in zwei Gruppen [r], [s], fiir die Krs = 1 (mod. 2), enthal-
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tenen Charakteristiken ein System von 29 — 1 Charakteristiken
der betrachteten Art:
W)+ () + .o+ (Mg = (),
wonach das System selbst entweder
() + () + ..+ (Fgp—1) + (1) + (s2)
oder
(rsd) + (rsd’) + ... + (rsk'gy —1) + (') + (s2)
wird *). Ganz shnlich ergibt sich:

(X). Die ungeraden Charakteristiken lassen swch fiir
¢ =p und
1) ¢ = 0 (mod. 4) in Systeme von 29 Charakteristiken, mit
Summne [t],
2) ¢ = 1 (mod. 4) in Systeme von 29 Charakteristiken, mit
Summe 0
derart ordnen, dass die Summe von 3, 7 . . . der Charakteristiken
gerade, der von 1, 5 . . . ungerade wird.
Die geraden Charakteristiken sind fiir ¢ = p und
3) ¢ = 2 (mod. £) in Systeme von 29, mit Summe [t],
4)953‘('n ) » ” TR ” 0
derart zu ordnen, dass die Summe von 3, 7 . .. der Charakteri-
stiken eines Systems ungerade, die von 1, 5 . . . gerade wird.

(XI). Von den in (I1X) angegebenen Systemen von 29 + 1
Charakteristiken gibt es an Anzahl:

Rop . Rop_2 . ... Ry . Ry

2(!’—9)(1"‘(’_1)(8 _()—1)(8,,_()_1—1) e (81—1) . (29-'- 1)2@ ..... 3.2
_ R2p . Rzp_g i Rop_o .
T 2Ry .20 + D% ....: 3.2°

insbesondere fiir ¢ = p:
1{2‘) R2p — 2 ¢ o o . R2 .
Cp+D2p..... 3.2

*) Fin sehr specielles solches System von 2p 4 1 Charakteristiken ist
von Hrn. Schottky, Abel’sche Fanctionen von 3 Variabeln, Breslau 1878,

entwickelt,
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Ein System der letsteren Art liefert durch additive Zusammen-
setzung seiner Charakteristiken alle existirenden Charakteristiken.

Von den in (X) angegebenen Systemen vom 2p Charakters-
stiken gibt es an Anzahl:

RwRy_35....R
121)(2—?%1)—.~.— ;3.3, wenn p gerade,

RypRyp_5.... R .
3 ;2’ 2p”— ;) — 3-;, 1wenn p ungerade ist.

Um aus den angegebenen Systemen solcho S8ysteme von
2v Charakteristiken zu bilden, welche zu einem vereinfach-
ten Ausdruck des Additionstheorems der Thetafunctionen fiihren,
kann man auf sehr verschiedenoc Weisen verfabren. Man kann
cinmal, fiir p > 8, aus den Charakteristiken, welche den 2p—6

Gruppen

] (615 [ridy [od5 -« - o5 [rp—a]; [8p—d]s
(mit den in (II) (a) angegebenen Beziehungen) gemeinsam sind,
eines der 7-Systcme ungerader Charakteristiken:

@ =@+ B)+...4 )

bilden, und hat dann in

(P)’ (ﬂ‘)i (ﬂZ)v e e (ﬁ7),

und deren Zusammensetzung mit irgend einer Anzahl der Aus-

driicke

[t] = [rei]
ein System der gesuchten Art. Addirt man zu diesen 20 Cha-
rakteristiken noch (prr, . . . ry—4), so erhdlt man ein diesem

System entsprechendes System von Gruppen, welche, mit dem
ersteren System verbunden, das Additionstheorem liefern (vgl.
meine o. ¢. Abhandlung, § 11).

Man kann auch aus einem vollstdndigen System von
2p + 1 Charakteristiken in (IX)

D =@) + )+ ...+ (dep 40
(4) und irgend 7 der Charakteristiken:
(20, (A)y (22)y « .+« (4q)
heransnehmen, die dibrigen 2p — 6 beliebig in p — 8 Paare:
skl = [m]s - - - Uisvdap 411 = [ — 3]

ordnen, und dann (), (4;), - - - (4;) mit irgend einer Anzahl der
[#], - - - [#p — 5] zusammensetzen, wodurch wieder ein System
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von 2¢ Charakteristiken der gesuchten Art entsteht. Das ent-
sprechende System von 2¢ Gruppencharakteristiken entsteht aus
diesem, indem man zu jeder der 2¢ Charakteristiken die eine
(Aghyg - « . A2p), wenn p gerade,
(Adgdig . . . A2p), wenn p ungerade ist,
wo die g, 419, . - . in [wg], [we] . . . nicht gepaart vorkommen,
hinzu addirt.

Die Ausfiihrungen folgen an einem andern Orte.
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