Beitrdge zur Theorie der biniren Formen.
Von M. Noether.

(Vorgetragen am 20. Juni 1881).

In néichster Zeit wird bei B. G. Teubner, Leipzig, eine
deutsche Bearbeitung des Werkes ,Théorie des formes binaires,
von Chev. F. Fad de Bruno, Turin 1876%, die mit meiner Un-
terstiitzung von Hrn. Dr. Th. Walter in Biidingen unternommen
ist, erscheinen. Einige zu dieser Ausgabe von mir gelieferten
Beitrige erlaube ich mir hier in kurzem Auszuge mitzutheilen,
indem ich zugleich wegen der specielleren Ausfiihrungen auf das
Werk selbst verweise. Nr. I ist im Sommer 1880, Nr. II im
Mirz 1881, Nr. IIl im Februar 1881 Hrn. Walter mitgetheilt
worden.

I. Zur Theorie der Elimination.

Fiir die Untersuchung aller Fille des Zusammenbestehens

der beiden Gleichungen ¢—0, y=—0, wo
—ay x® + a x2-1 4 .., ap, ey

M {:Z = by x® + by x*1 4 .... b,,,} (80 und by nicht=0),
ist der naturgemisse Ausgangspunkt der, die beiden Formen
¢, ¥ nach der Methode des grossten gemeinsamen Divisors zu
verbinden. Da diese Methode, trotz neuerer Arbeiten, noch nicht
in zugleich strenger und conciser Weise durchgefiihrt ist, so sei
dieselbe hier angedeutet. —

‘Wenn
=B -y + yy,
Y =8 Y+ Yy
@Y =8 Yot Uy,

wo die S und y ganze Functionen von x sind, 8o werde yu von

der Ordnung ny, wo
Dy 4 1 <p, <<y <D=m



Aus (2) folgt umgekehrt der Ausdruck irgend eines Restes yu-
durch ¢ und . Ein solcher Rest von der Ordnung ¢ sei mit
X, bezeichnet. Um X, explicite zu erhalten, hat man dann die

Aufgabe, zwei ganze Functionen P, Q, von x, hochstens beziig-
lich von den Ordnungen n—g—1, m—g~- 1, so zu bestimmen,
dass die Identitdt besteht:
(3)...X9:P-90+Q-1;1.

Die Vergleichung der Coefficienten gleich hoher Potenzen von x,
von der (m 4+ n — ¢ — 1)ten an bis zur Oten ergibt aus
(8) fiir die m + n — 2¢ Unbekannten in P und Q ein System
S vonm 4+ n — o linearen Gleichungen. Die ersten m 4+ n —

2 ¢ Gleichungen von X, welche die Coefficienten von X, den

4
Coefficienten von x¢ ausgenommen, nicht enthalten, bestimmen
die Unbekannten in P und Q; und da diese Aufgabe losbar ist,
so kann die Determinante dieser Gleichungen

ay a4 3 .... am+n_29_1
a 84 .... 8m4n—20—2
@ ..D,= C o
a) ..o 8m — @
bO b, b2 ceae bm+n—29—|1
bo b1 cee bm+n—2g—2
bo... bn—Q

(a; = o, by = o fiir i>m, x> n.)
nicht verschwinden, und P und Q sind folglich eindeutig
bestimmt, ebenso durch die iibrigen Gleichungen von X der
Rest X,
Dabei wird der Coefficient von x¢ in X(’ zu D(,,Wiihrend

die Coefficienten der iibrigen Potenzen und von I’ und Q ganze
Functionen der a und b werden; und umgekehrt driickt sich

dieser Ausdruck X(” mit dem Coefficienten D(’ von x¢, immer
in der Form (3) aus, gleichviel ob De verschwindet oder nicht.

Hieraus folgt das Theorem: Bei der Entwicklung (2)
tritt ein Rest von der Ordnung o auf oder nicht, je
nachdemDe (in (4)) nicht verschwindet oder ver-

schwindet. Und weiter: Wenn Dy = o, Dy = o, ...,
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Do—1 =0, Do aber nicht = o ist, so haben ¢ und y
einen Factor gter Ordnung, X(,, und keinen Factor
héherer Ordnung, gemeinsam; und umgekehrt.

Um dig Bedingungen, dass ¢ und v einen Factor ¢ ter Ord-
nung gemein haben, mnoch auf andere Weise auszudriicken, sei
die aus (3) durch Vertauschung von ¢ mit ¢—1 fiir diesen Fall
entstehende Identitit betrachtet:

o=P-.-9+ Q-

wo nun P und Q ganze Functionen von den Ordnungen n—g,
m—p sind. Die Cocfficienten der hochsten Potenz von x in P
und Q werden bez,

Po = bO D()’ Go = 89 D(n
verschwinden also nicht. Um nun die Identitiit

B) .. o=Pg + Qy,
wo P, Q' ganze Functionen der Ordnungen n—1, m—1, vor-
stellen, auf die allgemeinste Weise zu losen, findet man in

P=P L Q=Q- L
wo L eine beliebige ganze Funetion (¢—1)tr Ordnung ist,
eine Losung mit ¢ willkiirlichen Parametern, welche in linea-
rer, homogener Weisc eingehen. Da wegen des nicht verschwin-
denden p, diesc Losungen zugleich von einander unabhingig
sind, so folgt, dass sowobl die Determinante des aus (5) ent-
stehenden Systems linearer Gleichungen, d. h. D,, verschwindet,
als auch die simmtlichen Unterdeterminanten, bis zur (go—1)ten
Ordnung incl., von D,.

Umgekehrt ergibt dies auch das Verschwinden von D,
D, ..., Doy, also: Nothwendige und hinreichende Be-
dingung fiir einen gemeinsamen Factor von genau
otr Ordnung ist auch das Verschwinden simmtlicher
Unterdeterminanten (¢—1)** Ordnung von D,, wih-
rend nicht alle solche gt Ordnung verschwinden.
Ganz analoge Ausdriicke fiir die Bedingungen lassen sich

auch an der Bézout'schen Determinante C (aus den ajbx — axby)
aussprechen. Da deren Hauptunterdeterminanten C, Cy, Cy, ...,
C_ die Kriterien bilden, miissen dieselben nach unserem Haupt-

satze mit den Grossen Dy, Dy, Dy, ... , D(, bis auf Zahlenfactoren

iibereinstimmen.
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II. Ueber die charakteristischen Differentialgleich-
ungen fiir die Resultante und Discriminante.

Brioschi bat fiir die Resultante und Discriminante je ein
System partieller Differentialgleichungen aufgestellt (Crelle J. 53,
Ann. di Matem. 2, 1859). Es sollnun gezeigt werden, dass, wenn
man die allgemeinen Invarianten- und Combinanten-
gleichungen hinzunimmt, von jenemSystem nurnoch
je eine Gleichung als unabhingigeund zugleich ein-
deutig charakterisirende ubrlg bleibt.

Fiir die beiden Formen

) {(p = apx™ -+ axm1 4 ..., + am,

‘ Y = bpx™ + bx™ ! + .... + bnm,
sei

dix = ai bx — ax bi,
(2 3 i

1
Cix = Cki — Eu difxt1-n, b,

Man hat fiir die Resultante R=2X + coo €11 ... Cm—1, m—1 die
Gleichungen:

m—1
dR .
Y o ) — — .
3 .. i Cik rreien (m—i) bR,
m—1
dR .
4 .. ‘Ex Cik o= = (i+1) bip R,

i=012 ..,m -1
und die analogen (3‘), (4), welche aus (3) und (4) durch Ver-
tauschung von a mit b hervorgehen. Umgekehrt geniigen diese
Gleichungen, wie ihre Auflosung nach den Differentialquotienten
von R ergibt, zur Definition ven R als Resultante. Es bleibt
also nur ihre Abhiingigkeit zu untersuchen.
Zu dem Zwecke sei eine Operation y(U) definirt durch:

dU dU dU
(®) .. 7/(U) = mam — + (m— l)am—lda_2+ L gt
dU dUu du
+ mbmdbm_. + (m—1) bn— T .. +by- ab, °
‘Wir benutzen dann die Invariantenrelationen fur R
7(R) =o "
®) (R, _
r(da’ =—k dax—1
" @R _ - dR
= 3k —bx = R
0 .. Ek da kak Ok b, " m
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und die Combinantenrelation :
T .. Sx —bx — o.
o

Wendet man nun auf die Gleishung (3) die Operation y'anund
beachtet dass
i) = (i + k +2) ey, x + (k4 1) digy, x4,

so ergibt sich mit Hiilfe von (6), (7), (7):

m—1

i fk 01+1,k-—g?—k+-1 =i (m—i—1) biy: R,
d. h.: sobald i nicht = o ist, folgt die Relation (3) fiir
i+1 aus der fiir i.

Die Relation (3) fiir i—o ergibt sich aber direkt aus (7),

(7'), wihrend die fiir i—1 auf die Relation

m—1

dR
N, —
8) ... = dx41, 0 = bR

zuriickfiihrt. Die Gleichungen (4) ferner folgen mit Hiilfe von
(7), (7) unmittelbar aus (3); und mit Hiilfe derselben Gleichung
(7) wird auch R durch (3) vollstindig als Resultante definirt.
Im Ganzen hat man also neben (7), (7), (7°) nur eine
charakteristische Gleichung, (8), fiir die Resultante.
Analog hat man fiir die Discriminante A von

9 .. f — apx® + ma, x4 .... + anm

die Differentialgleichungen:

m—2
1 (AN .

~, . P — . .

(10) .o :k ci‘kmk.{.z dak+z = (m 1)1+1 (l+1) a) A,
= 1 aa

/ L - — . (i .

(10) .. gk ci,km . dak+1 — (m 1)i+1 @i+l) - aiy1 O,
m—2 d

107 .. S i 98— (m—Typ (D) - 8142 A
o mhx dax

i=o 1 ...,m-2),
wo
i
Cix = Cy=Sh (m—1)n (M — 1)itx41—h(Bb+181+x41-h — 8h Aifk42-1).
o

Umgekehrt definiren die Gleichungen (10), (10'), 10“) A voll-
stindig als Discriminante. Zur Untersuchung ihrer Abhéngigkeit
wenden wir auf (10) die Operation
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dU v v

(U)=
(U) amda -|- 2am—1 dams + ...+ mald 2
an und benutzen die Invarlantenrelanonen fiir A:
() = o
(11) . dA
¥ () =~ m—k+ 1) o
m—1
1) S (k+ 1) g b __
o daky,
m dA - —-1 dA
11y .. 3 T = < _— = -
arm 1k k ax dax :k (m—k) ax day m(m—1) A
Dann ergibt sich aus (10):
1 dA . .
(l—l) ‘k cl+l — —_ - (1~—l)(m—l)i+2(1+2) caipr A

Mrts  dakte
d. h.: sobald inicht = 1, folgt die Gleichung (10) fiir
i+ 1ausder firi.

Die Relation (10) fiir i = o, also auch die fiir i = 1, folgt
aber direct aus den (11), (11‘), (11“), und ebenso folgt (10),
(10“) aus (10) vermdge (11‘), (11“). So bleibt fiir A nur die
eine unabhingige Gleichung (10), fiir i — 2, welche selbst wie-
der vermﬁge (11), (11*) auf

(m k)(m—k—1)
(12).. k+1
zuruckfuhrt. Diese Gleichung (12) kann also als die einzige fiir
A charakteristische Gleichung (ausser den Invariantengleichungen)

genommen werden.

(agax4+1 — aoak+z)g§:——m(m—1) I¥:PYAN
k

III. Ueber die Invariantenkriterien fiir die Realitdt
der Wurzeln einer biquadratischen Gleichung.

Es gibt nur ein brauchbares Invariantenkriterium,
welche die beiden Fille von vier reellen und von vier complexen
Wurzeln einer biquadratischen Gleichung von einander trennt.
Dasselbe findet sich in Clebsch’s ,Bindren Formen®, §. 47, aber
8o ausgesprochen, dass die Frage nur auf dieselbe Frage in Be-
zug auf eine andere Gleichung 4ten und auf eine Gleichung 8ten
Grades zuriickgefiihrt scheint. Indessen geniigt cine sehr leichte
Modification, um unmittelbar Kriterien zu erhalten, welche die
zu stellenden Anforderungen erfiillen.

Zur Abkiirzung gebrauche ich direct die Bezeichnungen des
§. 47 des c¢. Werkes, Piir die betrachteten beiden Fille ist die
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Discriminante der biquadratischen Form f, i%—6j2, positiv, die
Formen ¢?, y?, 4> werden reell und es fragt sich nur, wann
alle drei oder nur eine derselben positiv werden. Zur Entschei-
dung zwischen diesen beiden Fillen braucht man aber offenbar
nur ein einziges reelles, im Uebrigen ganz beliebiges Werthsystem
der Variabeln in ¢, 1, x einzusetzen. Hiernach ergiebt sich an
Stelle des letzten Theorems in §. 47 d. c. W. der Satz:

Ist 3—6j2>0, so betrachte man die Hesse’sche

Form H von f, sowie H’-—é—fz, fir irgend ein reelles
Werthsystem der Variabeln, Ist fiir dieses zu glei-
cher Zeit H negatiyv, H'Z—%f2 positiv, so hat f—o vier

reelle Wurzeln; wenn nicht, so hat f=o0 vier com-
plexe Wurzeln.
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