
Beiträge zur Theorie der binären Formen.

Yon M. Noether.

(Vorgetragen am 20. Juni 1881).

In nächster Zeit wird bei B. G. Teubner, Leipzig, eine 
deutsche Bearbeitung des Werkes „Theorie des formes binaires, 
von Chev. F. Faä de Bruno, Turin 1876“, die mit meiner Un
terstützung von Hrn. Dr. Th. Walter in Büdingen unternommen 
ist, erscheinen. Einige zu dieser Ausgabe von mir gelieferten 
Beiträge erlaube ich mir hier in kurzem Auszuge mitzutheilen, 
indem ich zugleich wegen der specielleren Ausführungen auf das 
Werk selbst verweise. Nr. I ist im Sommer 1880, Nr. II im 
März 1881, Nr. III im Februar 1881 Hrn. Walter mitgetheilt 
worden.

I. Zur T h e o r i e  der El i mi nat i o n .
Für die Untersuchung aller Fälle des Zusammenbestehens 

der beiden Gleichungen y — 0, i/t= 0, wo

«> i ; b', + : : : :  £ ; !  <- "ni »• "“ =<»■
ist der naturgemässe Ausgangspunkt der, die beiden For men 
(p, ip nach der Methode des grössten gemeinsamen Divisors zu 
verbinden. Da diese Methode, trotz neuerer Arbeiten, noch nicht 
in zugleich strenger und conciser Weise durchgeführt ist, so sei 
dieselbe hier angedeutet. —

Wenn

(2)

<P =  8 • tp  +  ipu
lp  =  S, • tp t +  lp2,
X p l = 82- 1^2+

(^ -1  = % ■ %  +

wo die 8 und tp  ganze Functionen von x sind, so werde tpp  von 
der Ordnung nfi, wo

^  +  1 <  <  • • • <  n, <  n ^  m



Aus (2) folgt umgekehrt der Ausdruck irgend eines Restes ipp- 
durch cp und if). Ein solcher Rest von der O r d n u n g  g sei mit 
X q bezeichnet U m l ? explicite zu erhalten, hat man dann die 
Aufgabe, zwei ganze Functionen P, Q, von x, höchstens bezüg
lich von den Ordnungen n— g— 1, m— g- - l ,  so zu bestimmen, 
dass die Identität besteht:

(3) . . .  x Q =  P • g> +  Q • y .
Die Vergleichung der CoefFicienten gleich hoher Potenzen von x, 
von der (m +  n — g — 1) ten an bis zur 0 ten ergibt aus 
(3) für die m +  n — 2g Unbekannten in P und Q ein System 
2  von m +  n — q linearen Gleichungen. Die ersten m +  n — 
2 g Gleichungen von 2 ,  welche die CoefFicienten von A^, den

CoefFicienten von x9 ausgenommen, nicht enthalten, bestimmen 
die Unbekannten in P und Q; und da diese Aufgabe lösbar ist, 
so kann die Determinante dieser Gleichungen

aQ a A a2 . . . .  am -f-n — z q  —i
ao at . . . .  am + n -  2 ( ) - 2

D(J = ......................
ao •. • am — Q

b 0 b j  b 2 . . . .  b m - f n — 2 ^ —, 1

b0 b A . . . .  b m + n - 2 ( ) - 2

b 0 . . .  b n  — g

(ai =  o, bk =  o für i >  m, x
nicht verschwinden, und P und Q sind folglich eindeutig 
bestimmt, ebenso durch die übrigen Gleichungen von 2  der 
Rest X q.

Dabei wird der CoefFicient von x? in zu D^, während
die CoefFicienten der übrigen Potenzen und von P und Q ganze 
Functionen der a und b werden; und umgekehrt drückt sich
dieser Ausdruck X  , mit dem CoefFicienten D^ von x ? , immer 
in der Form (3) aus, gleichviel ob D^ verschwindet oder nicht.

Hieraus folgt das Theorem: B e i  der E n t w i c k l u n g  (2) 
t r i t t  ein R e s t  v o n  d e r  O r d n u n g  g a u f  oder  n i c h t ,  j e  
n a c h d e m  D? (in (4 )) n i c h t  v e r s c h w i n d e t  oder  v e r 
s c h w i n d e t .  Und weiter: W e n n  Dq — o,  Di — o, . . .,



D(>_i =  o, D(> aber  n i c ht  =  o i s t ,  so haben rp und ip 
e i nen  Fa c t o r  qter Or dnung ,  X^, und  ke i nen F a c t o r  
h ö h e r e r  O r d n u n g ,  g e me i ns am;  un d  u mg e k e hr t .

Um di£ Bedingungen, dass (p und ijj einen Factor q ter Ord
nung gemein haben, noch auf andere Weise auszudrücken, sei 
die aus (3) durch Vertauschung von q mit q — 1 für diesen Fall 
entstehende Identität betrachtet:

o =  P • <p -f Q • t/\
wo nun P und Q ganze Functionen von den Ordnungen n— 
m—q sind. Die Cocfficienten der höchsten Potenz von x in P 
und Q werden bez,

Po =  bo D(), q0 =  ao Dp, 
verschwinden also nicht. Um nun die Identität 

(5) . . o =  P V  +  Q'</>,
wo P', Q' ganze Functionen der Ordnungen n— 1, m— 1, vor
stellen, auf die allgemeinste Weise zu lösen, findet man in 

P' =  P • L, Q' =  Q • L,
wo L eine beliebige ganze Function (^—l)ter Ordnung ist, 
eine Lösung mit q willkürlichen Parametern, welche in linea
rer, homogenerWeise eingehen. Da wegen des nicht verschwin
denden po diese Lösungen zugleich von einander unabhängig 
sind, so folgt, dass sowohl die Determinante des aus (5) ent
stehenden Systems linearer Gleichungen, d. h. D0, verschwindet, 
als auch die sämmtlichen Unterdeterminanten, bis zur —l ) ten 
Ordnung inch, von D0.

Umgekehrt ergibt dies auch das Verschwinden von D0l 
D t, . . . ,  D^-i, also: N o t h w e n d i g e  und h i n r e i c h e n d e  B e 
d i n g u n g  für e i nen g e m e i n s a m e n  Fa c t o r  von genau 
(>ter O r d n u n g  ist auch das V e r s c h w i n d e n  s ämmt l i c he r  
U n t e r d e t e r m i n a n t e n  (o—l ) ter Ordnung  von  D0, wäh
re nd  n i c h t  al le s o l c h e  gter O r d n u n g  v e r s c h wi nd e n .

Ganz analoge Ausdrücke für die Bedingungen lassen sich 
auch an der Bezout’schen Determinante C (aus den aibk — akbi) 
aussprechen. Da deren Hauptunterdeterminanten C, Cj, Qj, ...» 
C die Kriterien bilden, müssen dieselben nach unserem Haupt
satze mit den Grössen D0, Dh D2, ... , Dp bis auf Zahlenfactoren 
übereinstimmen.



II. U e b e r  d i e  c h a r a k t e r i s t i s c h e n  D i f f  e r e n t i a l g l e i c h -  
u n g e n  für  d ie  R e s u l t a n t e  und  D i s c r i m i n a n t e .

Brioschi hat für die Resultante und Discriminante je ein 
System partieller Differentialgleichungen aufgestellt (Crelle J. 53, 
Ann. di Matern. 2 , 1859). Es soll nun gezeigt werden, dass,  wenn 
man die a l l g e m e i n e n  I n v a r i an t e n -  und  C o m b i n a n t e n -  
g l e i c h u n g e n  h i nz un i mmt ,  vo n  j enem S y s t e m  nur n o c h  
j e  e i ne  G l e i c h u n g  als u n a b h ä n g i g e  und  z u g l e i c h  ein
d e u t i g  c h a r a k t e r i s i r e n d e  ü b r i g  b l e i b t .

Für die beiden Formen

sei
(1)

(2)

i(p  —  a0xm -f- ajx1* - 1 +  
\ ip  —  b0xm -f biXm_1 +

di,k — ai bk — Uk b*,

. . +  Um ;
. . +  bm,

Ci,k =  Ck,i =  I l i d  i-fk-f 1—h , h. 
o

Man hat für die Resultante R = 2  +  co,o ci.i 
Gleichungen:

Cm-— l, m—i die

(3) ..
m—l

dR-5k
o

Ci,k 3— =  
dak+i

(4) ..
m—1

dR
2 k
o

Ci k J— =  
dak

(i = 0 , 1 , 2 , .. , m -  1)
und die analogen (3'), (4'), welche aus (3) und (4) durch Ver
tauschung von a mit b hervorgehen. Umgekehrt genügen diese 
Gleichungen, wie ihre Auflösung nach den Differentialquotienten 
von R  ergibt, zur Definition ven R als Resultante. Es bleibt 
also nur ihre Abhängigkeit zu untersuchen.

Zu dem Zwecke sei eine Operation y'(U) definirt durch: 
dU( 5 ) . . r'(ü) =  maffidam_i
dU+  mbn dbm—1

, - ,  du , , du  ,+  (m—1 ) a m -ij------ + . ..  +aA , - +dam—2 ua0

, , . dU , h dU
+  (m - 1} bm_1db^r2+ " , + b r db0 '

W ir benutzen dann die Invariantenrelationen für R :
y'(R) =  o

(6) dR

dR„. _  v
2k 3— Uk —  
o dak

dak—i 

dR,k 3T—bk —  mR, 
dbk



und die Combinantenrelation:

m  .. 1  g b ,  = . .

Wendet man nun auf die Gleiohung (3) die Operation /  an und 
beachtet dass

/(die) =  (i +  k +  2) Ci+i, k +  (k +  1) di+i, k+i,
so ergibt sich mit Hülfe von (6), (7), (7'):

m—1
dRi Ä  Ci+i, k -j-----  =  i (m — i — 1) bi-f-i R,o dak-fi

d. h.: s o b a l d  i n i c h t = : o  ist,  f o l g t  die R e l a t i o n  (3) für 
i +  1 aus der  für  i.

Die Relation (3) für i =  o ergibt sich aber direkt aus (7), 
(7'), während die für i =  l auf die Relation

m—1
(8) ... .Sk dk+i.o P .  =  _  b,R

o a a k

zurückführt. Die Gleichungen (4) ferner folgen mit Hülfe von 
(7), (7') unmittelbar aus (3); und mit Hülfe derselben Gleichung 
(7) wird auch R durch (3) vollständig als Resultante definirt.

Im Ganzen hat man also neben (7), (7), (7') nur e ine  
charakteristische Gleichung, (8), für die Resultante.

Analog hat man für die Discriminante A  von
(9) .. f  =  a0xm +  m1a1xm- 14- ... . +  am 

die Differentialgleichungen:
m—2

(10) .. 2k Ci, k ——  • 3 - ^— — —  (m — l)i+i* (i+1) • a] Ai  o mk+2 dak+2
m—2

(10') . .  2*  Cj, k ~ =  (m—1)14-1 - ( i + 1) • ai+i A ,
o mk+i dak+i
m—2

(10") .. Ak Ci, k —-------—  _  (m—l)i+ i - (i+1) • ai+2 A ,
o rDk aak

(i =  0, 1, . . .  , m 2),
WO

i
Cu=Ck4= 2 h (m—l)h (m -  l)i-fk+i-h(ah+iai+k+i-h — ah ai+k+2-h).

o
Umgekehrt definiren die Gleichungen (10), (10'), 10") A  voll
ständig als Discriminante. Zur Untersuchung ihrer Abhängigkeit 
wenden wir auf (10) die Operation



r f '(U )= a mdû
“f“ 2äm—] dU

+  . . .  +  maj dU
da*—i ^  dam_ 2 ..........

an und benutzen die Invariantenrelationen für A  : 
f d '(A ) =  o

(1 1 )

(110

(1 1 " ) . .

= - < » ■  
m—i A a
2 k (k +  1) ak A
o

I dA  _  “ - 1k 8k -  —  -~k
dak o

k + l ^ A
' dav-

dai+1 —
d ^(m—k) ak =  m(m—1) A

Dann ergibt sich aus (10): 
m~ 2 1 dA(i — 1 )  • 2 k  Ci-fi, k- -  (i —l)(m— l)i+2 (i+2) • ai+i A ,

~nik-f 2 dak+2
d. h.: s o b a l d  i n i c h t  =  1, f o l g t  die G l e i c h u n g  (10) für 
i +  1 aus der für i.

Die Relation (10) für i == o, also auch die für i =  1, folgt 
aber direct aus den (11), (11'), (11"), und ebenso folgt (10'), 
(10") aus (10) vermöge (11'), (11"). So bleibt für A  nur die 
e i n e  unabhängige Gleichung (10), für i =  2, welche selbst wie
der vermöge (11), (11") auf
no\ v—2(m—k)(m— k— 1) ^(1 2 )..2k -------- ----------------- (ajak+i a°ak + a ) ^ = —m(m—1) • a2A

zurückführt. Diese Gleichung (12) kann also als die einzige für 
A  charakteristische Gleichung (ausser den Invariantengleichungen) 
genommen werden.

III. U e b e r  d ie  I n v a r i a n t e n k r i t e r i e n  f ür  d i e  R e a l i t ä t  
der  W u r z e l n  e i n e r  b i q u a d r a t i s c h e n  G l e i c h u n g .

Es gibt nur e in  brauchbares I n v a r i a n t e n k r i t e r i u m ,  
welche die beiden Fälle von vier reellen und von vier complexen 
Wurzeln einer biquadratischen Gleichung von einander trennt. 
Dasselbe findet sich in Clebsch’s „Binären Formen“, §. 47, aber 
so ausgesprochen, dass die Frage nur auf dieselbe Frage in Be
zug auf eine andere Gleichung 4ten und auf eine Gleichung 8ten 
Grades zurückgeführt scheint. Indessen genügt eine sehr leichte 
Modification, um unmittelbar Kriterien zu erhalten, welche die 
zu stellenden Anforderungen erfüllen.

Zur Abkürzung gebrauche ich direct die Bezeichnungen des 
§. 47 des c. Werkes. Für die betrachteten beiden Fälle ist die



Discriminante der biquadratischen Form f, i3—6 j2, positiv, die 
Formen </)2, ip2, x2 werden reell und es fragt sich nur, wann 
alle drei oder nur eine derselben positiv werden. Zur Entschei
dung zwischen diesen beiden Fällen braucht man aber offenbar 
nur ein  einziges reelles, imUebrigen ganz beliebiges Werthsystem 
der Variabein in </>, i/', X einzusetzen. Hiernach ergiebt sich an 
Stelle des letzten Theorems in §. 47 d. c. W. der Satz:

Is t  i3— 6j2> o ,  so b e t r a c h t e  man die H e s s e ’ sche

Fo r m II von f, s o w i e  II2— ¿-f2, für i r g e n d  ein r e e l l e so
W e r t h s y s t e m  der Var iabe i n .  Ist  für  d ieses  zu g l e i 

cher  Z e i t  H n e g a t i v ,  II2 — i-f2 pos i t i v ,  so hat  f = o  vier

r e e l l e  W u r z e l n ;  wenn  n i cht ,  so hat  f = o  vi er  c o m 
p l e x e  Wurze l n .
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