Theorie der elliptischen Doppelbrechung.
Von
E. Lommel.

(Vorgetragen am 21. November 1881).

In einer vorausgegangenen Mittheilung!) habe ich gezeigt,
dass sich die Drehung der Polarisationsebene in isotropen Mit-
teln aus den einfachen Vorstellungen, welche meiner Lichttheorie
zu Grunde liegen, in befriedigender Weise erklirt. Die nim-
lichen Principien, auf die Fortpflanzung des Lichtes in krystalli-
sirten Korpern angewandt, fithren auch zur Erklirung der ellip-
tischen Doppelbrechung. Man braucht den Gleichungen, welche
die Mitbeweguug der Korpertheilchen in Krystallen bestimmen 2),
nur diejenigen Glieder hinzuzufiigen, welche der vorigen Mit-
theilung 1) zufolge die Einwirkung des schraubenférmigen Baues
der Molekiile ausdriicken, wéihrend dic Bewegungsgleichungen
des Aethers ungedndert die ndmlichen bleiben wie in isotropen
Korpern.

Bildet die Normale der fortgepflanzten ebenen Welle, zu-
gleich die z-Axe unseres rechtwinkligen Coordinatensystems, mit
der Richtung der Schraubenaxen der Molekiile einen Winkel,
dessen Cosinus wj ist, co sind
d(x'—x)

dt

die Zusatzglieder, welche zu den resp. nach der x- und y-
Axe gerichteten Kraftcomponenten hinzugefiigt werden miis-
sen. Die Schraubenaxe jedes Molekiils nehmen wir als zu-
sammenfallend an mit einer seiner drei auf einander senkrechten

— 26W32mw und + 20w;%m

1) Theorie der Drehung der Polarisationsebene.
2) Diese Sitzungsberichte 10, p. 101; Wied. Ann. 4. p. 58.
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Elasticititeaxen. In Bezug auf diese gegebenem Richtungen
wird die Lage des Coordinatensystems, dessen xy — Ebene die
fortgepflanzte Welle ist, bestimmt durch die Cosinus
Uy, Vi, Wi § Uy, V3, W2 5 Uz, V3, W3

der Winkel, wclche resp. die x-, y- und z-Axe mit jenen
drei Richtungen einschliessen.

Die Bewegungsgleichungen der Kérpertheilchen lauten als-
dnnn‘

ETD 4267 4 20wtV D N - x)
+ =) + mTye—a) + 2§ — ) = o,
()
d‘ . d I___. Lp—
<y dtlw 20w,2m (XEI: »}9+2kmg£y ty) + mTy(x'- x)

d '
+ mNy(y'—y) + mT,(z'—2z) + 2mu( d'i d{) = o,

diejenigen des Aethers aber wie immer:

d’(x—{f’) (dz(x-—E’) d(x—&) dz(x—E‘))

dt? dx? dy? dx?
dg’  dx’
& g ()
By 1) _ o Ey=1) | dy—r), dy-7)
B de dx? dy? dz?
(47" _ dy
+ 2m (dt dt)

Darin bedeuten x, y, z die rechtwinkligen Coordinaten der ge-
meinschaftlichen Gleichgewichtslage der in demselben Volumen-
element enthaltenen Korpermasse m und Aethermasse g, und x’,
vy, z', ¥, o', U ibre resp. Coordinaten zur Zeit t. Ferner ist:

Ny = p%u? + po?vi? + pi’w,?
(3) No = p2,2 + pa2va? + py2w,2
N3 = pi*ug? + p?v;? + p3’wy?

4) T; = py2ugu; + pPvivy + ps2w,wy

Ts = ployw: + pPvive + pa?wi W
WO Py, Py, p; die mit 27 multiplicirten Schwingungszahlen der

Eigenschwingungen darstellen, deren das Molekiil#parallel zu
seinen drei Elasticitdtsaxen fahig ist.

:Tl = pugu; + p2¥av3 + piiwyw;
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Man geniigt den obigen Differentialgleichungen durch das
Werthsystem
x—§ = Al,y—¢' = Bl,z—{' = o,
(5) x'-x = Ll,y-y = Ml,z=2z = o,
— dj )z it
| — o (K-I-_c) + aity
worin q die mit 27z multiplicirte Schwingungszahl der fortgepflanz-
ten Welle ausdriickt, wihrend die Constanten A, B, L, M,
ferner die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ¢ und das Absorptions-
vermdgen K noch zu bestimmen sind.
Setzt man die Werthe (5) in die Gleichungen (2), so wer-
den sie:

ug? + m2(K + %i)2—2myqi(1 + ]:j‘[): 0,
©q? + mz(K + %)Z—2qui(l + I%—): 0,

und zeigen zunichst, dass

LM _
(6) X——E—Q

sein muss, wahrend zur Bestimmung von K und ¢ die einzige
complexe Gleichung

(M wg + oﬂ(K + %i)2 —2mrqi(l + ¢) = o

zuriickbleibt.
Die Gleichungen (1) dagegen nehmen nach Substitution der
‘Werthe (5) die folgende Gestalt an:

(N;- ¢ + 2(k—»)q)L + (T3 + 20w;32qi)M — 2vqiA = o,
(No—q? + 2(k—»)gDM + (T3 — 20w3%qi)L — 2vqiB = o,
oder, wenn man gemiss (6) L — Ag, M — Bo einfiihrt und
®) 2qi(% + v—k) =5
setzt:
.B __
Ni—q2—s + (T3 + 26w32q1)x — o,

©) "
No—q?—s + (T3 — 26w3?qi,)g — o.

‘Werden diese beiden Gleichungen, nachdem
B

(10) b A=
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gesetzt worden, von einander abgezogen, so ergibt sich zur Be-
stimmung von 8 die Gleichung:

(10)  (Ty + 20wy2qi)2— (Np—N,)8— (T;—20wgkqi) = o,

aus welcher zwei Werthe von p, nﬁmlich

T —2Jw 1

+ Z(No - Ny)2 4+ T32 + 40%wsy'q?
\/4(2 1) 3 3‘])

hervorgehen, zu welchen vermége (9) die folgenden zwei Werthe
von 8 sich zuordnen:

(13)8 = 4N~ qt+N—a) + /LN + Tt + sowmrien
Da nach (8)

__ 8l + 4u(k—u)q
T 8 + 4k—v)q?
ist, so zerfillt die Gleichung (7) in folgende zwei:

1 Kz—‘“].’.l_‘nlv_z.____s_____)
ez qz ;)7( p 82 + 4k-v)2q2)?
K1 p 2mw et dk(k—vig

q ¢ o puq 8 + 4(k—»)q*
aus welchen sich, wenn man zur Abkiirzung

4m,? 8 _
1 + . '“ 82 + 4(1(—1/)2(17 -_— P)
(15) 2my 82 + dk(k—»)q? —q

uq 82 + 4(k—v)2q?
setzt, und V , d.i. die Fortpﬂanzungsgeschmndlgkelt des Lich-

tes im freien Aether, gleich 1 annimmt, ¢ und K~ wie folgt er-
geben:

1 1 S
po = 3(VP2 + Q + P),
2 1 o
IS.:E vP:+ QQ—P).‘
Jedom der beiden Werthe von s oder 3, welche wir fortan
8, 8, und f,, 8, bezeichnen wollen. entspricht hienach ein zuge-

hériger Werth der Fortpflanzungsgeachwindigkeit (¢, und ¢,) und
des Absorptionsvermogens (K; und Kj).

(16)
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Es ist aber .
_ T3—2dwyqi /1

b= pirasmi (30N

+ \/ %(NQ—N,)M T32+4d?w34q2)

oder, wenn man

cosy — ___T?’_*__l_,
(17) VT32 +4()‘2“'34q2
/sin Y= __20ws?q
VT32 +462W34q2
und
T.2 + 4J2w.iq2
(18) « = 1 VI + 4w :
\//Z(NQ—N1)2 + T32 + 4()2W34q2 + §(N2_N1)
setzt,
1 —yi —ui
(19) ,31 = ;6 und fo = — ae
Da sonach A = B/ = «e”'B ist, so erhilt man, indem

man der Einfachheit wegen & statt x—& und 7 statt y—4' schreibt,
zur Geschwindigkeit ¢; gehorig die beiden Schwingungscompo-
nenten :

—(E + i)z + it + P
§1 jnand aBe ( c‘) 4 9
und ebenso, da B = $HA = — ce” VA ist, die mit der Ge-
schwindigkeit ¢, sich fortpflanzenden Schwingungen:

(& + )5+ at (& + epat—y
§2:Ae( c,) ’ﬂe:——aAe( °‘) s
oder, wenn man bloss die reellen Antheile dieser Ausdriicke bei-
behilt:

—(& + L)z + qit
Be(’ c,‘) ;

—

—Kz
& — aBe cos(qt—cgz + ),
(20) Kz !
71 = Be cos(qt—gz)
€
—K,z q
& — Ae cos(qt——é—z)
(21) E, :

o= — zAe ’ cos(qt—%zz — ).
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Indem man zur Abkiirzung
—K,z
Be = 8,
—K,z
Ae = 8
setzt, erkennt man leicht, dass &, 9, einerseits und &, 7, andver-
scits resp. die Coordinaten der beiden Ellipsen:

¢ §* 3 2&pcosy .
(22) a“xiaﬂ + 2;'2' - ————’Z‘alz b = sin2iyy
und

23) 82, m® 252772638‘//: sin2y

a8’ alag? agy

sind, und es ergibt sich somit, dass nach der gegebenen Rich-
tung in dem Krystall zwei entgegengesetst elliptisch polarisirte
Wellen, deren Bahnellipsen einander #hnlich, aber um cinen
rechten Winkel gegen einander gedreht sind, mit verschicdenen
Geschwindigkeiten fortschreiten.

Betrachten wir nun die Bahnellipsen etwas genauer, indem
wir z. B. die Gleichung der ersteren (22), welche der grossercu
Geschwindigkeit ¢; entspricht, zu ihren Axen transformiren, so
bestimmt sich der Winkel ¢, welchen die Axenrichtung mit der
X = Axe einschliesst, aus der Gleichung:

9 . 2aecosys

(4) tg2g = — 1—ct !’

welche, wenn statt « und cosy die obigen Werthe eingesetzt
werden, in

2T
24; = — 3
(24a) tg2y = NN,

sich umgestaltet.

Nun haben wir frither!) gezeigt, dass dic Schwingungsrich-
tungen und die Geschwindigkeiten der beiden geradlinig polari-
sirten Wellen, welche sich in dem Krystall bei gewdhnlicher
Doppelbrechung fortpflanzen, durch die Axen der Ellipse

(Ni—q2x? + (Ny—q?)y? + 2Tyxy = 1
bestimmt werden, welche ein senkrecht zur Wellennormale ge-
fihrter Diametralschnitt des Absorptionsellipsoides ist, dessen
Gleichung, auf das Coordinatensystem der Haupt-Elasticititsaxen
bezogen,

1) Erlanger Sitzungsberichte, 10, p. 103; Wied. Ann. 4. p. 60.

Ritzungaberichte der phys.-med. Soc. 14, Heft. 2



— 18 —

PP + (p?—ad)y® + (pP—q¥)z? = 1
lautet.

Transformirt man auch diese Ellipse zu ihren Axen, so er-
gibt sich der Winkel ¢, den die Axeurichtung mit der Richtung,
der x bildet, aus der Gleichung

S
KRR e

also genau wie oben (24a). Die Axenrichtungen der Bahn-
ellipse (22) fallen demnach mit denjenigen der letateren Ellipse
zusammen und man iiberzeugt sich leicht, dass die grosse Axe
der ersteren mit derjenigen Axe der letzteren coincidirt, zu wel-
cher die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ¢, gehort. Es ergibt sich
also, dass die grossen Axen der beiden Bahnellipsen dieselbe
Lage haben wie die geradlinigen Schwingungen, welche sich
mit den entsprechenden Geschwindigkeiten in dem Krystall fort-
pflanzen wiirden, wenn seine Molekiile symmetrisch gebaut
wiren. :

Vermige derselben Transformationsrechnung findet man so-
fort auch das Axenverhiltniss y der beiden Bahnellipsen, nimlich

2asin1,u
(25) Tl ¥ o V(1-a?)? + 4aZcos?y)’
oder auch, wenn man statt ¢ und i ihre obigen Werthe ein-
fithrt:

(25a) y =

26“’32(]
i—(Nz ~Ny)2+Ty*+40%wyiq* + \/}I(Nz—Nl )*+T5?

Dieses Verhéltniss wird =— 0, wenn w;—=0 ist, d. h. nach
allen Richtungen senkrecht zur Schraubenaxe pflanzen sich ge-
radlinig polarisirte Strahlen fort, und zwar, wie schon aus den
Grundgleichungen (1) hervorgeht, nach den bekannten Gesetzen
der gewdhnlichen Doppelbrechung.

Das Verhiltniss y wird dagegen = 1, wenn T; = o und
Np = N; wird, d. h. wenn der obige Diametralschnitt des Ab-
sorptionsellipsoids mit der Wellenebene ein Kreis ist, oder wenn
diec Wellennormale mit ciner der beiden optischen Axen des
Krystalls zusamimenfillt. Die optischen Axen sind also jetzt da-
durch ausgezeichnet, dass sich in ihrer Richtung zwei entgegen-
gesetzt kreisformig polarisirte Wellen mit verschiedenen Ge-
schwindigkeiten fortpflanzen. Ihre Lage ist, wie man sieht, von
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der Grosse 0 unabhingig und demnach genau dieselbe, welche
sie unter den ndmlichen Elasticitdtsverhéltnissen in einem Kry-
stall ohne Rotationsvermogen besitzen wiirden. Diese Circular-
polarisation kann indessen nur dann eintreten, wenn die Schrau-
benaxe in die Richtung der grossten oder der kleinsten mole-
kularen Elasticitdt fillt; wenn dagegen die Schraubenaxe mit
der Richtung der mittleren Elasticitdt zusammenfillt und dem-
nach senkrecht steht zur Ebene der optischen Axen, so findet
in dieser, wegen wy—o, Doppelbrechung nach den gewihnlichen
Gesctren statt.

Der Phasenunterschied D der beiden elliptischen Wellen ist:

1_1

— 1 _ l - co* c®
A A R
C2 ¢

Bei farblos durchsichtigen Krystallen, fir welche das Ab-
sorptionsvermégen K sehr kleir und demnach (zufolge der zwei-
ten Gleichung 16) auch Q sehr klein ist, kann man genéhert

1
e F
nehmen. Vernachlissigt man in dem Nenner des Ausdrucks P
(erste der Gleichungen 15) auch noch die kleine Grosse 4(k—»)%q?

gegeniiber s2, so erhdlt man:
1 1 4my?( 1 1 4my? 8,—s,
— = Pg—P1 = — - - - A

07 - cy? u \8 B " 818,
also mit Riicksicht auf Gleichung (13):
4my? 2
(2) D = qz. —

. - i T .
o 2(0_1 + 02)

Vil,—N,)? + T3 + 40%ws'q?

Statt wie bisher die Richtung der Wellennormale durch die
Cosinus ug, v3, wy der drei Winkel, welche sie mit den drei
Hauptelasticititsaxen einschliesst, anzugeben, fihren wir jetzt
die Winkel 9, und 9, ein, welche sie mit den beiden optischen
Axon, d. i. mit den Normalen der Kreisschnitte des Ellipsoids

(Pr2—09x,2 + (P2 - 09Y.? + (p*—%z,® = 1
bildet. Die reciproken Quadrate s’ und s, der Halbaxen des
der Wellcnebene parallelen Diametralschnitts sind alsdann be-
kanntlich durch die Gleichungen

2%
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'y = Hp 2+’ —29%) + 3(p,>—psY)cos(9,—9,)
gy = HP:*+ps?—2¢) + 4Py —Ds®)eos(P +)
ausgedriickt, aus welchen
8y =8y = (py>—pyYsindsind,
folgt. Andrerseits ergibt sich aus der Gleichung dieses Diame-
tralschnitts '
Ny —g9x? + (No—q?)y? + 2Tyxy = 1
die ndmliche Differenz in folgender Gestalt:
¥1- 8% = 2V, N, PHT,
so dass man hat:
(27) N—=N? + Ty = (§(p,>—ps?sind,sindy?).
Bezeichnen wir ferner mit @ den Winkel, den jede der op-
tischen Axen mit der z;Axe (d. i. mit der zur Schraubenaxe
parallellen Hauptelasticititsrichtung) bildet, so ist

cosd; — uysin® + wjcos0),
co8d, — — ugsin@® + wyco80,
folglich:
083, + cosdy
5T 2c080
oder, da
cos@® = "2’ —ps®
Py ?—ps?
ist:

(28) w2 = 1-1‘%«:@31 + cosdy)?.

Mit Riicksicht auf die Gleichungen (27) und (28) gestaltet sich
nun der Ausdruck fiir den Phasenunterschied wie folgt:

(26) D = qz - 4m‘}2 . p]2 ) p32 . (0031{}1 + COS{)‘Q)Z
2__ 2
vORTRY (Lo L
] ¢y

: 2 1.2 siny 8."3.32__.)2 J2q2
‘/((p2 ps*) - (089, +08p)? + o

Hierin sind die Gréssen s, s;, ¢, und ¢, nach Massgabe der
Gleichungen (13), (15) und (16) ebenfalls noch von der Richtung
der Wellennormale (oder von ; und &,) abhiingig. Man wird
jedoch, ohne einen merklichen Fehler zu begehen, statt ihrer
auch die Werthe 8, s'5, ¢/; und ¢, setzen diirfen, welche fiir den
nédmlichen Krystall bei normaler Doppelbrechung (d=—=o0) gelten
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wiirden, ja man wird, falls 9 und 9, hinreichend klein sind,

den Nenner
1 1
il * 3)

als constant ansehen diirfen, indem man ihm denjenigen Werth
beilegt, welchen er fiir die z,-Axe annimmt.

‘Werden jetzt auch noch in den Ausdruck fiir das Axenver-
hiiltniss (25a) die Winkel J; und , eingefiihrt, so stellt sich
derselbe noch in folgender Form dar:

(28b) y =
dg
a__p 2y 8i0Y,8inY, ., 8D, sind,
(p2 Ps )(008011-005\')2)2 +\/((ng_psz)(__———cos:f'-li-COB?}T‘E) +62q2

Die bisherigen Entwickelungen gelten ganz allgemein fiir
zweiaxige Krystalle. Man erhilt aus ihnen die fiir einaxige
Krystalle giltigen Formeln, wenn man p,—p, und sonach %, =
=1} setzt, wo nun 9—arccosw; den Winkel bedeutet, wel-
chen die Wellennormale mit der optischen Axe, die zugleich die

Axe des schraubenartigen Baucs ist, einschliesst. Der Phasen-
unterschied wird alsdann:

__4my? cos? Y ] 2 T
(299D=qz p . . 1 .‘// ((P12—923t)82-") +4202¢2
e D)

Nun ist aber, wenn wir die bereits oben angewendete Annaher-
ung zulassen:

folglich:

e 1 a1 N1
u 3132_-4““’2.(‘312 )(022 )

Mit demselben Grade der Anndherung hat man ferner!?):

4my? 1 4m)? 1
2__q2 — ¢ —_— 2_q2 = -
pl q w ng_l k] p3 q u n,2_11
also:
a2 — 4mv? n"-’—n‘l___
N

1) Erlanger Sitzungsber. 10. p. 107; Wied, Ann. 4. p. 65.
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wo n’ den Hauptbrechungscoefficienten der aussergewGhnlichen
n denjenigen der gewdhnlichen Strahlen bezeichnet. Nach Ein-
setzung dieser Werthe ergibt sich:

30) D =
(clé—l) 012—1) 222 AT ud 2o \
qz_____l....l_,.ﬁzl__ ((112_—1—_)(11‘2—T) sin 9) + (D;/Eq cos? Y )
¢y Co

Wenn der Winkel 3 klein ist, sind die Geschwindigkeiten
¢, und ¢; nur wenig von einander und von derjenigen Geschwin-
digkeit verschieden, welehe bei Abwesenheit des Rotationsver-
mogens lings der Krystallaxe stattfinden wiirde. Man kann da-
her gendhert:

1 _
- —n
Cy

o=

annehmen. Ersetzt man ferner q durch seinen Werth 2—?, und
dividirt beiderseits durch 27z, so dass die Formel nun den Gang-

unterschied
D

~ Im
fir die Einheit der im Krystall durchlaufenen Strecke nach
Wellenldngen gemessen angiebt, so hat mau:

Da=q /(o T ) (BT s’
Bhd \/(ITZTI Ty sin?d) +\ o5 008

Hieraus ergibt sich der Gangunterschied dy in der Richtung
der Axe (J=—o):

q — 7wl @—1)?
° T my? ni?
oder, wenn zur Abkiirzung

)
my?
gesetzt wird:
(32) 4 = a . 22D
ni?

Setzen wir noch der Kiirze wegen:
a: __n>—1 n"?—n?
©3) b= et T

so erhalten wir fiir den Gangunterschied:,
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(34) d = V/(bsin?9)? + (d,cos>3)?

und fir das Axenverhiltniss:

(35) y = d00082\9 .
bsin?¢ + A/(bsin2H)? + (djcos2d)?

Diese beiden Gleichungen haben genau dieselbe Form wie
diejenigen von Cauchy, mit welchen Jamin 1) scine an Berg-
krystall durchgefiihrten zahlreichen Messungen der Grossen d
und y verglichen hat, nur dass nach Cauchy

n n‘—n
b=
sein soll
Jamin gibt die Wellenlinge des weissen Lichts, auf wel-
ches sich scine Beobachtungen beziehen, zu 4 — 0,000561 mm
an. Nehmen wir fiir n’ und n aus den Beobachtungen von Mas-
cart die Werthe fiir die Linie D, deren Wellenlinge der obigen
am nichsten kommt, ndmlich n’ — 1,55338 und n = 1,54423,
so ergibt sich nach Formel (33):
. = 16,030
wilhrend d, nach Jamins Messung den Werth 0,1200 hat. In-
dem Jamin den von Malus gegebenen Werth von n (1,5484)
benutzt und n‘—n durch directe Messung zu 0,00905 bestimmt,
findet er nach Cauchy’s Formel:

b = 16,034.

Der Umstand, dass der Werth von b, welchen Jamin sei-
ner Rechnung zu Grunde gelegt hat, so genau mit dem aus un-
serer Formel (33) sich ergebenden iibereinstimmt, hat zur Folge,
dass diese Rechnung unmittelbar als Bestdtigung unserer Theo-
rie anzusehen ist und daher nicht wiederholt zu werden braucht.

Zu einer weiteren Bestitigung unserer Theorie gibt die
Formel (832) Anlass. Dem Gangunterschiede d, ist nimlich die
Drehung A der Polarisationsebene proportional, welche eine
senkrecht zur Axe geschnittene Bergkrystallplatte hervorbringt,
oder es ist

— (n?—1)?
(36) A=C". T

1) Jamin, Mémoire sur 1a double Réfraction elliptique du Quartz. Ann.
de Chimie et de Physique. 38 Série. Tome XXX. p. 55. 1850.
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Die folgende Tabelle, in welcher die von Stefan beobach-
teten Werthe der Drehungen fiir die verschiedenen Fraunhofer’-
schen Linien mit den aus Formel (36) unter Zugrundelegung der
von Mascart gemessenen Brechungscoefficienten und der von
Ketteler angewendeten Wellenlingen berechneten zusammen-
gestellt sind, zeigt, dass die Uebereinstimmung zwischen Theorie
und Beobachtung eine sehr befriedigende ist.

Tabelle.

Drehung der Polarisationsebene im Quarz.
log C = 0,7831534

}Fr?uen-

r1ofer’- : A .

sche )" n beobachtet| berechnet Differenz

Linien.
B 0,68661 1,54099 15,55 15,79 |- 0,24
C 0,65602 | 1,54188 17,22 17.85 |— 0,13
D 0,58878 1,54423 21,67 21,74 |— 0,07
E 0,52680 1,54718 27,46 27,46 0,00
1) 0,48597 1,54966 32,69 32,57 |+ 0,12
G 0,43077 1,55492 42,37 4228 |+ 0,09
H 0,39673 1,55815 50,98 50,46 |+ 0,52

Die Formel (36) stellt iibrigens nicht bloss fiir den Quarsz,
sondern fiir alle activen Kéiper den Zusammenhang dar zwi-
schen der Drehung der Polarisationsebene, der Wellenldnge und
dem Brechungscoefficienten; sie ist nichts anderes als das ver-
vollstindigte Biot’sche Gesetz. Man darf jedoch bei ihrer An-
wendung nicht vergessen, dass sie aus den obigen genauen For-
meln vermdge einer Reihe von Approximationen hervorgegangen
ist, welche mnicht fiir alle Korper in gleichem Grade zulissig sind,
und darf daher auch nicht erwarten, dass sie sich in allen Fil-
len den Beobachtungen ebenso genau anschliesse wie in obigem
Beispiel. '
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