Ueber die algebraischen Differentialausdriicke.
2te Note. ')

Von

M. Noether.
(Vorgetragen am 14, Jannar 1884),

Ein Ausdiuck 3ter Gattung (vgl die 1te Note), der nur in
zwei Punkten & und 7 der Curve m ter Ordnung, vom Geschlecht p:
f(xy, X0, X3) = f(X) = o
zu oo! wird, findet sich in den ,Abel’schen Functionen* von
Clebsch und Gordan (1866), §. 6, algebraisch normirt. Ich
habe bemerkt, dass gerade der so normirte Ausdruck schon die
Eigenschaft hat, die Differenz zweier, je nur von einem
der beiden Parameter £ und 5 abhdngigen Ausdriicke
zu sein. Dementsprechend erledigt sich auch leicht und véllig
allgemein das Problem:?) die Ausdriicke 3ter Gattung alge-
braisch so zu normiren, dass fiir die beziigl Integrale
das Theorem iiber die Vertauschung von Argument

und Parameter gilt.

Die einfachen Formeln dieser Entwicklung mégen hier ab-
geleitet werden.  Dieselben liefern auch die in Note 1 bewicse-
nen Reductionen. — Die Resultate werden im Wesentlichen mit
denjenigen iibereinstimmen, welche Herr W cierstrass in seiner
Vorlesung iiber die Abel’schen Functionen zu geben pflegt; der
Ausgangspunkt ist indess hier der oben genannte und der Gang
der Betrachtung ruht auf den algebraischen Sitzen meiner friibe-
ren Arbeiten. —

- 1. Teh gebrauche die Bezeichnungen:

(abe) fir die Determinante X i a,b,e,;

1) Siche die 1te Note in den Berichten vom 10. Dezember 1883.
2) Vgl. Cayley in Amer. J. of Math,, V., p. 137.
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fy (x) fiir die Polare = =y Xy X3)
dxi
dw fiir das von den ¢ unabhiingige Differential (cx(dx)),

Dy F(x) fiir dla;_x py dg‘f]x) dx; , ein von den Differentia-
lien freier Ausdruck (m — 3)ter Dimension, wenn F(x) homogen
von der oten Dimension in x, X, X3 ist.

2. Es seien p Punkte von f(x),

8, @y . .. o, Ap,
welche nur der Bedingung geniigen sollen, auf keincr zu f ad-
jungirten Curve (m — 38)ter Ordnung, ¢(x) = o, zu liegen, fest
angenommen. Die p linear von einander unabhéngigen Aus-
driicke ¢x (%) seien dann so normirt, dass

ge@x) =1, gx@) =0 1Sk kudl=12...,p).

3. Als Ausdruck 3ter Gattung in x, der nur fiir x = §und 4
unendlich, und zwar je zu oo!, werden soll, werde genommen:

= !2577 (X)

(x&n)’
wo 2. (x) = o die Gleichung einer Curve (m — 2)ter Ordnung
ist, welche zu f adjungirt ist, durch die m — 2 von &, 7 ver-
schiedenen Schnittpunkte der Geraden (x&7) = o mit f(x) =
und durch die in 2. angenommenen p Punkte ax hindurchgeht,
und wo 2, (x) fir x = & zu f?} (¢) wird. Hierdurch ist PEry x)

eindeutig definirt. 1)
4 Fiir'PE” (x) hat man die folgenden Eigenschaften:

Pgnfx; Ay . - .., 8p) = Psﬂ(x)

(%
a) P, , (2 wird fir x = § zu( £ unabhingig von 7; fiir x
u i bhingi
= VA =
] &’ unabhéngig von &.

b) Hiernach ergibt sich aus Note 1 fiir einen beliebigen Punkt
C von f:
P, ®) = Py (x) — P, (x), also Py, (x) = — P (x),

1) Die Darstellang von .ng(x) als Quotienten zweier Determinanten siehe

in Clebsch und Gordan, Abel'sche Functionen, §. 6.
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wo wegen der Unabhingigkeit der ax von &, g keine Function ¢
hinzutreten kann.

c) PE?} (x), als Function von & betrachtet, ist, wie aus b) und
aus der Darstellung von QE)] (x) folgt, cine rationale homogene
Function oter Dimension der Coordinaten &, &, & von & und
swar die allgemeinste solche Function von £, welche in den
p + 1Punkten x, ay, .. ., a8y je zu o' und in keinem weiteren
Punkte oo wird, welche weiter in £=7 verschwindet und fiir £ = x

sich verhdlt wie EZ?_; (unabhéngig von ). Auch hierdurch ist
X&q

P‘&rz (x) eindeutig bestimmt.

d) Man hat:

1)&] (x; bl, eee bp ):l)EW (X; Qpye.edp )+E kPEV (ak ) bh o bp )-q"k(x),
insbesondere :

P.&](x; 8, ... .8)=— Pgn(al; Xy 8y - - -, 8p) . ¢y(X).
Hiernach ist Pffr; (x; a4, . . ap ) eine homogene I‘unction oter
Dimension der Coordinaten axi, axz, 8xs von ax und verhilt sich
£ (ax) . gx (x)

(k)

4. Als Ausdruck 2ter Gattung in x, der nur in x = & zu oo?
wird, werde DEP;C,] (x) genommen. Dieser Ausdruck ist von g
g ®) . fv &)

(xEn)?
verschwindet fiir x — a;, . . . ap, wodurch der Ausdruck ein-
deutig bestimmt ist.

In Bezug auf & wird DE PE:/ (x) ebenfalls ein Ausdruck (m — 3)ter
Dimension; derselbe wird dann fir £ = x und a;, . . . ap je
ARG

(x&n)*

als Funection von & fiir & = ax wie —

unabhingig, verhdlt sich in x = & wie und

zu oo? und verhilt sich in & — x wie —

fv(ak) . f,](E)
(ax &n)?
Fillt ¥ mit ay zusammen, so werde als Ausdruck 2ter
QGattung in x. der nur fir x = ax zu «? wird, definirt:

Ex (x) = D“RPBk')(X; By . .« Bk -1, a'k, %k 41y .- a, ).

wo a;’ verschieden von a, und wo also

= ax wie gx (X
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E,(a) = o, wenn 1 Z k; E (a),) = o.

Bi (a) = oo, wio — () - @)
(xax 7)?
5. Der nur von x und & abhingige Ausdruck
Fx, § = — F(E %) = DPy (x) — DPy (8,

(m — 8)ter Dimension in x und ebenso in &, ldsst sich hinsicht-
lich x nach Note 1 als Summe von Ausdriicken der 2ten und
1ten Gattung in x darstellen. Da dersclbe in x = & nicht mehr
unendlich wird, treten dabei als Ausdriicke 2ter Gattung nur die
auf die ax beziiglichen Ausdriicke Ex (x) aus 4. auf. Als Cocffi-
cienten der ¢x (x) und Ex (x) erscheinen hierbei, weil diese 2p Aus-
driicke von einander linear-unabhingig sind, nur wieder Summen
von Ausdriicken ¢x (&) und Ex (§). Setzt man also:

F(x, &) = 2y (§) . ¢x (®) + S (§) . Ex (x),
Yx (§) = El{lqu‘l(g) + /‘“,klEl(g)}v Zk('g):El{ykltf'l(g)'i'ﬂk]El(‘g)}’
so ergibt sich durch Vertauschung von x mit &:

a4+ Ak = o0, Y + pix = 0, g + p'x = 0;
sodann durch Einsetzen von x — ax, bez. £ = a1, und nach
3. d und 4.:

wr = o0, sx = o (fiir alle k und 1),
pk = — Ma =1, yu = - Vn = o (fir 1 = k).
Daher -

F(x, & = Sk {gx (). Ex(x) — Ex (&) . ¢x (%)},
wo auch die rechte Seite nach 3. d) von den in den Ex enthal-
tenen a'x unabhingig wird.

6. Schreibt man
H(x) = D;P, (%) + S Ex (9 . ¢x (%),
so gilt fiir diesen Ausdruck 2ter Gattung nach 5.
H,(x) = H, (),
was das Theorem iiber die Vertauschung von Argument und
Parameter ist. In der gewdhnlichen Form folgt dieses Theorem
hieraus durch Multiplication der beiden Seiten dieser Gleichung
mit de . dw, und Integration nach x und & zwischen bestimm-
ten Grenzen.
7. Die alleinige Integration dicser Gleichung nach x gibt
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Pyy(§) = DE./PE); @) o, — Zx gk (§) . fEk (z)do,
y y

+ S Bk (8) . f gx (2)dw ,
Yy

also die algebraische Function, oter Dimension, von x, Pxy(¥),
ausgedriickt als Summe von Integralen lter und auf die Unste-
tigkeitspunkte &, a;. . . . a), beziiglichen Integralen 2ter QGattung;
oder auch die Zuriickfihrung des Integrals 2ter Gattung

DE./‘PEn (zidw, auf eine Summe von p auf dic festen Punkte
y

a, . . ap beziiglichen Integralen 2ter Gattung, von p Integralen
Iter Gattung und auf cine algebraische Function; und es wird

DE. f P, (z)dw, in Bezug anf den Parameter & ein algebraischer
y

Ausdruck.

8. Eine algebraische Function von x, die nurin x = &.,&,,..&
unendlich, und zwar je !, wird, in x = y zu o, stellt sich in
der Form dar:

@—n

S P (&),
%U(X)"' h =1 h X)( h)
wo wegen der ax die Bedingungen herrschen:
Sieangx () =o (k=12 ...p
Dabei wird
— _ xE) S E - d -
oy = (a df(Er) duiEs ))(unabhanglg von den «, a,, o3)
d&n A&n
. : . .. Mx)

Ein Ausdruck (m — 38)ter Dimension in X, N’ der nur
inx =g, &, ... & unendlich, und zwar je o' wird, erhalt
nach Note 1 die Entwicklung

Mx) h=r i .
m;) = . i‘.l An P‘Eh’i (x) + 3 Ux ¢x (x)
wo aus dem Verhalten in x = 7, bezichungsweise in x = &

und ax wird:
S Zh = 0,
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e ME) . Sehe o M),
" (e d&) ﬁ(:sn))"‘ = Nax)
d;:h d§h

Die analogen Entwicklungen der allgemeinsten algebra-
ischen Function von x und des allgemeinsten Ausdrucks (m—3)ter
Dimension in x — vermige der durch Differentiation von Py, (x)

entstehenden Formen — werden an anderer Stelle ausgefiihrt
werden.
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