
Ueber die algebraischen DifTerentialausdrücke.
Von

M. Noether.

(Vorgelegt am 16, Juni 1884.)

(3te Note, Fortsetzung der 2ten Note, diese Ber. vom 14. Jan. 1884.)

Diese Fortsetzung der 2ten Note bringt zunächst einen 
Zusatz zum Vertauschungssatz von Argument und Parameter 
(Note 2, 6.), sodann die Anwendung dieses Satzes zur Ableitung 
des Abel’schen Theorems aus den letzten Formeln der Note 2, 
endlich einen für die folgende Note wichtigen Specialfall dieses 
Theorems. Bezeichnung und Numerirung schliessen sich an jene 
Note an.

9. Der a l l g e m e i n s t e  Ausdruck 2ter Gattung in x, 
welcher mit H g (x ) (vgl. 6.) die Eigenschaften gemein hat: a) dass

für denselben der Vertauschungssatz von Argument x mit dem 
Parameter £ gilt; b) dass er in x  =  £ zu °°2 wird, wie

y * >  • y »

(*$ *)» ’
wird (nach Note 1) zu:

D ^ X ^ (x ) =  D 5P f t (x ) + kJ * [E k (?) +  '7 a ikg>i(S)} <M x)

=  Hg(x) +  Ä  ^i«ik yi(5)yk (x),

wo die « it  beliebige von x  und £ unabhängige Grössen sind, für 
welche «ik =  «ki ist.

Man kann dabei die «ik leicht so bestimmen, dass D ^X^ (x )

von den in 2., 3. und 4. eingeführten festen Punkten ak , a'k un
abhängig wird. Das Folgende gilt für eine solche oder jede 
andere Bestimmungsweise.

Es ergibt sich, 7. entsprechend:

D§X|V (x )  =  Dx X Xy(£),



X X

D? / X |, (x )d «x = X xy (?) =  P xy(?) +  Ä  <fy (?) f  Da X ak,(x )d «r . 

y y *

10. Nach 8 . und 9. stellt sich eine algebraische Function 
von x, die nur in £i, ?r zu oo, und zwar je zu cx1, wird,
als Summe von Integralen 2 ter Gattung in der Form dar:

Xtö x£j}-—h%\ n  A  / x a
rp{x) ~ i p (  y ) dWx’

y
wo die Ch in 8 . bestimmt sind, oder auch, indem man dort die 
« t, « 2> «3 durch Unterdeterminanten aus CoDstanten ßu ß2, ß3 und 
den x t, x 2, x3 ersetzt, durch

Ch

Seien nun allgemeiner ?h (h =  1, 2 , . . . r) die Punkte, 

für welche eine algebraische Function zu k wird, so er-
x W

hält man:

r_____x(x)d<Bx
L AipCx) —  Ady(x) lx =  I,U ,  ■. di//(x) —  /d/(x) —

yW  ________ x(y)______ _  v  r _ _ z W d _ o )x _ _ - i
# 0 “  ;^(x) V<y) —  ;'X(y) ^  Ld^(x) —  /dx(x)Jx =

. Xxy(£h ),

und, wenn man x, y als gegeben,. / als Parameter auffasst:

— /*(?h ) =  o; di/<?h ) — Äd*(£h) =  *(£h)dA,

dft)£

0 =  -h (?h 1 d;.

X(x) x(j )
dw

Dx

ip ix )— ;./(x) v<y) —
— —h Xxy(£h ) dx

doo,
J_______ ([}Px )_____— v. n  v  /t, \____^

</<x) -  /*(X) =  s [^ x )  -  /*(x)]*“  - * 1*  dx
(wo s die Ordnung der Curve i/'(x) =  o oder x(x) =  o ist).

1 1 . Die Integration nach /, von k r= o bis / = : oo, er
gibt hieraus, wenn f ,, . . . £r die oo-Punkte, , . . . riT die



o-Punkte von X =
xQ )

für die 3 Gattungen:
5h

~h J " yt(?) dw5 =  o,
V h

vorstellen, dasAbel ’sche Theorem

St
V > (x ) x(y) 1
x(x) ’

?h 1f  Dx Xxy(£)d«? =  -  - ( f  *Px)
V h

8 f U )  • X (x )’

( „ „  ( ,  =  e l c ,>

so dass also die rechte Seite des letzteren Ausdrucks verschwin
det, wenn x  ein nicht fester Berührungspunkt einer der Curven 
des Büschels =  o ist.

Die hierbei zu nehmenden Integrationswege und der Werth 
des Logarithmus sind durch die continuirliche Veränderung von / 
bestimmt. Da für einen nicht speciellen Werth von / die

oo - Punkte von ----- ane von einander verschieden sind,
V 't*) —

ist die am Anfang von 10. gemachte Voraussetzung hier erfüllt; 
und es dürfen für die Gleichungen in 11. von den Punkten fh , 
oder von den rjh , auch einige unter sich zusammenfallen.

12. Es werde jetzt ein specieller Fall des Abel’schen Theo
rems für Integrale 2ter Gattung behandelt.

Seien 4 zu einander corresiduale Gruppen von je  p -b 1 
Punkten auf f  (d. h. 4 Gruppen von Punkten, in denen ein und 
dieselbe algebraische Function von x  je e inen Werth annimmt) 
gegeben:

X 0; ^2, • ., . x p ;

x > ? l l  ?2> • • • £p 5

7 ,  n u  n t ,  • • • n v ;

yo> y i ,  y 2> • • • yp  5

P z y (x o !  x i i  x 2» ■, . . Xp )

P z x (x 0 5 X j,  X2> .. . . Xp )

so ist (vgl. 3.)



die algebraische Function von z, welche in der ersten Gruppe 
je zu 1, in der zweiten Gruppe je zu oo1, in der dritten Gruppe 
je zu 01, in der vierten Gruppe je zu X wird. Daher hat man 
nach 10.

eine Formel, die auch als eine neue Ausdrucksweise der allge
meinsten algebraischen Function von x, welche in Xo, xh . . . xp 
je zu oo1, in y zu o wird, durch Summen von Integralen 2ter Gatt
ung mit verschiedenen oberen Grenzen aufgefasst werden kann.

13. Nach 9. kann diese Relation auch so geschrieben 
werden:

wo die <Pk (x; xt . . . xP ) lineare homogene Functionen der 
(fi (x) sind, für welche:
<Pk (xk ; x4 . . xP ) =  1, <Pk (xi; xj . . . xP ) =  o (i >  k), 
und hieraus wird, indem man die mittels

Fzy(Xo;Xi...Xp) — APzx(XqJXj...Xp) z—x.
Pzx(xp; Xj, . . . xp )

und durch Integration nach X:

als Funktionen von x auffasst, also
du)£

* =  — 0>k (x ?P )
do)x

setzt und nach x differentiirt:
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