Ueber das Jacobi’sche Umkehrproblem.
Von
M. Noether.

(Vorgelegt am 16. Juni 1884.)

Im Anschlusse an die Betrachtungen der vorhergehenden
Noten entsteht die Aufgabe, die hier behandelt werden soll: den-
jenigen Theil des Jacobi’schen Umkehrproblems, welcher sich aus
den Differentialformeln selbst, ohne Einfiihrung der Periodicitits-
eigenschaften, entwickeln lisst, auszuscheiden und fiir sich durch-
zufiihren. Man gelangt hierbei in einfachster Weise zu dem
System von Relationen, auf welchem die Umkehrung ruht, ins-
besondere bis zu der allenthalben endlichen und eindeutigen
Umkehrungsfunction, der @-Function, wirend deren Entwicklung
nach periodischen Gliedern natiirlich dem weiteren Gebiet an-
. gehort,

Die Formeln, die sich hier direkt aus der ersten Relation
von 13. der vorstehenden 3ten Note ergeben, stellen sich als die
genaue Erweiterung des von Weierstrass fiir die Umkehrung
der hyperelliptischen Integrale gegebenen Verfahreus *) dar und
liegen also in derselben Richtung, wie die von Weierstrass be-
kanntlich in seiner Vorlesung gegebene Erweiterung. Ein kleiner
Schritt fiihrt den Verf. sodann zu der mittels der ,speciellen®
und der yadjungirten® Transcendenten ausgedriickten Umkehr-
ungsfunction U von Clebsch und Gordan**). Auch diese
letztere hitte sich ebenso einfach direkt aus der Note 3 herlei-
ten lassen; aber der Uebergang zum ersteren Verfahren wire
dann schwieriger. Die beiden Definitionen stehen nimlich genau
so zu einander, wie die beiden Jacobi’schen Definitionen der
elliptischen ®-Function, deren Erweiterungen sie sind: derjenigen
fir den Differentialquotienten der @-Function nach ihrem Ar-
gument durch ein Integral 2ter Gattung (W.) und derjenigen
der ©-Function mittels eines Integrals 3ter Gattung, dessen Ar-
gument dem Parameter gleich ist. (Cl. u. @.).

1. Sei, unter e, &, . .. ap p beliebige feste Punkte
verstanden, im Uebrigen unter den Bezeichnungen der vorher-
gehenden 2ten und 3ten Note, gesetzt:

*) Weierstrass, Zur Theorie der Abel'schen Functionen, Cr. J.

Bd. 47, p. 289.
##) Clebsch und Gordan, Abel’sche Functionen, Abschn. 7.
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80 wird, indem man die x,, X5, ... Xp als Functionen von
U, Uy, ... up auffasst:
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Nach 13. der 8ten Note erhdlt man also:

-, &k
d X ...X k=p

0« .. 0p

wenn die 3 Punktgruppen voo je p + 1 Punkten
ai, Xqy X9y . . « Xp,
X, &, G, . . . &ipj

Y, 7ity %iz, - . o Wip
zu einander corresiduale sind *).
2. Da diese Gleichung, bei gegebenen x;, x5, . . . Xp und x,

fiir jedes x gilt, die 7 aber von x unabhéngig sind, so folgt
aus derselben, dass auch
Enx

d
du Sk f D, X, ®da; — gy f D, X, () da

von x unabhanglg ist (und upabhingig von den u, wie die Dif-
ferentiation nach x ergibe).

~ Q wird also = Qu, wenn Qu aus Q entsteht, indem man
X = a, setzt. Bei dieser Substitution gehen aber die & in
die xy iiber, die &x in Grossen ™, und jetzt gibt die Diffe-

Q_.

*) Dieses ist die Erweiterung der Formel (32) von Nr. 4 der eben ci
tirten Weicrstrass 'schen Note in Cr. J., Bd. 47,
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rentiation der letzten Formel von 1. nach x, fiir x = ay, un-
mittelbar: Qu = o, d. h.
Q=o0%

Hieraus folgt, dass, wenn
w=w— fou®do, h=1,2 ...p)
y

&ix

k=p
kfl{DaiXam(g)d(l)g == .Qi (Vl, Voy « o« Vp)

gesetzt wird, der Ausdruck

i=p
12 21 (Vg o0 - Vp) . dwy
=1

ein vollstdndiges Differential ist.

Es geniigt schon, x — y zu setzen, also die & mit den
nie zusammenfallen zu lassen und den Ausdruck

i=p
oA (ui, Ug, . . . 'llp) . dug
=1

zu betrachten.
3. Die hier eingefiihrte Function £; (u,, . . . up ) ist von

Y
den 7ix und den ex, also von den Gréssen un — f gn (§) dog
4y
und den ax abhingig. Um dies auszudriicken, und um zugleich
statt der 2; ungerade Functionen ihrer Argumente zu erhalten,
mogen die Argumente und die Functionen ; durch Einfihrung
'von y in die unteren Grenzen etwas gedndert werden.

Man lege eine die Curve f im Punkte y beriihrende Ge-
rade, und durch die m — 2 iibrigen Schnittpunkte von f mit
dieser Geraden lege man weiter eine zu f adjungirte Curve
(m—2)ter Ordnung, welche f noch in p Punktenberiihren soll.
Von den verschiedenen existirenden Curven dieser Art wihlen
wir hier irgend eine ,eigentliche aus, d. h. eine solche, von
deren p Beriihrungspunkten keiner in y filit, und bezeichnen deren
Beriihrungspunkte mit

&y €2y o o . Ep .

*) Weierstrass, Formel (83).
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Wenn dann y’ irgend ein anderer Punkt der Curve f ist

und man bestimmt zwei corresiduale Gruppen von je p + 1’
Punkten:

Y &, & .. - b3

Y € &y ..,
so bilden auch die &x die Beriihrungspunkte einer bestimmten
eigentlichen zu f adjungirten Curve (m — 2)ter Ordnung, welche
noch durch den Restschnitt von m — 2 Punkten einer fin y
beriihrenden Geraden hindurchgeht, und werden -von y unab-
hiingig. Daher wird

&k y
Ekf¢h (&§)dor, — f(fh (§)dw
Cx [

von y' véllig unabhéngig.
Man bestimme also zwei corresiduale Gruppen von je p+ 1
Punkten:
a1, &y &, .. . &y
Y, &1, &gy - - . Eip ,
wo die &r nur von dem einen Pnnkte a; abhéingen und setze

& Xk
Up — Ek/t/h (&) dooy = Vx'/‘(pn (§)dw; = Un,
g &k

so werden die 7, und die Functionen £; (u,,...up ), nur von
den Uy sbhingen; und zwar wird nach dem Abel’schen Theorem
Tik Xx
S [ gn () dog = 51:/(& (8)dog = Un.
&k &k
Statt der Functionen 2; (u;, .. . up) fiithren wir nun die
von denselben um Constanten verschiedenen) Functionen ein:

ik
N /Da, X, (Hdoy = 8l (Uy, Uy, ... Up).
&ik
Diese Funetion Sl; (U ... Up) ist nur von den Us (und von
dem festen Punkte a; ) abhingig, sonst unabhiingig von y, und
vollig unabhingig von den anfinglichen Grenzen ox; und

man hat
Sk (0, 0,...0) = o
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Ferner sind diese Functionen 81 (U;, . . . Uy ) ungerade.
Denn han lege eine f in a; beriihrende Gerade, und durch deren
m — 2 weiteren Schnittpunkte mit f, sowie durch die p Punkte
Mi1y - - - Mip eine zu f adjungirte Curve (m — 2)ter Ordnung,
welche f ausserdem noch in den p Punkten 7'y, 7'z, . . « 7'ip
treffen moge; so wird nach dem Abel’schen Theorem fiir Inte-
grale 1ter Gattung und nach dem hier vorliegenden in 11. der
Note 3 bezeichneten speciellen Falle des Theorems fiir Inte-
grale 2ter Gattung:

1 ik Nk
Ek/qvn o, = — Sk./ gn (Hdo, = — Un,
ik Eik
ik ik i '
Sk f Dy X, (B)dor; + S / D, X, (Hdo, = o,
&ik Eik
d. h.
S]i ("- Ui’ - Ug, ce ey T Up) = — Sll (Uj, U27 BECERPY Up ).

4. Jetzt fihren wir die Umkehrungsfunction
GU, Uy ... Uy)
ein, definirt durch
dG(U, Uy, . . . Up) = 35 SL (Uy, Uy .. . Uy )dU;
und etwa durch
G(o, 0, ...0) = o.
So wird
G(— Uy, — Uy ... —TUp) = GU, Uy, ... Ty
Setzt man ferner

X Xk
U — [ ®do, = S [ g E)dog = Vi,
y Tk
wo die beiden Gruppen
X, &, & - -+ &)
Yo 715 Y2s - - 12
zu einander corresidual sind, so werden die Vi von x, x;,...%p,
nicht aber von y, abhingig, und die in 1. abgeleitete Formel geht
jetzt iiber in:
_ 701_ Ty ("1 e xv):sh (Viy ... Vo) =8l (Uy,... Up)s

ui o . .. Qp
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woraus:
Sy (B = 6V V) — GV V) —
- G(Ui, P Up ) + G(U1°, . UpO)’

wo Ve ahs Vi, Up° aus Uy, entstehen, indem man die xx durch
dic «x ersetzt.

Wie sich nun aus dieser Umkehrungsformel Ausdriicke fiir
die Normalintegrale 3ter und 2ter Gattung und (nach Note 2
und 3) fiir beliebige algebraische Functionen von x ergeben, ist
bekannt.

5. Zum Zwecke des Uebergangs zu der Clebsch-Gor-
dan’schen Umkehrungsfunction werde durch die beiden Punkte
x und y von f eine Gerade gelegt und durch deren m — 2 wei-
teren Schnittpunkte mit f, sowie durch die p Punkte

X, Xg « . . Xp
eine zu f adjungirte Curve (m — 2)ter Ordnung, die f weiter in
den p Punkten
X', X%, . .. Xp
treffen moge. Fiir diese wird
X

XK Xy
Ekf‘fh (§)dm§ + fk‘/.(/‘h(zf)dm;§ ——./‘([1,(_E)dm‘E =o
<k &k y

Um die Formel von 4 auf die ,specielle“ Transcendente
To (35 ) = TGy ;) =T

x1 g o o X P
anzuwenden, hat man dort zu setzen:

X} X Xk

= / g (§)do, — f gx (Hdo, = i f ¢n (E)dorg,
&k Yk

= _k/‘gq, (§)dor, —/t/h (&do, =

— Sk./'(/h (.E)d"’;: = — Un y

Xk
Ur® = Ek‘/‘fj'h (.ZE)dm:5 = — Vi,

&k
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also:
GUe, ... 0 =GV, ... Vp)
GV, .o V) = G(U, ... Ty),
und man erhilt:
— T =26V, ... Vy) —2G(U,...U,).
Die ,adjungirte* Transcendente
T — Txky(xkl’ c o . XxE—1, X, X k415 - . - Xkp)

hat zu Parametern xx und y, zu oberen Grenzpunkten x und die
p — 1 Punkte =xuw (K’ zk), welche mit den xy auf einer ad-

jungirten Curve ¢ liegen; zu unteren Grenzpunkten also die
Punkte y;, ys, . . .yp, fiir welche die beiden Gruppen
¥» Xy Xg, . . . Xp;
Xy Yo Yoo o - - Yp
zu einander corresidual werden. Fiir dieselbe erhdlt man aus 4.
— T® = 26G(Vy, . . . Vp) - 2G(V,®@ . | 'V, ),
wo

Xk
Ve ® — Vi — [gph 3] dmg

ist, also unabhingig von xx. Daher ergibt sich weiter:
DxT = - 2DxG(V1, Vg, « .. Vp)
D,, T® = — 2D,, G(V;, Vo, . . . Vp,)
d. h. es sind auch die p + 1 Grossen
D: T, Dy, T®, . .., D, T®
die partiellen Differentialquotienten einer Function von x, xi,
X3, . . . Xp beziiglich nach diesen p 4+ 1 Variablen, und zwar von
— 2G(Vy, Vy, . . . V).
Die Function G(Vy, Vy, . . . Vp ) stimmt daher gepau iiberein
mit der Function
- U(xt, -+« Xpj X)
von Clebsch und Gordan.*)
6. Ich fiige noch einige Formeln fiir die ,speciellen“ Trans-
cendenten hinzu.
Man findet auch:

T = Tofsoom) = 2G0T,

*) Clebsch und Gordan, Abel'sche Functionen §. 49.
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wo die [, die p Beriihrungspunkte einer gewissen zu f adj. Curve
(m — 2)ter Ordoung sind, welche durch den Restschnitt von
m—2 Punkten einer durch x und y gelegten Geraden hindurch-
geht; wo also

Cx x
23 j(ph ®)do; — |gn (E)do, = o
, 5 v

und wo die Continuitét iiber die Wahl der Beriihrungscurve zu
entscheiden hat. Aus dieser Formel aber crgibt sich

Xx )
D: T = 25 J.Dx XXY(‘f)d‘”Ei

7x
wo die yx die in 4. angegebenen, von x abhdngigen, unteren
Grenzen in den Vusind — eine neue Ausdrucksweise fiir den
Differentialquotienten der speciellen Transcendenten nach dem
Parameter.
Endlich ergibt die in 5. fiir Dx T gegebene Formel die neue
Beziehung zwischen p + 1 speciellen Transcendenten:

Dz Tay(xy, . . . Xp) = = %(x)Dai a,,}(gn, ... &)y

wenn
ag, Xy X9y » . . Xp
X, §1la §12, . §IP

zwei zu einander corresiduale Gruppen sind.

7. Das hier mltgethellte Relationensystem hat zwar zunéchst
nur die Bedeutung eines Systems von Differentialformeln. Nimmt
man indess die bekannten allgemeinen Betrachtungen iiber das
Verhalten der symmetrischen Functionen der p Grdssen xx als
Functionen der u; (vgl. Weierstrass in Cr. J. Bd. 52, wo das
Abel'sche Theorem benutzt wird, oder den Abschnitt iber Mono-
dromie bei Clebsch und Gordan) hinzu, so ldsst sich viel weiter
schliessen. Man weiss zundchst, dass diese rationalen symmetri-
schen Functionen der xy eindeutige Functionen der u; sind, so-
lange nicht die Werthe der u; zu auf einer adjungirten Curve ¢
liegenden xy fiihren; im letzteren Falle aber unbestimmt werden.
Aus dem Ausdrucke 5. fiir dic Function G(Vy,... Vp) folgt
weiter, dass die Function
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e%Vu...Ve) — AI(Vy, ... V),
als Function von X, x, . . . Xp betrachtet, allenthalben endlich
ist und nur verschwindet, wenn entweder x mit einem der Punkte
Xy, .. . Xp zusammenfillt oder wenn die x;, . . Xp auf einer Curve
¢ liegen; und zwar dass Al (V,, .. Vp) als Function von x,
wenn der erstere Fall ohne den letzteren auftritt, in x;, . . . x»
in erster Ordnung, im letzteren Falle identisch fiir alle x ver-
schwindet. Aus Beidem zeigt man dann weiter, dass, in dem-
selben Maasse wie jene symmetrischen Functionen der x, auch

die Function
X ... X
— Txy( 1 p)
e 0(1 « .. Up

eine eindeutige Function der u; wird. Es bleibt daher fiir die
Betrachtung von Al (V,, . .. Vy), als Function der u;, nur der
Fall zu untersuchen, dass die xx auf einer Curve ¢ liegen, ein
Fall, der leicht auf den zuriickgefiihrt wird, dass einige (etwa o)
der xx mit x zusammenfallen, wobei jene Function der V; in der
Ordnung o verschwindet. So ergibt sich, als Schlussresultat
dieses Gedankengangs, der bekannte Hauptsatz der Theorie:
dass sich die Function A1(V, ... V) in eine fiir alle
endlichen Werthsysteme der V; giiltige nach ganzen
positiven Potenzen der V; aufsteigende Reihe ent-
wickeln lasse.
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