
Ucber den gemeinsamen Factor zweier binären Formen.

Von Prof. Dr. M. N oeth er.

(Vorgetragen in der Sitzung am 12. November 1805.)

Im 13. Hefte (1881) dieser Sitzungsberichte, pag. 41, sowie 
in der deutschen Bearbeitung von Faä di B r u n o ’s „Binären 
Formen* (Leipzig, Teubner 1881), pag. 57 ff., finden sich die Be
dingungen, dass zwei binäre Formen einen Factor gten Grades 
gemeinsam haben, einfach entwickelt, aber mit einem unvollstän
digen Schluss, den ich erst 1886 in meinen Vorlesungen bemerkte 
und verbesserte.

Kurz darauf wurde die einfache und strenge Schlussweise von 
Herrn S c h e i b n e r  („Mathem. Bemerkungen “ , (1), aus einem 
Briefe an B a l t z e r ,  vom 9. Februar 1887; Berichte der Sächs. 
Ges. d. Wiss. vom 16. Jan. 1888) mitgetheilt; und jetzt wiederum 
von Herrn Li i roth  („Kurze Ableitung der Bedingungen etc.“ , 
Ztsch. f. Math. u. Phys., Bd. 40 1895). Ich möchte hier darauf 
zurückkommen, einmal, um jene Lücke, auf welche nicht hinge
wiesen worden ist, zu bezeichnen, hauptsächlich aber, um einige 
weitere Sätze zu folgern.

1. Die beiden Formen seien:
r (p =  a0xm +  a1xm~ 1 +  . . . .  4- am,l /a0 und b0 nicht\
l xp =  b0xn +  b ^ 11“ 1 + _____ +  bn J \zugleich =  o /

Im Folgenden sollen Pi, Q,-, Xi? Fj, . . . ganze Functionen 
von x, höchstens vom Grad i des Index, bezeichnen. Unmittelbar 
hat man die Schlüsse:

I. We n n  eine R e l a t i o n  von der  For m 
X q =  Pi • (p + Qi •

e x i s t i e r t ,  wo Xp  eine n i c h t  i dent i s c h  v e r s c h w i n d e n d e  
g a n z e  F u n c t i o n ,  h ö c h s t e n s  vom oten G r a d e ,  i st ,  so 
h a b e n  (p und ip e i nen  g e m e i n s a m e n  F a c t o r  von h ö c h 
s t e ns  dem G r a d e  q.



II. Wenn e i ne  R e l a t i o n  von d e r  F o r m
0 =  Pn-(> • <p +  Qm-Q  • ip,

mit n i cht  i d e n t i s c h  v e r s c h w i n d e n d e n  Pn_p und Qm -?, 
exi s t i er t ,  so haben  <p und xp e ine n g e m e i n s a m e n  F a c t o r  
von mi nde s t e ns  dem Grade  p; und umgekehrt .

III. Wenn I. und II. e x i s t i e r t ,  so haben </> und \p 
einen g e m e i n s a m e n  F a c t o r  von genau dem G r a d e  p.

2. Unter Dp (p =  o, 1, . . . m n) werde die Determinante
I), a0 a2
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ao at 
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bo bx . .
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Jur i >  m, k >  n )

bo bj_. . . bn— q

verstanden. Sei zuerst Dp nicht =  o. Dann kann man die Functionen 
P n -p -iu n d  Qm-p-i eindeutig so bestimmen, dass eine Identität

(2) Xp =  Pn—P — 1 * (f +  Qm—p— 1 • lp 
existiert, in welcher der Coefficient von x? in Xp zu 1 wird; denn 
die Vergleichung der Coefficienten, von der (m +  n — p — l)ten 
bis zur pten Potenz von x, giebt ein nicht-homogenes System von 
m +  n — 2o linearen Gleichungen für die m +  n — 2p Coefficienten 
von Pn_p_x und Q m -e-i, mit der Determinante Dp *). Durch den 
Coefficienten von x? sind zugleich die übrigen Coefficienten von Xp 
eindeutig mitbestimmt; und zwar treten, nach Multiplication von 
(2) mit Dp, nur noch ganze Functionen der a und b in (2) auf.

In Verbindung mit Satz I folgt:
IV. Dp ni cht  =  o ist  h i n r e i c h e n d e  B e d i n g u n g  für 

eine R e l a t i o n  (2), also auch da f ür ,  dass  <p und ip einen 
Fa c t o r  von h ö c h s t e n s  dem Gr ade  p gemei nsam haben.

*) In der citierten Note war auch die Umkehrung dieses Satzes gc- 
fU’hlojißon, welche aber nicht zutrifft. Die notwendigen und hinreichenden 
Bedingungen für eine Identität (2) werden unten, Nr. 7, gegeben werden.



3. Sei Dp — o. Dann lässt sich eine Relation befriedigen:
(3) Xp—1 =  P1!!—p—1 • (p +  Q̂ m—Q—1 • ifj, 

in welcher X p _ i  eine Function von höchstens dein Grade p — 1, 
und P ^ - p - i ,  Q ^ -p - i  nicht verschwindende Functionen werden. 
Denn, wie in 2., erhält man hier ein homogenes System von 
m +  n — 2p linearen Gleichungen für die m +  n — 2p Coefficienten 
von P1!!—p— i j Q ^ -p - i ,  mit der Determinante Dp == o. Umgekehrt 
folgt aus der Existenz eine Relation (3), dass Dp =  o ist:

V. D p = o  ist die n o t w e n d i g e  und h i n r e i c h e n d e  
B e d i n g u n g  f ür  die E x i s t e n z  e i ne r  R e l a t i o n  (3).

4. Sei jetzt angenommen: D0 =  o, Dt =  o, . . . . D<r_i =  o 
seien notwendig und hinreichend dafür, dass ep und y> einen Factor 
von mindestens dem Grade <7 gemeinsam haben; was für er =  o 
zutrifft.

Sollen cp und yj einen Factor von mindestens dem Grade er +  1 
gemeinsam haben, so existiert die Relation des Satzes II für 
q =  er +  1, also verschwindet, nach V, auch Do-. Ist umgekehrt noch 
D<r =  o, so existiert nach Y die Relation (3) für p =  <r, in welcher 
aber die linke Seite X<r_i durch den angenommenen Factor <rten Gra
des teilbar, also identisch o wird; daher haben, nach II, rp und y> 
einen Factor vom Grade er +  1 gemeinsam. In Verbindung mit 
IV, III hat man somit:

VI. Do =  o, Di =  o, . . ., Dp_ i  =  o s ind die  n o t w e n 
d i g e n  und h i n r e i c h e n d e n  B e d i n g u n g e n  d a f ü r ,  dass  y 
und ip e i nen  g r ö s s t e n  g e m e i n s a m e n  F a c t o r  von mi n -  
d e s t e n s d e m G r a d e p  bes i t zen.  Do =  o, Di =  o , . .., Dp_i = o , 
Dpni cht  =  o sind n o t w e n d i g  und h i n r e i c h e n d  da für, dass 
der  g r ö s s t e  g e m e i n s a m e  F a c t o r  von g e n a u  d e m G r a d e  
p ist.

5. Aus V ergibt sich, als unmittelbare Erweiterung dieses 
Satzes:

VII. N o t w e n d i g e  und  h i n r e i c h e n d e  B e d i n g u n g e n  
f ür  das  B e s t e h e n  e i n e r  R e l a t i o n

Xp_ i  =  P̂ u—o" — i • (p +  m—o-—i * lp (c 5  ̂ (Ui
in w e l c h e r  P V - f f - i  und n i c h t  i de n t i s c h  v e r 
s c h w i n d e n d e  F u n c t i o n e n  w e r d e n  und X p _ i  von h ö c h 
s t e n s  dem G r a d e  p — 1 i s t ,  s ind:

Dp =  o, D p-fi =  o, . . ., D<r =  o.



6. Nach Nr. 3 kann für nicht =  o keine Relation der Art (2), 
von Nr. 2, existieren, in welcher die linke Seite unter den Grad g 
sinkt, sondern nur, eindeutig bestimmt durch den Coefficienten von 
x? in Xp, jene Relation (2) selbst. Verbindet man dies mit 
Satz VII, indem man daselbst g +  1 für g einsetzt, so hat man 
statt No. 2:

VIII. F ü r  D(> n i c h t  =  o sind die  n o t w e n d i g e n  und 
h i n r e i c h e n d e n  B e d i n g u n g e n  f ür  das B e s t e h e n  e i n e r  
R e l a t i o n

X g  =  Pn—ff —i ‘ (f +  Qm—6—1 * 1p (<7 ^  (>)» 
in w e l c h e r  d e r  C o e f f i c i e n t  von \Q in X g  g l e i c h  1 se in  
so l l ,  n o c h :

De-f-i =  o, — o, . . . Dít — o.
D u r c h  den e r s t en  C o e f f i c i e n t e n  von X? i st  d i e  

R e l a t i o n  e i n d e u t i g  bes t i mmt .  Für  D<r n i c h t = o  s i nke n
Pn—<y — i und Qm_g—i n i c ht  z u g l e i c h  unter  die  G r a d e
i hr e r  Ind i ces .

7. Schreibt man in VIII:
Xv :EEXr -p • • • — Pn—ff — 1 • 4“ Qm—ff— l • */'>
Dv nicht = 0 , Dj/ + i =  0, Dy+ 2 =  0, . . . ,  D<r=0,

und nimmt
(7 >  g >  v 0

an, so erhält man, indem man diese Relation Glied für Glied mit 
einer beliebigen Function (g — r)ten Grades, I>—*/, multipliciert, 
deren höchster Coefficient gleich 1 ist, ebenfalls eine Function 
gten Grades in der Form (2), oder der Relation von Satz VIII, 
obwohl Dp =  0  ist:

F J() =  Fg—v • Xv ~  Fp—v Pn—ff — 1* ff +  í  Q—»'Qm—ff — 1 * */'»
=  P n— Q— 1 * (f  +  Q m—Q—1 * t/S 

wenn man nur noch weiter annimmt:
a 2g — r.

Wir wollen aber die Umkehrung beweisen, und damit den Satz:
IX. N o t w e n d i g e  und h i n r e i c h e n d e  B e d i n g u n g  für 

die E x i s t e n z  e i n e r  Re l a t i o n
F g  =  Pn—g — 1 • y  "F Qra g i • »/',

in w e l c h e r  der  C o e f f i c i e n t  von x? von Yg  g l e i c h  1 sein
8



sol l ,  i s t :  dass  e n t w e d e r  D<>nicht=o,  was  a uf  VIII .  f ühr t ;  
o d e r  das s  zu g l e i c h e r  Z e i t

Dr n i c h t  =  o, D v+i ~  o, 2 =  0 , ..., D(> =  0 , . . Dtf =  0 , 
w o  q p 0 , <r >  2  g —  v
ist.  Im l e t z t e r e n  F a l l e  i st  d ie  R e l a t i o n  für  F q ni chts  
w e i t e r ,  als  die e i n d e u t i g  b e s t i m m t e  R e l a t i o n  für  X*/, 
m u l t i p l i c i e r t  mi t  e i n e r  b e l i e b i g e n  F u n c t i o n  ( 0  — ^)ten 
Gr ad e s .

Sei also angenommen: Dp =  0  und
f  Q =  X? +  . . .  =1 Pn—Q — 1 ( f +  Qm—Q — 1 * lp .

Dann kann zunächst nicht zugleich D(>_i =  o, D p -i  =  o, ..., 
Do =  o sein, weil sonst (VI) rp und ip einen Factor (o +  l)tenGra
des gemeinsam hätten, F q also =  o wäre. Somit sei

Di /nicht~o,  Di/_|_i =  o, Dr_f2 =-o, — , D^ =  o (q^>v >  o).
Wegen Dv nicht =  o lässt sich, genau wie in No. 2, eine Relation

F1̂  =  Pln—P — i • <p +  Q ^ —v—i • ip 
herstellen, in welcher die o — v +  1 Coefficienten von x?, x?_1, . 
xr in F1̂  willkürlich, nur nicht alle o, sind, während die übrigen 
Coefficienten von F1̂  und die von P ^ - ^ - i ,  Qlm- ^ - i ,  durch sie 
eindeutig bestimmt werden. Nimmt man also jene q — v +  1 will
kürlichen Coefficienten von F1̂  übereinstimmend an mit den ent
sprechenden von F? , so muss die Relation für F1« in die gegebene 
für Fg, welche der Form nach unter die für F1̂  fällt, übergehen. 
Eine solche Relation für F1̂  lässt sich aber so erhalten: Wegen 
Dv nicht = o , D*/+i =  o, ..., D? =  o hat man nach VIII:

EE +  . . . =  P ^ —Q — 1 * <f +  Q !m—Q—1 * lp , 
also, nach Annahme einer beliebigen Function (o — v)ten Grades F^—i/:

F 1q ~  F(>— ^X r — I o — v P 1 ^ — £ — 1 • (p -f- F q— v Q1m—Q—1 * lp J 
und hier kann man links, wegen der Willkürlichkeit dero — v + 1  
Coefficienten von F^—r, die o — v +  1 höchsten Coefficienten von 
F1̂  mit denen von F? identisch machen.

Man hat daher:
F q EE Fo— r X i ', Pn — Q—l E=P Q— v P^n — (5—1 , Qm—Q—1 — F q— ^Q Jm— Q— 1, 
wie im Satze behauptet wurde. Zugleich ergeben die letzten bei
den Gleichungen weiter:

P ’n—o — 1 =  Prn_  2(5— v)—\ , Q ^ —Q -  1 =  Q ”m—(2(5— v — i,

X*/ =  zy +  ... =  P n— [2Q—V)— 1 * <P +  Q” m—{2q—V)—1 • lp,



also nach VIII auch:
+  1 =  0 , De+ 2  =  o, D<y =  o — r),

was den Beweis des Satzes vervollständigt. —
Erwähnt sei hierbei nur, dass für D(> nicht=o die Function X q =  Fe 

von VIII oder IX nach Multiplication mit D<> der alsdann beider 
Operation des Aufsuchens des grössten gemeinsamen Teilers von (p 
und xp auftretende Re s t  eten Grades ist, während für D<> =  oein 
solcher Rest nicht existiert, aber nach IX noch eine analoge 
Relation für Fq stattfinden kann, wie im allgemeinen Falle für 
den Rest £ten Grades.

Erlangen, September 1895.
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