Ueber den gemeinsamen Factor zweier biniren Formen.
Von Prof. Dr. M. Noether.

(Vorgetragen in der Sitzung am 12. Novewmber 1895.)

Im 13. Hefte (1881) dieser Sitzungsberichte, pag. 41, sowie
in der deutschen Bearbeitung von Faa di Bruno’s ,Biniiren
Formen* (Leipzig, Teubner 1881), pag. 57 ff., finden sich die Be-
dingungen, dass zwei binire Lormen einen Factor oten Grades
gemeinsam haben, einfach entwickelt, aber mit einem unvollstin-
digen Schluss, den ich erst 1886 in meinen Vorlesungen bemerkte
und verbesserte.

Kurz darauf wurde die einfache und strenge Schlussweise von
Herrn Scheibner (,Mathem. Bemerkungen“, (1), aus einem
Briefe an Baltzer, vom 9. Februar 1887; Berichte der Sichs.
Ges. d. Wiss. vom 16. Jan. 1888) mitgetheilt; und jetzt wiederum
von Herrn Liiroth (,Kurze Ableitung der Bedingungen etc.“,
Ztsch. f. Math. u. Phys., Bd. 40 1895). Ich mochte hier darauf
zuriickkommen, einmal, um jene Liicke, auf welche nicht hinge-
wiesen worden ist, zu bezeichnen, hauptsichlich aber, um einige
weitere Siatze zu folgern.

1. Die beiden Formen seien:

{ @ = axm+ax2! 4+, ... + am,} (ao und bo nicht)
©) W = box2 +byx2=1 4 . ... 4 bn zugleich = o )’
Im Folgenden sollen P;, Q;, Xi, Fy, . .. ganze Functionen

von x, hochstens vom Grad i des Index, bezeichnen. Unmittelbar
hat man die Schliisse:

I. Wenn eine Relation von der Form
Xo=Pi-¢ 4+ Q -y
existiert, wo Xo eine nicht identisch verschwindende
ganze Function, hochstens vom gten Grade, ist, so
haben ¢ und y einen gemeinsamen Iactor von hoch-
stens dem Grade p.
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II. Wenn eine Relation von der Form
0="Poo¢-9 + Quo-y,
mit nicht identisch verschwindenden Po_p und Qu—g,

existiert, so habeng undyeinen gemeinsamenFactor
von mindestens dem Grade ¢; und umgekehrt.

III. Wenn I und II. existiert, so haben ¢ und ¥
¢inen gemeinsamen Factor von genau dem Grade o.

2. Unter Dp (o = o, 1, ... m < n) werde die Determinante

[)0——- Qo al az e e am+n—20—1
Qo al « e am+n—2()—2

a4, .. 8m—p (a1=o, by =0 )
bo b1 bz c e bm+n—20—l fir i>m, k>n
bo bl PR bm+n—2(}—2

bo bl DY bn—()

verstanden. Sei zuerst Dynicht =o. Dann kann man die Functionen
Po_p_1und Qm—_p—1 eindeutiz so bestimmen, dass eine Identitat
(2) X? =Pn—9—l c @ + Qm—g—l . l,'/
existiert, in welcher der Coefficient von x€ in X, zu 1 wird; denn
die Vergleichung der Coefficienten, von der (m + n — g — 1)ten
bis zur oten Potenz von x, giebt ein nicht-homogenes System von
m + n — 2 linearen Gleichungen fiir die m + n — 2¢ Coefficienten
von Py_p_; und Qm—p—1, mit der Determinante Do *). Durch den
Coeflicienten von x€ sind zugleich die iibrigen Coefficienten von Xe
eindeutig mitbestimmt; und zwar treten, nach Maltiplication von
(2) mit Do, nur noch ganze Functionen der a und b in (2) auf.

In Verbindung mit Satz I folgt:
IV. Dp nicht = o ist hinreichende Bedingung fir

eine Relation (2), also auch dafiir, dass ¢ und y einen
Factor von hochstens dem Grade o gemeinsam haben.

*) In der citierten Note war auch die Umkehrung dioses Satzes ge-
Schlosgen, welche aber nicht zutrifit. Die notwendigen und hinreichenden
Bedingungen fir eine Identitit (2) werden unten, Nr. 7, gegehen werden,
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3. Sei Do = o. Dann lasst sich eine Relation befriedigen:
(3) Xo—1=Plapt - 9 + Qmg-1- .

in welcher Xo_; eine Function von hiochstens dem Grade o—1,
und Plag—1, Q'm—p—1 nicht verschwindende Functionen werden.
Denn, wie in 2, erhilt man hier ein homogenes System von
m +n — 2 linearen Gleichungen fiir die m + n — 2¢ Coefficienten
von Pty 1, Q'm—p—;, mit der Determinante Do = 0. Umgekehrt
folgt aus der Existenz eine Relation (3), dass Do = o ist:

V. Dp=o0 ist die notwendige und hinreichende
Bedingung fiir die Existenz einer Relation (3).

4. Sei jetzt angenommen: Do =0, D, =0, .... Ds_1 =0
seien notwendig und hinreichend dafiir, dass ¢ und y einen Factor
von mindestens dem Grade o gemeinsam haben; was fir ¢ = o
zutrifft.

Sollen ¢ und 1w einen Factor von mindestens dem Grade ¢ + 1
gemeinsam haben, so existiert die Relation des Satzes II fiir
0 = ¢ + 1, also verschwindet, nachi V, auch De. Ist umgekehrt noch
Do = o, so existiert nach V die Relation (3) fiir ¢ = ¢, in welcher
aber die linke Seite Xs—; durch den angenommenen Factor oter Gra-
des teilbar, also identisch o wird; daher haben, nach II, ¢ und v
einen Factor vom Grade ¢ 4+ 1 gemeinsam. In Verbindung mit
IV, III hat man somit:

VL. Do =0, D, =0,...,Dp—1 =0 sind dienotwen-
digen und hinreichenden Bedingungen dafiir, dass ¢
und v einen grossten gemeinsamen Factor von min-
destensdem Grade g besitzen. Do =0,D; = o,..., D¢~ =0,
Donicht=o0 sindnotwendig und hinreichend dafiir, dass
der grosste gemeinsame Factor von genau dem Grade
o ist.

5. Aus V ergibt sich, als unmittelbare Erweiterung dieses
Satzes:

VII. Notwendige und hinreichende Bedingungen
fiir das Bestehen einer Relation

Xo—1=Phh 61 ¢ + Qum-o-1- (62> 0),
in welcher Piy_s_; und Q'm—6—1 nicht identisch ver-
schwindende Functionen werden und Xp—1 von hoch-
stens dem Grade o—1 ist, sind:
D9=O, D9+1 =0, ..., De=o.
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6. Nach Nr. 3 kann fiir Dg nicht = o keine Relation der Art (2),
von Nr. 2, existieren, in welcher die linke Seite unter den Grad o
sinkt, sondern nur, eindeutig bestimmt durch den Coefficienten von
x¢ in Xp, jene Relation (2) selbst. Verbindet man dies mit
Satz VII, indem man daselbst ¢ 4+ 1 fiir ¢ einsetzt, so hat man
statt No. 2: :

VIIL. Fiir Do nicht = o sind die notwendigen und
hinreichenden Bedingungen fiir das Bestehen einer
Relation

X(n= Pn—d—l'([’ + Qm—o-1- Y (¢ = o)
in welcher der Coefficient von x? in Xp gleich1sein
soll, noch:
Do41=0, Dpy2=0, ... Ds = o0.

Durch den ersten Coefficienten von X, ist die
Relationeindeutigbestimmt. FirDey nicht=o0osinken
Po—o—; und Qum—s—; nicht zugleich unter die Grade
ihrer Indices.

7. Schreibt man in VIII:

Xy=x"+...=Pn-v6-1- r+ Qm—6—1+ v,
Dynicht =0, Dvy1=0, Dvy2=0,..., De=0,
und nimmt
c=>e>v =0
an, so erhalt man, indem man diese Relation Glied fiir Glied mit
einer beliebigen Function (¢—w)ter Grades, Fp—v, multipliciert,
deren hochster Coefficient gleich 1 ist, ebenfalls eine Function
ot Grades in der Form (2), oder der Relation von Satz VIII,
obwohl De = o ist:
Flo = Fg—y Xy = Fg—v Po—6—1- @+ Fo-—er_ﬂ_ SERVIN
=Pao—1-¢ + Qm_p-1-th,
wenn man nur noch weiter annimmt:
¢ > 20—
Wir wollen aber die Umkehrang beweisen, und damit den Satz:

IX. Notwendige und hinreichende Bedingung fiir

die Existenz einer Relation
Fe=Pag—1¢+Un ¢ 1-10,

in welcher der Coefficient vonx¢von Fg gleich1sein
8
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soll,ist: dassentweder Donicht=o0,wasauf VIII fiihrt;
oder dass zu gleicher Zeit
Dy nicht =0, Dvy1=0, Dvye=o, ..., Dp=o, ..., De=o,

wo e >v =0 0> 20—v
ist. Im letzteren Falle ist die Relation fiir I'o nichts
weiter, als die eindeutig bestimmte Relation fir X»,
multipliciert mit einer beliebigen Function (o— »)ten
Grades.

Sei also angenommen: Do =0 und

FQE xX0+...= Pn_g—l‘(ﬁ+Qm—()—1'lp.

Dann kann zunachst nicht zugleich Dp—1=0, Do—1 =0, ...,
Do = o sein, weil sonst (VI) ¢ und Y einen Factor (¢ 4 1)te» Gra-
des gemeinsam hatten, Fp also = o wire. Somit sei

D» nicht=o0, Dvy1=0, Dvye=o0, ..., Dg=0 (¢>v>0).

Wegen D» nicht = o lasst sich, genau wie in No. 2, eine Relation

Flo=Phs 190+ Qmv -y
herstellen, in welcher die o —» +1 Coefficienten von x, x¢-1, ...,
x¥ in F1p willkiirlich, nur nicht alle o, sind, wéhrend die iibrigen
Coefficienten von k1o, und die von Pln_» _1, Q'm—»r_1, durch sie
eindeutig bestimmt werden. Nimmt man also jene ¢ —» +1 will-
kiirlichen Coefficienten von F!o iibereinstimmend an mit den ent-
sprechenden von Fg, so muss die Relation fiir F1o in die gegebene
tir Fo, welche der Form nach unter die fiir F'o fallt, iibergehen.
Eine solche Relation fiir F1o lasst sich aber so erhalten: Wegen
D» nicht =0, Dvry1 =0, ..., Do =0 hat man nach VIII:
Xv=x"4+...=Phao—1-¢+Qlm o1,
also, nach Annahme einer beliebigen Function (¢ — »)ter Grades Fo—»:
Flo=Fo—vXvr =Fo—r PIV—9—1 cg+Fo—rQ'm—o—1-;

und hier kann man links, wegen der Willkiirlichkeit dero—» + 1
Coefficienten von Fo—», die ¢ —» +1 hochsten Coefticienten von
F!p mit denen von Fp identisch machen.

Man hat daher:
FQ EF@—)'XV, Pn_()._l EFQ—VP‘D— 0—1, Qm——g-—l :FQ—VQ‘m—Q—l,
wie im Satze behauptet wurde. Zugleich ergeben die letzten bei-
den Gleichungen weiter:

Pln—'(’—- 1= P”n—aﬁi'—")—l ) Q’m—(’— 1 EQ”m—(Z(}-—VV—l,

Xo=x"+ ... = Pa_i20—v)—1' @ + Q m—20—»)—1 -
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also nach VIII auch:
Dg+1=0, Dp+z=0, ceey Ds=o0 (0’229-—)/),
was den Beweis des Satzes vervollstindigt. —

Frwahnt sei hierbei nur, dass fiir Dy nicht=o die Function Xo =T¢
von VIII oder IX nach Multiplication mit Dy der alsdann beider
Operation des Aufsuchens des grossten gemeinsamen Teilers von ¢
und  auftretende Rest gten Grades ist, withrend fiir Do =o ein
solcher Rest nicht existiert, aber nach IX noch eine analoge
Relation fiir Fp stattfinden kann, wie im allgemeinen Falle fiir
den Rest oten Grades.

Erlangen, September 1895.
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