Das simultane System von zwei quadratischen quaternren
Formen.

Von P. Gordan.

§ 1.
Das System von f — a,2

In der Raumgeometrie treten drei Arten von Coordinaten
auf, die Punktcoordinaten x, die Liniencoordinaten p und die
Ebenencoordinaten u. In diesen Variabeln wollen wir die
quadratische quaternire Form

f=a’=a.,2...
untersuchen. Wir behandeln jedoch nicht das Problem in seiner
vollen Allgemeinheit, sondern beschrinken uns auf den Fall,
Wwo die Linie p in der Ebene u liegt und durch den Punkt x
geht, wo also
Pik = U; Vi — Vi Ux = X, Yk, — Xx, Ji,

ist. Diese Beschrinkung vereinfacht die Rechnung, ohne die
Allgemeinheit der Untersuchung zu stéren. Der Fall, in dem
die x, p, u unabhiingig verinderlich sind, liBt sich leicht auf
unsern zuriickfithren. Die invariantiven Formen J sind aus
den Coefficienten von f und den Variabeln X, p, U zusammen-
gesetzt; wir bezeichnen sie kurz als Invarianten. Die Aus-
driicke Covarianten, zugehorige Formen, Zwischenformen kinnen
leicht MiBverstindnisse hervorrufen.

Die Symbole a sind den u, die Determinanten (a a,) den
D und die Determinanten (a a, a,) den x cogredient.

Die Invarianten J sind Aggregate symbolischer Producte P;
dieselben sind aus Factoren

ax, (aa,p), (a2, a,u); (aa a,a,) 1.

Zusammengesetzt und enthalten jedes Symbol a in zweien.
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Das System von f besteht aus den Quadraten der Fac-
toren (1) ‘
ac’, (a8, p)% (8 8y a, 0 (aa a, ay)? 1a.

§ 2.

Die simultanen Invarianten J von f und f,.

Ebenso wie das System von
f = a.,?
aus den Formen (la) besteht, bilden die Formen b2 (b b, p)%
(b b, b, w2 (b b, b, by)? das von
f1 = ‘bx2 - bl,x2

Die simultanen Invarianten J von f und f, sind Aggregate
von symbolischen Producten P. Dieselben enthalten aufler den
Factoren (1) noch solche, die aus ihnen entstehen, wenn man
eines oder mehrere Symbole a durch b ersetzt, und enthalten
jedes der Symbole a, b in 2 Factoren.

Die Charaktere von P bezeichnen wir mit o,, 0,, C1, Cov-
Die o, 0, sind die Grade von P in den Coefficienten von
f und f,. Die Zahlen ¢, coy geben die Anzahl der Factoren-
paare g,, g, an, in denen dieselben vSymbole a resp. b stehen.

Die P lassen sich nach ihren Charakteren ordnen; voran-
stehende gelten fiir einfacher. Ist P als ganze Function ein-
facherer P ausdriickbar, so heit es reducibel

P=0
P, und P, heilen #quivalent
P, =P,

wenn sie dieselben Charaktere haben und P,—P, reducibel 1qt
DleJemgen Producte
P,P, ...,
welche der Form P #quivalent sind, bilden eine Gruppe. Jede
ihrer Formen gilt als ihr Repriisentant. Die Invarianten J
sind irreducibel, und das simultane System von f und f, enthilt
aus jeder Gruppe einen Repriéisentanten. Sind alle P, welche
einen Factor g haben, reducibel, so heift g ein Reducent.
Solche Reducenten sind. hier u. a.
(@ ay a, ag), (bbb, by).



— 207 —

Die Symbole « und g.

Die P lassen sich einfacher schreiben, wenn man aufer
den Symbolen a, b noch weitere Symbole einfithrt. Setzt man
(a8 a, 1)° = u?; (bby by w)* = uy?

so treten zu den fritheren Factoren noch diese hinzu
Wa, uﬂ’ 3;/):, ba.
Die Factoren
(aa,a,n), (bb b,u)
werden Reducenten; es bleiben daher nur. Factoren ubucr, in
denen hochstens zwei Symbole a resp. b stehen.
Nach den Formeln
Wy Ve, 2= Uy Vi Ug V/g = U V/))
sind diejenigen Formen P #quivalent, welche aus ihnen ent-
stehen, wenn man die Indices der « resp. der B vertauscht.
L&Bt man in den P die Indices der a und g weg, so
erhidlt man symbolische Producte P!, aus denen sich die Re-
présentanten von Gruppen &quivalenter P ableiten lassen.
Nur mit diesen P! wollen wir uns von nun an beschéftigen und
sie wieder mit P bezeichnen. Inihnen stehen die Symbole a und g
in einer graden Anzahl von Factoren. Diese Factoren sind:
ax, by, W, Ug a3 Do, (23, D), @DD), (b, D),
(aa, bu), (abb,u), (aa, bby). 2.
§ 4.
Die Symbole ¢, v, g, h.
Fugt man den Factoren (2) noch diese hinzu
ax(a;bb,u) — a;« (abb, u); agayx — a8 5 Dabyx— byaby, (aBp),
F, =ba (ab,p) — by, (abp); F, = ag (a,bp) —ayp (abp),
o gelangt man zu Producten P, in denen jedem Factor g, der
zwei Symbole a resp. b enthilt, ein zweiter entspricht, in dem
diese Symbole gleichfalls stehen.
Diese P lassen sich so'schreiben
P:S1Q1———82Q2'
Die S,, S, bedeuten die Producte der c,, resp. ¢y Fac-
torenpam*,e, in denen zwei Symbole a resp. b zusammen stehen,
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und die Q,, Q, die Producte der Factoren, in denen hochstens
ein Symbol a resp. b steht.

Vertauscht man in zwei Factoren von Q, die Indices der &
mit einander oder in zwei Factoren von S, die Paare der
Indices der a mit einander, so erhilt man dquivalente Formen.
Dasselbe gilt fiir die Q,, S, in Bezug auf die b. L&t man
in Q, und Q, die Indices der a resp. b weg und ersetzt man
in S, und S, die Paare der Indices der a resp. der b durch
die Ziffern 1, 2, so erhiilt man symbolische Producte P! Aus
ibnen lassen sich die Reprisentanten der Gruppen #quivalenter
Formen ableiten. Wir beschéftigen uns von nun an nur mit
den P! und bezeichnen sie wieder mit P.

Wir fithren in ihnen neue Symbole ¢, vy mittelst der
Formeln ein: )
ax =(py); (48, 0)=(p,); (22,8, W)=(py); (28,8, 85)=(py);
by =(y,); (b p) = ()5 (bby by W) =(w;); (bby 0y by) = (wy); 4-
(abp)=(pyv1); (@b, w)=(p,y,); as=(,9s); (a2, bu)=(pov,):
aix (2,0, 0, 0) —agx (a,b, D, 1) = (@ow5);5 (3183,D;0,)=(Paws)s;
alﬂa2x'—‘azﬂa‘1x:(§02y}3); ba = (@331); byabz,x—Dbyabix=(p5%2);

(@Bp)=(Psv3); Fi=(9105%2)5 Fy=(@oy1%3)-

Die Symbole ¢, v stehen in den Invarianten J in einer
graden Anzahl von Factoren. Steht ein ¢ oder y in einem
Producte N in einer ungraden Zahl von Factoren, so ist N
selbst keine Invariante, J aber moglicher Weise der Factor
einer solchen.

Bedeuten i, i,, k,, k, irgend welche Permutation der
Ziffern 1, 3, so wird '

Fyo= (g o wa)s By = (@5 v v
Wir bezeichnen die in ihnen stehenden Symbole in. be-
liebiger Reihenfolge mit g und h, setzen also:
F, = (818.8:); Fy = (b b, hy).
§ 5.
Eintheilung der J.

Wir theilen die Invarianten J des simultanen Systems in

sechs Klassen
Jo .0 J® ein.
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1. Die J® sind die Quadrate der Factoren (1); ihre Anzahl
ist 21; sie sind die einzigen J, bei denen ein Exponent
> 1 ist.

2. Die J® sind Producte der (¢ ).

Da die @ und vy in grader Anzahl von Factoren steben,
so ist auch die Anzahl der Factoren von J® eine grade

Zahl.
3. Die J® sind Producte der (@), (), (pw), haben also
die Form
J& = S L, b.
wo S das Product der (¢), (y) und L das der (p y) be-
deutet.
4. Die J® haben den Factor F,, aber nicht F,. Sie haben
die Form:
Jo = F, 8 B, 6.
wo:
S = ml(l) mz(l) ... my®
das Product der Factoren (¢), () und B das der (¢ v)
bedeutet.
5. Die J® haben den Factor F, aber nicht F,. Sie haben
die Form:
J6) — F2 SC Ga.
wo
S =m®m®...m®

das Product der Factoren (¢), (w) und C das der (¢ v)

bedeutet. Die J® entstehen aus den J®, wenn man die

Symbole @ mit den v vertauscht.

6. Die J©® haben den Factor F, F,.
Sie haben die Form:

JO = F, F, S A

-l

wo ,
S = m®m®. .. m®
das Product der Factoren (), () und A das der (¢ y) bedeutet. ®
Da die J irreducibel sind, so enthalten die L, B, C, A
keinen Factor J® und die SB, SC, SA keinen Factor J®.
; Di¢ I, B, C, A bestimmen die Invarianten J®, J&,
. (:'»), J@)

Sitzungsherichte d. phys,-med. Soe, 1
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§ 6.
Die Producte T.

Die M, sind Producte von o Factoren (¢ v), welche durch
kein J® von weniger Factoren theilbar sind. Zu ihnen ge-
horen die J®, L, A, B, C. Die J® gind diejenigen M, in
welchen jedes Symbol ¢, v in einer graden Anzahl von Fac-
toren steht. Aus jedem M lassen sich durch zwei Processe
weitere (nicht &quivalente) M ableiten:

1. Permutation der Indices,
2. Vertauschung der ¢ mit den .

Diese Ableitungen bilden Gruppen; ihre Reprisentanten
bezeichnen wir mit M.

Die Producte

To = [l Lle = (o1, %) (k) @, v6) (@n9x) (@uye) -
sind specielle M.
In ihnen treten die Symbole ¢, v in zweierlei Weise auf:
1. Das erste und letzte Symbol. Wir nennen sie Fiihrungs-
symbole und bezeichnen sie mit 1, 1,.
2. Die Symbole
m, my . ... Mg—,

sie stehen in benachbarten Factoren.

Je zwei in einem T stehende Symbole heifilen mit einander
verbunden.

Diejenigen Ty, bei denen

L =1
ist, sind Invarianten J® wir bezeichnen sie mit Ho.

Der Index o hat in den H hochstens den Werth 6 und in
den anderen T hochstens den Werth 5. Multiplicirt man
eines derselben

To = [l Lo
mit (1,) (1,), so erhélt man die Invariante J©
k= [1; L]o (1) (1y).

Da die J®, J®, J® durch kein J® theilbar sind, so sind
die m®, m®, m®in B, C, A nicht verbunden.
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§ 7.
Die Invarianten J® und J®,
Ist T =[] 1]
Factor von M
M = [11 12] l‘f(l) 8.

und -stehen 1, und 1, nicht in My, so nemnen wir T einen
Hauptfactor von M; jedes M besitzt solche Hauptfactoren.
Hat J® den Hauptfactor T, so ist T eine Invariante H und
da J® irreducibel ist
J® = H.
Ist in der Formel (5)
J® = S L
T = [l, 1,) ein Hauptfactor von L, so ist 1, z l, und die
Fithrungssymbole 1, 1, stehen in S. J® hat somit den Factor
K=11L]d)ad)
und da es irreducibel ist den Werth K.
J'((‘}) = K.
Die Anzahl der J® ist 23 und die Anzahl der J® 186.

§ 8.
Die M.

Nach F 8 lia6t sich jedes M in Theilproducte
M = ToW. .. Top®
= [ L]+« [lp—s Tpplen 8a.
zerlegen; hierbei ist: , ’
p <3
Kein Symbol in M steht in mehr als 3 Factoren.
Die Symbole 1 stehen in einer ungraden Anzahl von Fac-
toren, die itbrigen
) m, m ... N
In je zwei Factoren.
Diejenigen 1, welche in drei Factoren, also in zwei Theil-
broducten stehen, bezeichnen wir mit
n, Ny, ... n;_’
die librigen 2 p—2 Symbole 1 stehen in je einem Factor.
14~
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Die Zahlen 4, », o, p geniigen den Relationen
e=Dp+ i+
2p +» < 6 8b.
A< 20 < p; o< 6.
Den Werthen,
1=01,2
entsprechen drei Klassen von M.
1. 1=0
den Werthen
p=201,2 3
entsprechen vier Unterklassen von M.
2. A=1
M ist durch (¢, v,) (¢, v,) (¢, w,) theilbar
M = (o, 9)) (pyws) (pry3) U = O () Y
U hat die Werthe:
L, (@ev1)s (@2 v1) (@5 %s)-
3. A=2
M hat die Factoren

(@1 wy) (@ywy) (@ w3), (@1 w)) (@2 91) (@3 91),
also den Werth

(@1 1) (@1 v5) (@1 w3) (@ 1) (@3 )) = O (@ yy).
Die Anzahl der M ist 15.

8§09
Die J® und J®.
Nach F 6 ist
J® = Fm,® . . . m®B 6.
wir wollen die B in den Symbolen g, h schreiben. Die Sym-
bole m® sind entweder g oder h.

Die m®, welche g sind, stehen in B in einer graden
Anzahl von Factoren und die, welche h sind, in einer ungraden
Anzahl. Die B, welche » Symbole m® und o Factoren (¢ v)
enthalten, bezeichnen wir mit By,

Bei der Zerlegung von B in Theilproducte

B = [l Lo, - o [ap—t l2p]ep 9.
treten 2 p Symbole 1 und 20—~2p Symbole m auf; unter den
ersteren befinden sich 2 Symbole n.
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Die 1, welche h sind und die g, welche m sind, sind die m®,
also nicht mit einander verbunden.

In F9 kommt kein |[hh] vor und, da es im Ganzen nur
drei Symbole g gibt, hochstens ein [gg]. Wir theilen die B

in vier Klassen:
BW, B®, B®), B®,

1. Dle B(‘)
Die B® haben keinen Factor [ g|
BO = [g, ], - - - - |8 B]as 10.
2. Die B®
B® = |gg]o 11.
3. Die B®
Die B® sind Producte
B® = [g, g,lo, 85 Dy]o,, 12.

bei denen 2 = 0 ist, also die Factoren
|21 8ul0n 185 1y]o
kein Symbol gemein haben.
4. Die B®
Die B® sind Producte
B® = |g, 2,]o, (23 1ylo, 13.
bei denen 2 = 1 ist, in denen also ein Symbol n in drei Fac-
toren steht.
Wir wollen die verschiedenen B einzeln untersuchen.
1. Die B®.
In F 10 haben die Factoren [gh] kein Symbol gemein,
fir die B® ist 1 = 0.
Die Fithrungssymbole
. 81, By v -+ B
sind die einzigen g, die in den |gh| stehen.
Die m® von B® sind
) IR T R |1
ihre Anzahl ist y = 3.
Die B® sind Formen B,o.
Die Symbole m in B® sind den
| R |
entnommen, ihre Anzahl ist
uw <3 —p
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Nach der Formel 8b ist
e=p+pu-+1
also o < 3.
Die Factoren [gh] in F 10 haben die Werthe
(P, vx); (01,90) (01, Wi dss (@) [Wo vk, o
aus ihnen setzen sich die B® zusammen.
2. Die B®
Die B® = [g; g.]o
haben ein Symbol m® namlich g,; sie sind Formen B, ,.
Je nachdem die Zahl o grade oder ungrade ist, haben sie

die Werthe (@1 @50 und @1, v, )o.
3. Die B®
Die B® = [g, gye, (85h)e,

haben ein m® ndmlich h,; sie sind Formen B,,. Ihre Sym-
bole sind den

h,, h,
enthommen.
4, Die B®
Die B® = [g; g,)e, (85 bylo,

haben ein m® n&mlich h,; sie sind Formen B,,,. Ihr Symbol n
kann die Werthe
Pi, y» Yoy P2y Yk,
haben, ihnen entsprechen die Factoren
(@1, 1) (P1,wa) (01, 93); (@1 1) (@1 w2) (1 93);
(@2 1) (P2 ¥2) (P2 w3); (@1 0x,) (P2 Px,) (P59k,)-
Es gibt vier Klassen von B®:

B = (g1, 1) (@1, 95) (1,%5) Uy = O (¢) Uy
B®) = (g, v,) (@, Ys) (@3 9y) Uy = O () U,
B®) = (@, v,) (P2 w2) (@2 vy) Uy = O (py) U,
B = (@i yx) (pavx) (p39x) Uy = O (@) Uy

1. U,
U, enthdlt ¢;,, aber nicht ¢, ,. Es hat die Werthe
(P vx)s (@1,9x,) (@y9x,)-
2. y
U, enthalt keines der Symbole ¢,, @,, w,. Es hat die
Werthe
15 (@2 w,)-
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3. U,
- U, enthélt ¢, ¢,, aber nicht w,. KEs hat den Werth
’ (1 wx,) (5 w,)-
4. U,
U, enthdlt v,, aber keines der Symbole ¢,'p,. Es hat
den Werth v '
(P2 v2)-
Die Anzahl der B ist 134. Sie stimmt mit der Anzahl der

C, Jo, Jo
iiberein.

§ 10.
Die J©, .

Nach F 7 ist
JO = F, F, m® .. . m® Ay,
WwWo A,y v Symbole m® und o Factoren (¢ w) enthidlt. Die
m® sind in A, nicht verbunden und kommen in einer graden
Anzahl (0 inbegriffen) von Factoren vor; unter ihnen sind die
Symbole m von A.

Wir bezeichnen nun diejenigen M und M, deren Symbole m
nicht verbunden sind und welche » Symbole m und o Factoren
(9 v) enthalten, mit

. ]VL'Q(I) und M'g(l).
Die A,, sind Ableitungen My, 00 der My O.

Die Producte J® J® haben die Werthe .

JOJO = F, F, m,®". . m,®m® ... m,® Bro Crpop;
unter ihnen gibt es solche, bei denen
B"191 C"z?z
ein M® ist. In diesem Falle setzen wir
Brlg1 CJ'lyl = Drlg . 14
v= - mie = o+ o

Die Ableitungen M, zerfallen in zwei Klassen, je nach-
dem sie nach F 14 in B C zerlegbar sind oder nicht. Im
ersteren Falle sind sie D, im letzteren A. Die A werden
somit durch diese Processe erhalten.
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1. Man bilde die MM,
2. Man leite aus ihnen die M,,® ab.
3. Man untersuche sie, ob sie in B C spaltbar sind.
In dieser Weise erhdlt man 82 Formen A; ihnen ent-
sprechen 82 Invarianten J©,
Die Anzahl der J® ... J® ist
21, 23, 186, 134, 134, 82,
mithin die aller Invarianten 580.
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