
Die Resultante binärer Formen.
Von P. G ordan .

Der Zusammenhang der S y lveste rschen  und der Cayley- 
B ezo u tsch en  Determinanten ist längst bekannt. Im folgen
den werden auch die Beziehungen der Unterdeterminanten ge
geben und die geränderte B ezo u tsch e  Determinante als 
Polare dargestellt.

§ 1. Die Sylverstersche Determinante.
Die Resultante R der Formen

f = a oxn +  aiX" - i -------an
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Sie hat 2n Reihen and in den Coefficienten a und b den 
Grad n.

§ 2. Die Matrices M and N.
Die n ersten und die n letzten Zeilen von R bilden die 

Matrices:
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R =  MN

ist aus ihnen zusammengesetzt.

§ 3. Die Matrix P.
Wir unterwerfen die Kolonnen von M der Substitution

/  1 2 ................n n +  1 n +  2 ............. 2n \
\  n n — 1 . . . .  1 2n 2 n — 1 ..............n +  1 /

und ersetzen die a, b durch — b, a. Hierdurch entsteht die 
Matrix.

0 0 0 . . -b 0 0 0 0 . . ao
0 0 0 . . o1 bl 0 0 0 . . o al

P = 0 0 0 . . • • “ bo —bI <M1 
•
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P und M sind korrespondierende Matrices.

§ 4. Der Proportionalitätsfaktor von P.
Die Determinanten aus den n ersten Kolonnen von M und 

den n letzten von P haben die Werte
<  und (— l) ?a“

q ist hierbei die Anzahl der Derangements der Permutation 
(n n — 1 . . . . 1)

und hat den Wert
1 +  2 . . . n — 1: n-n

Der Proportionalitätsfaktor von P ist (— 1)
n • n—1

2~



§ 5. Die Bezoutsche Determinante.

P. N =

oo n—1 
n—1

Cn—1,0 Cn—1,1 1

Die Elemente cik =  cki haben für i <  k die Werte

Cik = = a o b i+ k + l  “4 “ a i b i-|_k • • • a i b k + l (a i- f k + l  b 0 "4~ a i+k b l • • • a k + l b l) 

wo die aQ, b^, bei denen q >  n ist, verschwinden.

Es besteht die Relation
n . n —1

R =  MN =  (— 1) 2 P. N.

§ 6. Die Matrix T.

Läßt man in R die erste und (n - |- l) .  Kolonne und die 
erste Zeile weg, so entstellt die Matrix

ao 0 0 . . o
rOO 0 o . .

al ao 0 . . • • • 0 bi bO 0 . . . . . 0

a* «1 ao • • • • • 0 b2 bL bo • • . . . 0

an -2 an—3 a„-4 • • bn—3 b^  • • • • • b.

an-l a„_2 an—3 ’ * • • ai bn—1 b„-* bn—3 ‘ * • • • b.

\ - l an-2 • • . . . t»n bn—1 V *  • * •. . . b2

0 0 o . . . . . a„ 0 0 0 . . . • • bn

Sie hat 2 n —2 Kolonnen und 2 n — 1 Zeilen.

§7. Tr.

Wir unterwerfen die Zeilen von T der Substitution
A  2 . . .  V  v + 2 .....................n—1 n .............. 2n—1\
\1  2 . . v n + v  +  1 n + ^ H -2  • • • 2n—1 r + 1  . . . v + n /  
und erhalten für v <  n — 1 die Matrix
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§ 10. Der Proportionalitätfaktor von P»,
Die Determinanten aus den n—1 ersten Kolonnen von Mr 

und aus den n—1 letzten von Pr haben die Werte 
a’’ ° r - 1 und (—1) e a” a”- ’’-1o n v /  o n

wo q die Differenz der Anzahl der Derangements der Permu
tationen bedeutet:

(v v —1 v —2 . . . .  1) (n n—1 n—2 . . . .  r-j-2) 
also die Werte hat.
0 = 1 + 2  • • • n— v — 2— (1 + 2  . . . v - 1 )  =  — ^

— (n—2)
Der Proportionalitätsfaktor von Pr hat den Wert

(n_2)——r—- 
( - 1) * '

§ 11. Pr. Nr.
coo ©O

C02 ....................

C10 c n C12 .................... ...................  Cl ,n - 1

c 20 C2, C22 .................... ...................  C 2,n- 1

Cr_,,o CP - +  1 Cr—1 , 2 ....................

_ C P+1,0 “ Cl'+ l , l CH -1 , 2 ....................

~ CP+2,0 —Cr + i , l Cr + 2 , 2 .................... ...................  Cr + 2 ,n - l

_  ̂ n—1,0 —Cn—1,1 Cn—1 , 2 ....................

ist also die Matrix, welche aus der Bezontschen Deter
minante entsteht, wenn man die v  te Zeile wegläßt und die 
Elemente der n —1—v letzten Zeilen negativ nimmt.

§ 12. Die Matrix Nr/..
Läßt man in Nr die (1+1) erste Zeile weg, so erhält man 

die Matrix Nr/, von n—1 Zeilen und 2n—1 Kolonnen. Es besteht 
die Formel

MrNr/. =  ( - l )  P r . Nr/.
Pr*Nr/ entsteht ans Pr Nr, wenn man die (x+1) erste Kolonne 
wegläßt. Bezeichnet man die Unterdeterminanten der Elemente
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cik in J ? -c 00 cu . . . mit yftj so ist
P»> • N,,;. =  ( 1 )n-1_/1 7V)_

n—1—2(n—2)-------- |-ii— \~X
also: M„NW i = ( _ i )  2

§ 13. Die Determinante qA.
Läßt man in der Matrix T die erste Zeile weg

(wo A<<n ist), so entsteht eine Determinante <1; von 2n—2 Reihen. 
Wir unterwerfen ihre Zeilen der Substitution

/  1 . . . . v  n-f-1 . . • n—1 n ...............2n—2 \
\  1 . . . .  v  n-j-*' • . . 2n—2 v - \ - l ............n—|—v—1 /

welche das Vorzeichen (— l) (n-i) (n-r-i) hat und erhalten die 
Determinante Mv . N ^. Es ist

q, =  ‘( - l ) (n_1)(n-,'_1) Mv.
n—1 • n—2

8 14. Die ünterdeterminante E
9  l , n - f l

l,v+l+2
Die zweite Unterdeterminate des Produktes an an+1 }>+;+2 

in R hat die Werte
\ n + i  = ( - i ) n+"+r_1 qr

l , V - \ - Ä - J-2 n  • n—1

Der W ert der Unterdeterminante yvl hängt nur von der 
Summe der Indices v-\-A  ab.

§ 16. Bänderung der Bezoutschen Determinante.
L e h r s a t z .

Die geränderte Determinante:

ooO

C01 C02 • C0,n—1

C*> c n C12 * Cn - l , l - r D x j x “ - 2

oO

C21 C22 * * ' C2 ,n -1 m K xr 3

Cn—1,0 C„ - M Cn—1,2 ‘ • * Cn—l,n —1 ( - i  r ^ r 1
n—1

y a ”(n_ i )  y y 
J 1 J 2

- 1 0



ist gleich der (n—1) ersten Polare der Form, welche daraus 
entsteht, wenn man y = x  setzt F (x, y) =  F (x, x) n_r

Bew eis.

F (x, J) =  - F  " X X - D ^ C T 1) ^ 1) ^  xr I_1 xU r ,-ky!
i = n—1 k -  n—1 ,

i =o k = o 

i = n—1 k = n—1 2n—2—1—k x i+ k
F (x, x) =  2  2  ( - l ) ,+k (V )  ( V )  Yi+k  x,

i= o  k = o

e = v ~ V  1 V-' /2n—2x 8 n - 2 - o  Q=  ^  ( —1) ( ) r  X, x2
e = o .  *  e

F (x-f-Ay, x+Äy) =  2  ( - 1 ) '  C ^ ' Y q ( x .+ ty j2"“ 2-5 (x2+ A y /
Q = o

= T * 2- m=Y " V i O ^ r K i i ^ j ;  ttr»
Q - o  i-j-k = Q m = o

Die Polare F  (x, x) yD_i ist der Faktor von (2£l!) An_1 in 
dieser Summe, hat also den Wert:
Q = 2n—2

Z  2  ( - 1 5 t y ,  5 ;
Q = o  i+ k  = g 2̂n—2  ̂ x

F (xix) =  F (x,y)-y
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