Die Resultante bindrer Formen.
‘ Von P. Gordan.

Der Zusammenhang der Sylvesterschen und der Cayley-
Bezoutschen Determinanten ist lingst bekannt. Im folgen-
den werden auch die Beziehungen der Unterdeterminanten ge-
geben und die gerdnderte Bezoutsche Determinante als
Polare dargestellt.

§ 1. Die Sylverstersche Determinante.
Die Resultante R der Formen

n n—1
f=a x"+2x c.o.ay

P=Dbx" b x""....b
ist die Determinante:

a, o ..... ob, o ..... 0

a, a, ..... ob, b ..... 0

1 Bp g e e e ab_ b ...... b,
R=|a a_,..... ab b_ ..... b,
a, ... a,o b ..... b,

0 0 ... ao o ..... b,

Sie hat 2n Reihen und in den Coefficienten a und b den
Grad n.
§ 2. Die Matrices M und N.
Die nersten und die nletzten Zeilen von R bilden die
Matrices:



s, 0 0 ..., ob o o ..... 0
L 8 0 ..., o b b o ..... 0
M=
e A A, ... .. o b, b b ..... 0
a_ ,a .a _,..... Q bpy b, _, b . .... b,
a, a, a8 4 ... a b b b ... b,
X 0 a, a,_, .. ... a o b, b . ...... b,
=lo0o0 W e e a0 0 b ...... b,
00 0  ...... a0 o0 0 ...... b,
R = MN

ist aus ihnen zusammengesetzt.

§ 3. Die Matrix P.
Wir unterwerfen die Kolonnen von M der Substitution

12...... n n+1 n42..... 2n
(nn—l....l 2n 2n—1. .. .. n+1)

und ersetzen die a, b darch — b, a. Hierdurch entsteht die
Matrix.

0 0 0 ......... ~-b,o o o ....... a,

0 . ... .. -b, b, 000 ..... a, a

—| 0o o o -b, ~b, —b, 0 0 o a, a, a,
b, =b, =Dy . .. -b,a a a, ....... 0,

P und M sind korrespondierende Matrices.

§ 4. Der Proportionalititsfaktor von P.
Die Determinanten aus den n ersten Kolonnen von M und
den nletzten von P haben die Werte

a; und (—1)°a]
o ist hierbei die Anzahl der Derangements der Permutation
@mn—1....1)
und hat den Wert
142, .n—1=20—d

nen—1
Der Proportionalititsfaktor von P ist (—1) 2
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§ 5. Die Bezoutsche Determinante.

| |
COO 01 ot e e CO, n—1
¢, C. ... (v
- 10 1 1 n—l1
P. N= ’
t
cn—l,O cn—l,l """ cn—l,n—l

Die Elemente c, = c¢,, haben fiir i <k die Werte

Cik—1, bi+k+1 + a, bi+k e By bk+l - (a'l+k+1 bo + al+k b... ak+1 bl)

wo die a,, by, bei denen ¢ >>n ist, verschwinden.

Es besteht die Relation

n.n—1

R=MN=(-1) * P.N

§ 6. Die Matrix T.

LaBt man in R die erste und (n41). Kolonne und die
erste Zeile weg, so entsteht die Matrix

: o ..... o b o 0 ... 0
a, o 0 ... ob b o ..... 0
9 P T ob b b ..... 0
a'n—? n—3 an—4 """" 2o bn___2 n—3 Yp—g * - - - bo
n—1 n—2 n—3 ° * ° ° ° a'l bn—l n—2 "n—3 ° ° ° " ° bl
n SR PP a, b, oz Dog - o o o b,
0 . 0 0  «.... a o 0 0 ... b,
Sie hat 2n—2 Kolonnen und 2n—1 Zeilen.
§7. T.
Wir unterwerfen die Zeilen von T der Substitution
12...»»41 v-+-2 ..... n—1n..... 2n—1
(12..vn+v+1 n+»+4+2...2n—1 »41... » n)

und erhalten fir » <n—1 die Matrix



382

H+;n . nlnn I—u q qa l..:x . T T
& . [—(—T (—u_|[4—u 1—u u Gy o o I——u a—u —urt, L. I—u a
a q a " q ‘af ® ® o e e
~£ . m|;|:£. TI.«IﬂQ. ;Inﬁ e z—u,_ 1—u .n.w . ml;l:d ﬁl..lﬁc ;I.:.m mlcd ~.I=.m
o4 .. g—a—u _ F—(—Uu_|[—q—1u .. ¢—u_ g—u — .
q Q" T g o - gty amiuy ' Uy S
° T 8y - 1, 1— ,
D. D «“Q “ o.& ._ﬂ. a.pw bﬁ .—+..d
° 1§ P T—u 4 _
Q Q. Q Q o,—.w u.ﬁ Y T :& \«aw
LLe
q T
o .. a [,
Y_..n. q 1.5& . up
m+3 .. ﬁlqo, na ttey . - 1—uy u
m+3 N ~lna u q m+;o B L.
oL ... e—a, T—ut 0 — —.
q q q (TR ﬂﬁ 3 ..—w T «6
T 4 ~
q q °n L.
Y T
a q v T
°q i



383

'8 §

1—+..Q .. mlnn ~I=D nQ TT.w .. gty 1—uy uy
ma .. ;l:n —+._Inn m+..l=D .. ~Inn nD By - - AUy l...l:d [ P L)
un .. -I..I:D ..Ina .+...|=D . mlcn ~|=9 uq ?m - .Ialnw ) _+...|=x ) ~|=z =gﬁ
uD . .."I‘.lna _|,-|=D ..l:Q .. nlnﬁ .-.I:Q ~|=D ;v. . m.l.».lnz .nl.al__z ;l:x . :.l:: a— :~~ _I.-a.w
09 . nl.-lﬂ@ w|..|=9 —'..l.up .« . v|ﬂ£ nl:ﬂ m|=Q o._w . nl..|=.w m'..l:ﬁ —l._l.:d . _l:.-w r..l:d al.._w
°q _Q ND n& .. AQ TT-D m.T.Q °g 8y g tg - g Ty m.T..ﬁ
(- o Y - o o
on —p Na, .. ~+..n i.ﬁ 1..3 v g e 1Ty ‘u _+..=
M — T e 1=
oD ~Q PR § aD T aQ ;D cd _z . ..z 1 ‘u “u
a u
q ®
g - g —ag - g
g+a, .. 1T T e, L 10 u
‘a q q ¢ © ¥
N.T.a .. mlaar Tlnn :Q m+...m LoEmm, 1 e
oa I ml..n ml.._o. al..n cd e "l..d .;l....w -l.:w
oD ~£ ND ¢ "o B
‘q 'q ‘v e
OQ o@

SROLIJRT{ OIpP UBPIIQ “J, UOA US[IdZ USJZId U OIp pum uajsie [—u oI
N pun <} SN AN



384

A

Wir unterwerfen die Kolonnen von M, der Substitution

12.....»»H1
vyv—1...1n—-1

§ 9. Die Matrix P,.

. n—1

2 .

n—2 ..

und ersetzen die Elemente a, b durch —b, a.
Die so entstehende Matrix

Hve”

|_oo

I.._,.vo IUH
Ido idH Icm

n

n+1 . n—»—2 n—»—1.. 2n—2 v

»+1 n—v—2n—»—1...1n 20—2 ... n4»—1

ist M korrespondierend.

“b, iy by
|U»,+u IUFT» . .
-b,_, l,ce+m. —b,
b

4,
2,4
Ay,

a

n

Qupg o oo Ay
By - - - Ay
B, - 8y

Y
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§ 10. Der Proportionalititfaktor von P,,
Die Determinanten aus den n—1 ersten Kolonnen von M,
und aus den n—1 letzten von P, haben die Werte
a’ o, " und (1) ¢ a’ a2
wo ¢ die Differenz der Anzahl der Derangements der Permu-
tationen bedeutet:

v v—1»—2....1 ( n—1 n—-2....»42
also die Werte hat.
n—V—1:n—r—2 __ w(v—1
o=142 .. . n—v—2—(142...»—1) = g 5
. n—1—2v
Der Proportionalititsfaktor von P, hat den Wert
(n_g)n_—l—zv
(—1) ?
§ 11. P,. N».
Coo Co, Chg  +em e Con
Cyo » Clg v Cyns
2 C,, Cog  ome e Cons
P,.N,= P —Cy_ynet
Copro ~Crpax ~Crpgg = - v - v Cry10
Cryso ~Crprr ~Cryge o m - ~Cyisn1
—Co 10 ~Cogq “Cogg e —Cp1n1

ist also die Matrix, welche aus der Bezoutschen Deter-
minante entsteht, wenn man die »te Zeile wegliBt und die
Elemente der n—1—w letzten Zeilen negativ nimnt.

§ 12. Die Matrix Nui.

LiBt man in N, die (1-41) erste Zeile weg, so erhilt man
die Matrix N,; von n—1 Zeilen und 2n—1 Kolonnen. Es besteht

die Formel
° n—1—2,

M, Ny = (— 1) st Py.Nu
P,.N,i entsteht aus P, - N,, wenn man die (A1) erste Kolonne
weglift. Bezeichnet man die Unterdeterminanten der Elemente
Sitznogaberichte der phys.-med. Sog. 37 (1905). 25
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in ¥—c¢y e, ... mit Ve 5O ist

n—1,n—1

Pv . Nvl = (_ 1) it !

cik

n—1—2"
also: M, N, = (—1) e 2”;7;.-
§ 13. Die Determinante qi.

LaBt man in der Matrix T die (A4-»-1) erste Zeile weg
(wo A<n ist), so entsteht eine Determinante 4, von 2n—2Reihen.
Wir unterwerfen ihre Zeilen der Substitution

1....» n41...0-1 mn...... 2n—2

(1....1/ n+v ... 2n—2 »41 ... .. n—|—v—1)
welche das Vorzeichen (—1)®@—D ®m——1 hat und erhalten die
Determinante M, .N, ;. Es ist

QG = (__1)(n—1) (n—v—1) My' Ny,,(

n—1.n—2

—r—d
yv,z(

§ 14. Die Unterdeterminante R

=1

1,n41
174042
Die zweite Unterdeterminate des Produktes a,, a,.,,..;.,
in R hat die Werte
— r+r—1
Rl,n+1 - (_1)“ q‘(

174442 n.n—1

2
= (_1) Vv
Der Wert der Unterdeterminante y,, hdngt nur von der
Summe der Indices »4-4 ab.

Yot — yv_1,7.+1 = yv+l’

§ 156. Rinderung der Bezoutschen Determinante.

Lehrsatz.
Die gerinderte Determinante:
n—1
Coo Co1 Coz “ Con1 X,
—1 «2
Cyo c, Cro ce e Cugy - l)xlx:
C —I\v2yn—3
Cao Co1 22 c o Cong (n2 )x1x2
n—1_n—I1
cn—1,0 cn—l,l c'n—l,2 L cn—l,n—l (—1) X,
n—1 n—1 n—2 g n—3 1 n—1 n-—1
- 2 oo (= 0
ye ( 1)y1 y2 ( 2 A A ( ) Y.
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ist gleich der (n—1) ersten Polare der Form, welche daraus
entsteht, wenn man y=x setzt F (x,y) =F(x,x) ,_,.
Yy
Beweis.

n—1 k=

i= n—1 n-— — n—1—
Pary=2 3 (DT e na T wnmT

2otk y itk
X,

F (x,X) = '2" ’z‘ (=D T %) P %

2n— . o
9 n 2(_ )g(zn 2) 2n—2 ox:)

0=2n-2 0 ,on

F (X-I—ly,x—l—ly):;zzo (—1)° (" 0 (x, A7) 2 (xydy,)°

0 =2n—2 m=2n—2—0 on—2

=3 3 3 )T T Ty gy et
=0 i+k=0 m=o

Die Polare F (%,%) o ist der Faktor von (371) 4" in

dieser Summe, hat also den Wert:
0=2n—2

2y ,2n— 2 n— n—l— 24k n—l—k k
Qfo i+k2 o (= 12)) Ce ) o) (37,407 Y %
n—1

F (-xlx)yn_1 =F (x,5)-

25*
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