Uber die stationdre Stromung einer Substanz mit
innerer Reibung und den Einflufs der Flastizitit

der Wand.
Von R. Reiger.

Aus dem physikalischen Institut der Universitit Erlangen.

Lingegangen am 4. Januar 1907,

In einer fritheren Arbeit habe ich!) gezeigt, dal sich das
Stromen zdhfliissiger und fester Korper durch enge Rohren
innerhalb weiter Grenzen quantitativ darstellen 148t durch die
Annahmen iiber die Fliissigkeitsbewegung, die zam Poiseuille-
schen Gesetze fiilhren. Die Versuche zeigten jedoch bei einem
Reibungskoeffizienten von der Grifenordnung 107 ein schwaches
Ansteigen der aus der Ausflulmenge nach der Poiseuilleschen
Formel berechneten Reibungskoeffizienten. Herr H. Glaser?)
hat auf meine Veranlassung die Versuche fortgesetzt und hat
beim Ubergang zu noch kleinerem Radius ein sehr starkes An-
steigen des Reibungskoeffizienten gefunden. Von einem be-
stimmten Radius ab floBf iiberhaupt keine Substanz
mehr durch die Rohre.

Es scheint somit zweifelhaft, ob der Reibungskoeffizient
zihfliissiger und fester Kolophonium-Terpentinslmischungen iiber-
haupt noch als eine Konstante anzusehen ist, da er vom Quer-
schnitt abhingig erscheint. Dal nicht die durch die Querschnitts-

1) R. Reiger, Ann. d. Phys. Bd. 19, S. 985. 1906. In dieser Arbeit
finden sich auch ausfiibrliche Literaturangaben iiber innere Reibung von
ziihfltissigen und festen Korpern. Nachzutragen ist noch eine Arbeit von
R. Ladenburg tiber die innere Reibung ziher Fliissigkeiten und ihre
Abhiingigkeit vom Druck (Dissertation. Miinchen), die in der Zwischenzeit

erschienen ist.
?) H. Glaser. Dissertation. Erlangen 1906.
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anderung bedingte Anderung der Geschwindigkeit maBgebend
ist, geht daraus hervor, daB der Wert des Reibungskoeffizienten
fiir eine bestimmte Rohre unabhéngig vom Druck gefunden wurde.

Zu der Annahme eines variabeln Reibungskoeffizienten be-
steht kein Anla, da die Erscheinung sich erkliren laBt auf
Grund der Poisson-Maxwellschen Relaxationshypo-
these') unter Beriicksichtigung der Elastizitdtsver-
héltnisse der Wand. Nach der Relaxationshypothese verhilt
sich eine Substanz in allen Aggregatzustinden wie ein elastisches
Medium. Die durch eine &ufere Kraft bedingte Deformation
ruft eine innere Kraft hervor, die der Deformation proportional
ist. Diese Kraft bleibt jedoch nicht bestehen, sondern ver-
schwindet infolge Relaxation der inneren Spannung. Eine Fliissig-
keit verhdlt sich nach dieser Theorie im ersten Moment wie
ein vollkommen elastisches Medium. Die Ungleichheiten des
Druckes verschwinden jedoch infolge der Relaxation, und es tritt
ein Gleichgewichtszustand unter Wirkung der &ufleren Krifte
erst ein, wenn gich eine gleichméfBige Druckverteilung im
Inneren der Fliissigkeit eingestellt hat. Die allgemeine Theorie
der Bewegungsgleichungen einer solchen Fliissigkeit wurde von
L. Natanson?) gegeben unter der Annahme, dafl von den Druck-
komponenten im Inneren der Substanz, die Normaldrucke X,
Yy Z, (nach der Kirchhoffschen Bezeichnungsweise) gegen den
gemeinsamen Wert p und die scherenden Drucke X, Y. Z, gegen
den Wert Null konvergieren.

1. Endwert der elastischen Reaktion eines rela-
xierenden Mediums bei der stationdren Stréomung. —
Im Falle der stationiren Bewegung reduziert sich die elastische
Reaktion einer Substanz, in der Relaxation eintritt, auf die
schon von Newton gegebene Beziehung:

du
p:_—');—d;,........(l)

d. h. der zur Stromungsrichtung parallel auftretende Druck ist
proportional einer Konstanten 5 (dem Koeffizienten der inneren
Reibung) und dem Geschwindigkeitsgefille senkrecht —zur
Stromungsrichtung. '

1 8. D.Poisson. Journ. de I’'Ecole polytechn. Heft. 20, S.139. 1831.
— J. Cl. Maxwell. Phil. Mag. (4.) Bd. 35, S. 129. 1868.
%) L. Natanson. Zeitschr. f. phys. Chem. Bd. 38, 8. 690. 1901.



-— 206 —

Betrachtet man zwei Ebenen AB und CD im Abstand dz
im Inneren eines Korpers, und ervfihrt AB gegen CD eine Ver-
schiebung dx parallel mit sich selbst, dann fillt die dadurch
hervorgerufene elastische Kraft in die Richtung der Ebene und
betrigt pro Flicheneinheit
p=n fl?f = Nw
dz !

/]

wenn n der Scherungsmodul der Substanz ist. Infolge der Rela-
xation der inneren Spannung nimmt p ab, und zwar erfolgt die
Abnahme der Spannung nach der Gleichung:
S—B:n%—?——%. I )
in welcher T die Relaxationszeit ist!), d. i. die Zeit, in der die
innere Spannung auf 1/e ihres Betrages sinkt.
Die Integration der Gleichung gibt:

Y l
p=—¢ T j‘ 1177-dt—|-C

I

dw
Fiir den Fall der stationdren Stromung, d. h. wenn —— — konst.

dt
geworden, nihert sich mit wachsender Zeit p dem Wert
_ wa _,du
P=0E4 = Tan

wenn u = dx die Verschiebungsgeschwindigkeit and y=nT

dt
der Relbnngskoefﬁzwnt ist?).

l)J Cl Maxwell, a. a. 0., S. 134.

?) Zu demselben Resultat gelangt man, wenn man von den Natan-
sonschen Bewegungsgleichungen ausgeht (a. a. 0., S.704). Beschriinkt man
sich von vornherein anf den Fall der inkompressibeln Fliissigkeit, dann ist:

ou @v E_’LV—
ax +: dy
(oder nach der Natansonschen Bezeichnungsweise & = o), und die
Gleichungen lauten:
ou du ou du 0 . (,p
(az"'a'*'éT‘*‘ oz) =28 7 ax
2 f8Cae | 8ty x| 7y (gt ] @ 0 oy |
ety T e | lex: T oy oz
fiir die Geschwind:gkmtskmnponente u und analog fiir v und w.
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2. EinfluB der Wand auf den Vorgang der Rela-
xation. — Im ersten Moment tritt nach der Relaxationshypothese
unter dem Einflul der deformierenden Kraft eine elastische Defor-
mation anf. Haftet die Substanz auf einer Seite an einer anderen
Substanz, so dafl kein Gleiten eintritt, so erfihrt auch die zweite
Substanz eine Deformation. Es ist dies derselbe Vorgang wie
bei der Deformation eines in Glas eingeschmolzenen Platindrahtes.
Dehnt der Platindraht sich aus, z. B. infolge von Erwirmung
beim Stromdurchgang, so bedingt diese Ausdehnung eine De-
formation der umgebenden Glaswand, die eventuell so groll sein
kann, dall ein Bruch der Glaswand herbeigefiihrt wird.

Im folgenden soll der Einfluf der elastischen Verschiebung
der Wand auf die Relaxation untersucht werden. Dabei ist
stets angenommen, daB die Substanz dem Einfluf der Schwere
entzogen ist, dal also keine Deformationen infolge des Kigen-
gewichtes der Substanz eintreten.

a) Konstante Deformation. Wird der Substanz, in der
Relaxation auftritt, (im folgenden mit A bezeichnet) eine scherende

. . . . d
Deformation erteilt, und diese konstant gehalten, so ist 2 =0

dt
und nach Gleichung (2)

p:nwe“'_tr,
d. h. die durch Scherung hervorgerufene innere Spannung
oder dadurch bedingte elastische Kraft nimmt ab nach einer
e-Funktion.

Wir betrachten ein Parallelepiped aus der Substanz A, das
oben und unten von der Wand aa und bb begrenzt sei (Fig.1).

Dabei ist o Dichte, T Relaxationszeit und n Scherungsmodul der
Flissigkeit. X ist die auf die Masseneinheit wirkende Kraft und p der Druck.
Cxx Cxy Cxz sind Funktionen der Koordinaten allein. Im Falle der
stationiren Bewegung werden fiir t = oo die Gleichungen:

ﬂ ou 13p a%u E)n)
! +v +" ‘55;"'9( +a\-+a,-

und analog fiir v und w.

Setzt man nT =y, so sind dies die gewdhnlichen Bewegungs-
gleichungen einer inkompressibeln Fliissigkeit mit innerer Reibung im
Falle der stationdren Bewegung. (Vgl. z. B. G. Kirchhoff, Vorlesungen
iiber Mechanik. Leipzig 1897, 8. 870.) -
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Die Winde aa und bb seien a a_ a a’
vollkommen starr, d. h. sie er-
fahren keine elastische Defor-
mation. (Dies wird angenihert
der Fall sein, wenn der Modul n
der Substanz A gegen den Modul N
der Wand sehr klein ist, z B. b b

Kautschuk n = 0,16 (kg/mm?), Fig. 1.

Eisen N="T7500 (kg/mm?).)

Dem Parallelepiped A soll eine Deformation erteilt werden,
dadurch, dafl bb festgehalten, a a nach a‘’a‘ verschoben und in
dieser Lage festgehalten wird.

Infolge der Relaxation verschwindet die innere Spannung und
damit die durch sie bedingte elastische Kraft. Ist der Relaxations-
prozell vollendet, so ist die Substanz in eine neue Gleichgewichts-
lage iibergegangen. Die Substanz behilt die Lage bba‘a’ bei,
anch wenn a’a’‘ nicht mehr festgehalten wird. Wird a‘’a‘ sofort
nach der Deformation, so lange keine Relaxation stattgefunden
hat, frei gelassen, so kehrt a‘a’ in die urspriingliche Lage
zuriick, wihrend es nur teilweise zuriickkehrt, wenn a‘ a’ wihrend
des Relaxationsprozesses freigelassen wird.

Der RelaxationsprozeB bewirkt den Ubergang einer ,elasti-
schen Verschiebung® ineine ,bleibende Verschiebung®.

Die Substanz A hafte statt an bb an einer vollkommen
elastischen Wand B lings cc. (Fig. 2.) Es werde wiederum bb
festgehalten, aa nach a‘’a‘verschoben und in dieser Lage fest-
gehalten.

Durch die Deformation von A _2a a  a al
erfihrt auch B eine Deformation, ' :
es gelangt dadurch cc nach c’c'.
Die Substanz B soll als vollkom-
men elastisch angesehen werden,
also in ihr soll keine Relaxation c|c c ¢
stattfinden. (Es ist dies der Fall, ' f
wenn die Relaxationszeit von B B
gegen die von A sehr groB ist,
so daf der Relaxationsprozef in A b b
abgelaufen ist, ehe in B eine merk- _ Fig. 2.
liche Relaxation eingetreten ist.)
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Mit der Abnahme -der Spannung in A nimmt auch die
elastische Kraft in A ab, die die Verschiebung von cc¢ nach
¢/ ¢’ bedingt. Der Gleichgewichtszustand wird gestort, und ¢’c
trachtet infolge seiner Elastizitdt in die urspriingliche Lagecec
zuriickzukehren. Dadurch wird der Substanz A eine neue
Deformation, diesmal in entgegengesetzter Richtung erteilt. Die
Gleichgewichtslage ist erreicht, wenn c¢‘c’ in die urspriingliche
Lage cc zuriickgekehrt ist und im Inneren von B alle Spannungen
verschwunden sind, sowohl die von der ursprimglichen Defor-
mation, als die von der Riickkehr der Wand in die urspriingliche
Gleichgewichtslage herrithrenden,

Haftet die Substanz an der Wand cc nicht vollkommen,
so ist der Gleitung bei der elastischen Deformation im ersten
Moment und bei der Riickkehr der Wand in die ursprﬁnvliche
Gleichgewichtslage Rechnung zu tragen.

b) Konstante deformierende Kraft. — Im folgenden
soll nicht die Deformation konstant gehalten werden, sondern
die Kraft, die diese Deformation hervorbringt, soll kontinuierlich
auch wahrend des Relaxationsprozesses wirken.

Die Substanz sei zunichst wieder von den starren Wénden
aa und bb begrenzt. Die konstante Kraft wirke anf aa. Im
ersten Moment tritt eine elastische Verschiebung auf, von der
ein Teil durch Relaxation in bleibende iibergeht. Da die elastische
Kraft der Substanz in jedem Moment der #uBeren Kraft das
Gleichgewicht halten muB, so muB eine neue elastische Ver-
schiebung eintreten. Im Inneren eines kontinuierlichen Mediums
besteht fir einen Raumpunkt stets dieselbe elastische Gleich-
gewichtsbedingung, aber infolge der Relaxation nimmt in jedem
Moment ein anderer Massenpunkt diese Lage im Raume ein.
Dadurch ist der Stromungsvorgang bei einem Medium, in dem
Relaxation auftritt, bedingt. KEr besteht in einem sténdigen
Ubergang von elastischer Verschiebung in bleibende.

Die Substanz A grenze nun lings cc wieder an die voll-
kommen elastische Substanz B. Auf aa wirke die kontinuierlich
wirkende Kraft. (Bei den untersuchten Kolophonium-Terpentin-
olgemischen kann z. B. die Glaswand als vollkommen elastisch
angesehen werden, da die Relaxationszeit von Glas sehr groff ist
gegeniiber der der Kolophoninm-Terpentinilgemische.)

Im ersten Moment tritt wieder eine elastische Deformation
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auf. Ein Massenpunkt P in A erfihrt eine Verschiebung, die
sich zusammensetzt aus einer elastischen Verschiebung £, relativ
zur Wand und einer Verschiebung &, der Wand. Eine Relaxation
findet nur in der Substanz statt. Zum Ausgleich der Storung
des Gleichgewichts sucht die wirkende Kraft den Massenpunkt
in dem einen, die Elastizitit der Wand ihn im entgegengesetzten
Sinne zu bewegen.

Die Elastizitit der Wand iibt auf die stromende Substanz
eine Kraft aus, deren Richtung der Stromrichtung entgegen-
gesetzt ist.

Diese Kraft kann auch wihrend der Stromung nicht ver-
schwinden, da die elastische Gleichgewichtsbedingung in jedem
Moment erfiillt sein muB. Tm Punkte P werden sich der Reihe nach
andere und andere Massenpunkte befinden, fiir die die elastische
Verschiebung &, ist, dagegen findet weder in der Wand noch
in der Grenzfliche eine Massenverschiebung statt, da hier kein
Teil der elastischen Verschiebung in bleibende iibergeht. Es
mufl somit die durch die elastische Gleichgewichtsbedingung
geforderte Verschiebung &, auch im Falle der stationdren Be-
wegung erhalten bleiben. Es wird also auch in diesem Falle
die Geschwindigkeit des Massenpunktes durch die Elastizitit
der Wand verzigert.

Man kann die Wirkung der Wand auch in der folgenden
Weise auffassen: Ein Teil des Uberganges von elastischer Ver-
schiebung in bleibende wird durch die Wirkung der Wand riick-
gingig gemacht. Die Wand wirkt also so, als ob die elastische
Kraft, die durch die Deformation in der Substanz hervorgerufen
wird, infolge der Relaxation nicht dem Wert Null, sondern dem
endlichen Wert p, zustreben wiirde, d. h. als ob die Relaxation
nach der Gleichung

dp__ do  p—p,

*=tw— T - - (3)
erfolgen wiirde. In diesem Falle ergibt sich fiir die stationdre
Bewegung

du du
p=p+nT=p+ng- - - - - &
In einer idealen Fliissigkeit, die dem EinfluB der Schwere

entzogen ist, treten nur Normaldrucke auf, und der Druck ist

Sitzungaberichte der phys.-med. Soz. 38 (1906). 14
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nach allen Richtungen derselbe. In einer Fliissigkeit mit Rela-
xation tritt dieser Zustand erst nach endlicher Zeit ein.

Bei der stationdren Bewegung treten im letzteren Falle
auler den Normaldrucken noch scherende Drucke auf, und

zwar ist p=y % die GroBe des in Richtung der X-Achse

wirkenden Druckes, wenn die Bewegung in der entgegengesetaten
Richtung -erfolgt. Grenzt die Fliissigkeit an eine vollkommen
elastische Wand, so tritt auller diesem scherenden Druck noch
der oben definierte Druck p, auf, der durch die Elastizitit der
Wand bedingt ist.

Die Grofe dieses Druckes p,, d.i. die riicktreibende Kraft
pro Flacheneinheit, ist umso grofer, je grofler die elastische
Verschiebung der Wand und je grofer der Modul der Substanz
(n) ist. Die elastische Verschiebung der Wand ist umso grofier,
je groBler der die Bewegung der Substanz bedingende Druck-
abfall und je kleiner der Modul der Wand N ist.

Man kann daher

pO:bl%-% N )
setzen, wo P/l der Druckabfall, der die Stromung bedingt, und
b eine Apparatkonstante ist.

3. Die stationdre Stromung durch enge Rohren. —
Der im vorhergehenden fiir die scherende Kraft bei der
stationdren Bewegung gewonnene Ausdruck soll im folgenden
dazu verwendet werden, um die Strémung in engen Rohren
abzuleiten. Die Substanz sei inkompressibel. Die Druckdifferenz
sei P!). Die X-Achse liege in der Rohrachse und die Z-Achse
senkrecht dazu, also in Richtung des Radius. Fir einen
Elementarzylinder, der von zwei Mantelflichen im Abstand z
und z-+-dz von der X-Achse begrenzt ist, ergibt die Gleich-
gewichtsbedingung zwischen den an den Grund- und Mantelflichen
angreifenden Kriften

d du
2ﬂZdZP:2TClE<n’(EZ+poZ)dZ-

') Wie dabei dem Druckabfall in den weiten RShrenteilen Rechnung
getragen werden kann, habe ich friiher gezeigt (a. a. 0., S. 9911f.).
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Dabei ist 1 die Lénge der Réhre und

po=a'—l

der oben def. Scherungsdruck.
Die Integration der Differentialgleichung gibt

P
u:4—nl(z2—4az)—|-A1gz—|—B.

Die beiden Integrationskonstanten A und B ergeben sich
aus den Grenzbedingungen. Es muf nidmlich A = o sein, da
fir z=o0 die Geschwindigkeit nicht unendlich grof werden soll.
Der Wert von A ergibt sich aus dem Wert von u fiir die Rohr-
wand. Da.die Substanz an dieser vollkommen haftet!), so ist
u=o fiir z=r und mithin

uz—%s(rz—zz)—4a(r-—z)}. N ()

Die AusfluBmenge ergibt sich unter Beriicksichtigung des
Vorzeichens zu

Q:j2nzdzu=%1;—lr(1—§%)’ e (D

d. h. die Ausflufmenge ist gegeben durch ein Produkt aus zwei
Faktoren, von denen der eine die durch das Poiseuillesche
Gesetz bestimmte AusfluBmenge ist, wihrend der zweite Faktor
vom Radius der Rohre abhingt und von der Konstanten a. Ist
a sehr klein, so unterscheidet sich der zweite Faktor wenig
von 1, solange nicht auch r sehr klein ist. In letzterem Falle
wird das Korrektionsglied merklich und die AusfluBmenge kleiner,
als der Poisenilleschen Formel entspricht. Fiir 3 r=28a
wird das Korrektionsglied 1 und mithin die Ausflufmenge Null. Es
ergibt sich somit aus der oben entwickelten Auffassungsweise
des Stromungsvorganges, dah bei einer Rohre von bestimmtem
endlichem Querschnitt kein Ausfluf mehr erfolgen kann.

In diesem Falle ist die Verschiebung der Substanz
durch die deformierende Kraft gerade gleich und ent-
gegengesetzt der Verschiebung durch die Elastizitiat
1) Im Falle der Kolophonium-Terpentinilgemische trifft dies zu, wenn
die Gemische heiB in die Rohre gefiillt werden. "
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der Wand, es tritt daher keine Bewegung ein. Manhat
ein dynamisches Gleichgewicht. Da das Korrektionsglied vom
Drucke nicht abhidngt, so macht eine Steigerung des Druckes
nichts aus, nur darf der Druck nicht so weit gesteigert werden,
daB ein Reiflen oder Gleiten der Substanz eintritt.

Tm téglichen Leben macht man von dieser Eigenschaft Ge-
brauch beim Kitten mit Substanzen, die an und fir sich leicht
dauernde Deformationen erleiden, in diinner Schicht zwischen
zwei Korpern aber ein festes Bindemittel bilden. Bei jeder
Deformation des gekitteten Korpers ist die Verschiebung in der
diinnen Kittschicht klein, die Verschiebung des die Rolle der
Wand spielenden gekitteten Mediums dagegen groff, und daraus
resultiert eine Wirkung, die eine Verschiebung an der Kittstelle
verhindert.

Die Grofe a in (7) laBt sich aus zwei Werten von Q be-
stimmen, wenn man zwei Réhren von solchem Radius nimmt,
dall fiir sie das Poiseuillesche Gesetz nicht mehr giiltig ist.
Wire die Konstante b in Gl. (5) gegeben, so wiirden die Ver-
suche auch den Modul n der Substanz geben, da der Modul N
der Wand der experimentellen Bestimmung leicht zugénglich ist.

Fiir zwei Gemische ergibt sich, die Dimensionen und ela-
stischen Verhéltnisse der Apparate als gleich vorausgesetzt,

a,:8,=1, : N,
d.h. die Konstanten a verhalten sich fiir verschiedene Gemische
wie die Scherungsmoduln.

Da ferner y=nT, so ist:

M. M2 g
T, =a,:a,.
Da u, und %, aus den Versuchen folgen, so ist auch das
Verhéltnis der Relaxationszeiten gegeben.

4. Vergleich von Theorie und Experiment. — Be-
zeichnet man mit 5’ den Reibungskoeffizienten, wie er sich aus
der Ausflufmenge nach dem Poiseuilleschen Gesetz berechnen
wiirde, so ist:

g1

rﬂ

Dabei sind der kritische Wert des Radius r,, fiir den kein
Strimen mehr eintritt, und der wahre Reibungskoeffizient 5 kon-
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stante Groflen im Gegensatz zu dem scheinbaren Reibungskoeffi-
zienten 5. Man sieht, der scheinbare Reibungskoeffizient hingt
nur vom Radins der Rohre ab, nicht von der Liinge der Rohre
und vom Druck. Dies stimmt mit den Versuchsergebnissen von
H. Glaser. .

Eine quantitative Anwendung auf die Versuche von
H. Glaser ist zunichst nicht moglich, da die Dimensionen und
Elastizitdtsverhdltnisse der Rohren verschieden sind. Unter der
Annahme, daB dieselben fiir alle Rohren die gleichen sind, sind
fiir die Beobachtungen mit der Lisung, deren Reibungskoeffizient
von der Grifenordnung 10° ist, die beob. und ber. Werte von
n' in der folgenden Tabelle nebeneinandergestellt. Die Kon-
stanten % und c sind dabei aus den beiden extremsten Werten
von 7’ berechnet. :

r 1,241 1,019}0,746 0,576 | 0,364 | 0,315 | 0,209

7'-10~ beob. | 4,53 | 459 | 5,62 | 7,91 | 252 | — | o©

7-10~° ber. | 4,53 ‘ 489 | 586 | 746 | 252 | o0 | oo
|

Die Ubereinstimmung ist eine geniigende, wenn man die
Fehlerquellen bei Beobachtung und Berechnung beriicksichtigt.

In einem Punkte zeigen Theorie und Beobachtung keine
vollkommene Ubereinstimmung. Die beobachteten Werte liegen
fir r = 1,241 cm bereits in dem Bereich, in dem der Reibungs-
koeffizient nach der Beobachtung konstant ist, wéhrend nach
der Berechnung noch eine weitere Abnahme von %' mit wach-
sendem Radius erfolgen wiirde und 5 fiir r = oo gleich 3,38
werden wiirde.

Wenn_ die Ubereinstimmung hierin keine vollkommene ist,
so mub beachtet werden, daf wir eine Reihe von Faktoren bei
der mathematischen Ableitung nicht beriicksichtigt haben.

Es sind dies: .

1. die Kompressibilitét,
9. die elastische Nachwirkung.
3. die Inhomogenitit,
4. die Gleitung
der Substanz.

Die Hypothese der Inkompressibilitit wird bei allen Fliissig-

keitsbewegungen gemacht, und soll daher im folgenden zunéchst
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nicht darauf eingegangen werden. Dagegen sollen die anderen
Faktoren kurz besprochen werden.

Es wurden bisher zwei Arten von Verschiebungen im Inneren
eines Korpers unterschieden: Die elastische Verschiebung und
die bleibende. Der Relaxationsprozef wurde aufgefalt als der
Ubergang von elastischer Verschiebung in bleibende. Neben
der bleibenden Verschiebung tritt bei der Deformation eines
festen Korpers noch eine dritte Art von Verschiebung auf, die
Verschiebung infolge der Nachwirkung. Die elastische Nach-
wirkung bewirkt, daf die in einem Korper hervorgerufene De-
formation nicht sofort in ihrer ganzen Grofe eintritt, es ist
vielmehr eine lingere Zeit dazu-notig. Nach Aufhebung der
Deformation kehrt der Korper nicht sofort, sondern innerhalb
lingerer Zeit in seine urspriingliche Lage zuriick, soweit nicht
Relaxation sich geltend macht.

Inwieweit die Erscheinungen der Nachwirkung sich durch
Inhomogenitdt in der Substanz erkldren lassen, soll zunichst
nicht weiter ausgefiihrt werden.

Die Inhomogenitit einer Substanz kann von zweierlei Art
sein. Sie kann eine in der Natur der Substanz begriindete sein,
wenn sich diese aus zwei Komponenten aufbaut. Dies ist wahr-
scheinlich bei Gelatine der Fall?).

Sie kann ferner eine zufillige sein, z. B. durch die Art
des Erstarrens bedingt sein.

Bei Kolophonium-Terpentinolgemischen ist die Inhomogenitit
zweiter Art in den engen Rohren sicher vorhanden. Diese ist
bedingt durch die groBen Volum&nderungen, die beim Erstarren
eintreten, und die trotz sorgfiltiger Kiiblung jedenfalls vorhanden
sind, was schon aus dem Verhalten des reinen Kolophoniums
hervorgeht, bei dem trotz sorgfiltiger Kiihlung ein Springen in
den engen Réhrenteilen eintritt.

Ist eine solche Inhomogenitit vorhanden, so sind in einzelnen
Schichten Verschiedenheiten des Moduls und der Relaxations-
zeit vorhanden?). Dadurch kénnen im Innern der Substanz

1) Vgl iiber den Aufbau organischer Kolloide G. Quincke, Ann.
d. Phys. Bd. 10, S. 673. 1903.

*) Man vgl. hierzu das Verhalten von gezogenen, gehirteten und
langsam gekiihlten Driihten, die wesentlich verschiedenc Elastizitiits-
konstanten haben. AuBer den elastischen Nachwirkungen sind auch dic
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analoge Erscheinungen auftreten, wie sie durch die Elastizitit
der Wand bedingt sind. Inwieweit diese Erscheinungen bei den
Kolophonium-Terpentinslgemischen eine Rolle spielen, miissen
weitere Versuche zeigen. Der Einfluf einer vorhandenen Gleitung
auf die Beobachtungsresultate wird im folgenden besprochen.

5. Ist auch bei gewohnlichen Fliissigkeiten ein
EinfluB der Elastizitit der Wand vorhanden? — Die-
selben Erscheinungen wie bei Kolophonium-Terpentinjlmischungen
miissen auch bei gewdhnlichen Fliissigkeiten auftreten. Die
Zunahme des scheinbaren Reibungskoeffizienten tritt jedoch nach
Versuchen von H. Glaser?!) bei Terpentinil erst bei einem so
kleinen Radius auf, daB die Beobachtungen durch Staubteilchen
sehr stark beeinflulfit werden und daher sichere Messungen nur
sehr schwer anzustellen sind.

Ob wir einen Einfluf der Elastizitit der Wand erwarten
konnen, hidngt von der GrioBe des Moduls der Fliissigkeit ab.
Uber die GroBe des Moduls der Fliissigkeiten wissen wir nichts.
Aus dem optischen Verhalten der Fliissigkeiten bei der Defor-
mation hat man vielfach einen SchluB auf die GroSe ihres
Scherungsmoduls gemacht.

Bringt man eine Fliissigkeit zwischen zwei konzentrische
Zylinder, von denen der eine in Rotation versetzt wird, so tritt
bei einer Reihe von Flissigkeiten Doppelbrechung auf, bei
anderen dagegen nicht. Da 5 =nT, so schlieft man: Wenn
von zwei Fliissigkeiten mit ungefihr demselben Reibungs-
koeffizienten die eine starke Doppelbrechung zeigt, die andere
dagegen nicht, so muB fiir die erste die Relaxationszeit grofi,
fiir die letztere klein sein, und die obige Beziehung ergibt dann
die entsprechende Annahme iiber die Grofe des Moduls.

Dieser SchluB ist jedoch an und fiir sich keineswegs notig?),

bleibenden Deformationen verschieden, was auf eine verschicdene Rela-

xationszeit hinweist.
) H. Glaser a. a. 0, S. 18,
?) Fiir Gelatinelosungen in plastischem Zustand ist die Relaxations-

zeit sehr groB, der Modul ist schon im festen Zustand klein und nimmt
mit waehsender Temperatur ab. Dies liBt es wahrscheinlich erscheinen,
daB fiir Gelatinelésungen in der Tat die obige Annahme zutrifft. Ebenso
konnte man aus der Groge des Moduls im festen Zustand bei den Nicht-
Kolloiden auf die GroBe im flilssigen Zustand schliefen. Doch ist auch

dieser SchluB keineswegs bindend.
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denn einmal kann der Unterschied in den optischen Konstanten
sehr groB sein, und vor allem ist zu beriicksichtigen, daf die
erteilten Deformationen sebr groff sind. Wir kennen aber an
sehr vielen Korpern die Erscheinung, dal sie bei rascher De-
formation sich sprode verhalten, wéihrend sie bei langsamer
Deformation starke Formverdnderungen erfahren konnen. Dies
Verhalten ist bedingt durch die GroBe zweier Eigenschaften der
Substanz, durch die Gréfe der Relaxationszeit und die Grenze
der momentanen Deformation, die nicht ohne Aufhebung der
Bruchfestigkeit iiberschritten werden darf. Diese Grenze ist
fiir verschiedene Korper selr verschieden, man vergleiche nur
das verschiedene Verhalten von Glas oder Eis einerseits und von
wasseriger Gelatine und Kautschuk andererseits. '

Wird bei einer Flissigkeit schon bei einer kleinen Defor-
mation die Grenze tiberschritten, bei der eine Art von Reifien
eintritt, so erklirt sich daraus das Fehlen des optischen Effekts,
auch fiir den Fall, daf die optische Konstante einen endlichen
Wert hat. Das Reifen wird gewdhnlich nicht an der Wand
selbst, zumal wenn die Fliissigkeit an dieser haftet, eintreten,
sondern im Inneren der Fliissigkeit. Wir haben nicht ein Gleiten
an der Wand, sondern ein Gleiten von Flissigkeitsschicht an
Fliissigkeitsschicht in der Nihe der Wand.

DaB bei fliissigen Gelatinelosungen ebenso wie bei festen
starke Formverinderungen moglich sind, ohne daf ein Reifien
eintritt, dafiir spricht die Erscheinung, daB beim Herabfallen
eines einzelnen Tropfens sich dieser bei Gelatine zu einem Faden
deformiert, wihrend bei Wasser ein Reifien eintritt. Es wird
daher auBer dem GroBenunterschied der Relaxationszeit auch
der Unterschied der Schubfestigkeit bei der Stromung eine Rolle
spielen.

Tritt bei den raschen Fliissigkeitsbewegungen bei Rotation
des Zylinders ein Gleiten der Substanz ein, so ist die Frage,
ob auch schon bei den langsamen Fliissigkeitsbewegungen beim
Stromen durch Kapillaren eine Gleitung eintritt.

Tritt eine Gleitung an der Rohrenwand ein, so ergibt
sich fiir die AusfluBmenge Q pro sec.!)

_=P n.)
=g (4417

1) G. Kirchhoff 3. a. 0., S. 378,
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wo 1 eine von der Natur der Flissigkeit und des beriihrenden
Korpers abhdngige Konstante ist.

Bezeichnet man mit »’ den scheinbaren aus der Ausflufi-
menge nach dem Poiseuilleschen Gesetz berechneten Reibungs-
koeffizienten, so ergibt sich

’}7 = 17’ (1 —-I—'Ig)y
wenn man d=47—,{ setat.

Fiihrt man noch das oben definierte Korrektionsglied ein, so
héingt es von der Grofle der Differenz d—c ab, ob eine Ab-
weichung vom Poiseuilleschen Gesetz auftritt oder nicht. Es
ist somit in vielen Fillen moglich, daf die beiden Korrektions-
glieder sich gerade aufheben, wenn die Versuchsbedingungen
nicht innerhalb weiterer Grenzen variiert werden, als dies ge-
wohnlich der Fall ist.

Eine Gleitung von Fliissigkeitsschicht an Fliissigkeitsschicht
in der Nahe der Wand darf erst von einem bestimmten Druck an
auftreten, es muf also der scheinbare Reibungskoeffizient vom
Drucke abhéngig sein, denn der Einfluf der Elastizitit der Wand
gibt von diesem Druck ab eine riicktreibende Kraft, die nicht
mehr einfach proportional der angewandten Druckdifferenz ge-
setzt werden darf. '

In der Tat hat G. Wetzstein?) eine Abhingigkeit des
aus der AusfluBmenge nach dem Poiseunilleschen Gesetz be-
rechneten Reibungskoeffizienten gefunden und fiihrt dieselbe auf
Gleitung zuriick.

DaB auch bei Fliissigkeiten ein Wachsen des scheinbaren
Reibungskoeffizienten eintritt, wenn die Bedingung des Haftens
erfiillt ist, dafiir sprechen neuere Versuche von Denning und
Watson?) iiber die Viskositit des Blutes.

Uber die Ole, bei denen infolge der griBeren Elastizitits-
grenze die Erscheinungen jedenfalls leichter zu verfolgen sind,
liegen bis jetzt noch keine Versuche vor.

Auf die Bedeutung der oben entwickelten Anschauungen
fiir geologische Verhiltnisse, speziell auf die Rolle bei der Stromung

) G. Wetzstein. Dissertation. Miinchen 1899.
?) Denning u. Watson. Nature Bd. 75, S. 47, 1906,
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von zihflissigem Magma und auf die Bewegung von Eis in
engen Kanilen sei nur verwiesen.

Die Anwendung der im vorhergehenden entwickelten An-
schanungen auf die Gleichgewichtszustinde bei der Beriihrung
eines vollkommen elastischen Mediums mit einem Medium, in
dem Relaxation auftritt, und bei der Beriihrung zweier Medien
mit Relaxation fiihrt zu einer Theorie einer Reihe von Ober-
flichenerscheinungen. Die weiteren Ausfithrungen iiber diesen
Gegenstand sollen einer spiteren Publikation vorbehalten bleiben.

Erlangen, Physik. Institut der Universitit, Dezember 1906.
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