Uber die Auflosung linearer Gleichungen mit
unendlich vielen Unbekannten.
Von Emil Hilb.

Die Frage nach der Auflosbarkeit unendlich vieler linearer
Gleichungen wurde bekanntlich von den Herren Helge von
Koch, Hill und Poincaré in Angriff genommen und neuer-
dings von Herrn Hilbert!) einer sehr tiefgehenden Unter-
suchung unterzogen, die dann von Herrn Schmid? noch be-
deutend weiter gefithrt wurde.

Herrn Toeplitz®) war es nun gelungen, einen Teil der
von Herrn Hilbert gewonnenen Resultate auf einfachere Weise
abzuleiten und zu ergéinzen, indem er die sogenanute ,Jacobische
Transformation“ quadratischer Formen auf quadratische Formen
von unendlich vielen Verdnderlichen ausdehnte. Diese Ein-
fiihrung einer Jacobischen Transformation erweist sich aber
bei den hier herrschenden noch ziemlich einfachen Verhiltnissen
als durchaus iiberfliissig und 146t sich durch Einfithrung einer
von Hilbert und in etwas anderer Form schon von Neumann
beniitzten Reihenentwicklung ersetzen, wodurch eine in jeder
Hinsicht einfache und elementare Ableitung gewonnen wird.

§ 1.
Definitionen und Hilfssiitze.

a) Eine Bilinearform von unendlich vielen Verdnderlichen
mit reellen Koeffizienten:

Ax, y) =

ik 1yk

N‘MB

a.
i, k=1
1) Goettinger Nachrichten 1906, S. 157ff.
?) Rendiconti di Circolo Mathematico di Palermo 1908.
3) Goettinger Nachrichten 1907. Die Jacobische Transformation
der quadratischen Formen von unendlich vielen Veriinderlichen.
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heifit beschrankt!), wenn eine positive GroBe M existiert, so
daB fiir jedes n der n* Abschnitt.
A, (xY)= Za,xy,
f, k=1
dem absoluten Betrage nach kleiner ist als M, wenn

®x),=3x'=1, (y,y),=23y =1
i=1

=1

R 2 . o
Fiir 2 X, schreiben wir einfach (x, x).
i=1

b) Es seien A(x,y) und B (x.y)2 beschrinkte Bilinear-
formen und |A (x, y)] < M, [B(x, y)) <N, wenn (x, x)<1,
(y,y) <1. Unter der Faltung oder dem Produkte von A(x,y)
und B (x,y) verstehen wir den Ausdruck:

» ROA(x 0B (x.y)
(W A(x) By = SOERY TR,

Die Faltung der 2 beschrinkten Bilinearformen existiert
und ist eine beschrinkte Bilinearform, ihr absoluter Betrag ist
kleiner als M-N, wenn (x,x) <1, (y,y) <1%).

¢) Das Maximum des absoluten Betrages einer quadratischen
Form

A (x,x)= S*a,kx.xk

i
f, k=1

ist, wenn (x,x), <1, gleich dem absolut genommenen reziproken
Wert der absolut kleinsten Wurzel der gleich o gesetzten Dis-
kriminante der Form (x,x),—i A (X,X), also gleich der absolut
kleinsten Wurzel von:

—la,, —Aa, |

10 127 in?

1—ia
—ia,, 1—ia,, —da,.

@) [(x,x),—4 A, X)) = Tl T e
. —la,, —Aa, 1—ia
d) Es sei A(xx) eine beschrinkte Form, dann setzen wir
) A(x) AN =A% 1 A% ALY =AY, -,
A%, )AL N=A"xy).

1) Hilbert I. c. S. 176.
) Hilbert ). c. 8. 179.



Sei nun:
ABXN=ENF2AENFI A )+ A )
so konvergiert diese Reihe nach dem Satze b, wenn 1 kleiner
ist als der reziproke absolut grofte Wert von A (x,y), wobei
immer (x,x) <1, (y,y) <1. Es istndmlich das Restglied, wenn
n+41
wir mit dem n - 1" Summanden abbrechen, kleiner als 1__%T[

Es gilt dann identisch die Gleichung:
@) A%y —2A (%) A+, ¥) = (%),

wie man sofort verifiziert.

§ 2

Die Resolvente einer beschriinkten, positiv-definiten

unendlichen quadratischen Form.

Es sei:

PR
A(x,x) = 2 aXX,
i, k=1 .
eine beschrinkte reelle quadratische Form von folgenden Eigen-
schaften.

I. Die Form sei positiv-definit, d. h. fiir reelle Argument-
werte von konvergenter Quadratsumme nie negativ.

IT. Die Wurzeln 2 der gleich o gesetzten Diskriminanten
der Formen (x,x) —2A (X,x) sollen bei in das Unendliche
wachsendem n den Wert oo nicht als Haufungspunkt besitzen,
o soll keine Verdichtungsstelle sein.

Es folgt dann ans I, daB die Wurzeln der Diskriminante
fir noch so grofes n nie negativ sein konnen; nach II kann
man einen endlichen, positiven Wert 5 so angeben, dal gewill
von einem bestimmten n ab alle Wurzeln der Diskriminante
fiir noch so grofles n kleiner als 5 sind. Da A (x,x) ferner
eine beschrinkte Form ist, so kann man nach (c) eine hier
positive GroBe & angeben, so daB fiir alle n die Wurzeln 1
grofer sind als & wobei & wesentlich von o verschieden ist.

Unter der Resolvente A™'(x,x) von A(x,x) versteht man
eine Form, welche die Eigenschaft hat, daB:

) A ) A7) =)

ist.



— 87 —

Setzt man
A-Y(x,y) =aX,+ax,4 ...,
wobei a;, a, . . . lineare Funktionen von y,y, . .. sind, so
folgt durch Gleichsetzung der Koeffizienten von x, daB, wenn
A7Y(x,y) existiert und eine beschriinkte Form ist, wir in den a
ein Losungssystem mit konvergenter Quadratsumme der unend-
lich vielen linearen Gleichungen:
» X .

(6) qiap“a‘lzyl’ fir p=1...00
besitzen.

Um die Existenz einer beschrinkten Reziproken A™'(x,x)
nun zu beweisen, setzen wir:

B=(xx)—aA,

wobei a positiv und kleiner sei als £ Wir bezeichnen mit 1 die
Wurzeln der Diskriminante von

(x,x), —A((x, X),—aA_(X,X)).

Nun ist aber:

(7) (X, X)n_ ;' ((X, X)n—a An(x’ X)) =
alA (x,
-y (w200,

Die Wurzeln 4 sind also mit den zu (x,X),—AA (X, X) ge-
horigen Wurzeln 1 durch die Gleichung

at =1 oder 1=
-1 l—a

v

®)
verbunden.
Dem Intervalle (&, 5) entspricht also ein Intervall (&, n),
das zwischen 4 1 und -} oo gelegen ist, innerhalb dessen fiir
jedes noch so groBe n die Wurzeln i liegen. & und #, sind
dabei wesentlich grofer als 1 und wesentlich kleiner als un-

endlich.
Fiithren wir nun in () B ein, so erhalten wir:

ol

©) A9 gt 0=y,
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Diese Gleichung ist aber identisch mit (4), wenn wir statt
AT (xy)

A(4;x,y) jetzt a

, statt 1 jetzt 1 und statt A(x, y)

B (x,y) schreiben.

Da nun nach dem eben ausgefiihrten unter Beriicksich-
tigung von (c) folgt, daB der Wert 1 wesentlich kleiner ist
als der reziproke absolut griofite Wert von B (x,y), so existiert
gemdlB (A)A7'(x,y) und ist eine beschrinkte quadratische Form.

§ 3.
Die Resolvente einer beliebigen beschrﬁn_kten reellen
Bilinearform.

Nach einer Bemerkung von Herrn Toeplitz?!) 1ifit sich
der allgemeine Fall auf den eben behandelten zuriickfithren.
Es sei A eine gegebene beschrinkte reelle Bilinearform:

' Ax,y) = 2, Xy,.
Wir bilden dann:
(10) Ax) A(x,-) = 3 (Ja,x,- Ja,x) = 3(Ja,x),
ki j ki

welche Form bei unseren Voraussetzungen nach (b) beschriankt
und, wie unmittelbar evident, symmetrisch und positiv-definit ist.
Fiir die quadratische Form A(x,-) A(X,-) ist nun die Bedingung I
des § 2 erfillt, ist auch II erfiillt, so existiert nach den Aus-
fithrungen des letzten § eine Resolvente R(x,x), so dal:

(11 AX) AL ) RO =(xY)

Es ist also A(s,x) R(s,y) die gesuchte Resolvente von
A(x,x).

Ferner hat Toeplitz gezeigt, dal die angefiihrten Be-
dingungen auch notwendig sind fiir die Existenz einer be-
schrinkten Resolvente?).

Ich mochte noch zum Schlusse auf eine Bemerkung von
Herrn Toeplitz in der erwédhnten Arbeit zuriickkommen.

H1Loe
Le

.1
)1 e S 8. .

[N e]
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Toeplitz bringt némlich ein Beispiel!), in welchem o« Ver-
dichtungswert ist und doch eine beschrinkte Resolvente existiert.
Ich kam nun in meiner Habilitationsschrift: ,Uber Integral-
darstellung willkiirlicher Funktionen“?) von anderer Seite her
auf eine grofe Anzahl derartiger Beispiele. Aus den dort ge-
gebenen Untersuchungen ergeben sich leicht die Bedingungen,
unter denen eine beschriinkte Resolvente existiert, wenn oo ein
Verdichtungswert ist.

HleS 7.
2) Die Arbeit erscheint im 1. Heft des Bandes 66 der mathematischen
Annalen.
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