Integraldarstellungen willkiirlicher Funktionen.
Von Emil Hilb in Wiirzburg.

Es soll an einem einfachen Typus von Differentialgleichungen
mit einer singuldren Stelle eine neue Methode zur Gewinnung
der daraus entspringenden Integraldarstellung willkiirlicher
Funktionen erértert werden.

Gegeben sei die lineare Differentialgleichung

S 2
1) L(u)=(%s%+‘%—l—u=(),
in welcher der Einfachheit halber g(s) in der Umgebung von
s =0 insbesondere fir 0 <s < 1 eine reguldre analytische, in
s =0 verschwindende Funktion sein moge. Dann hat 1) die
Fundamentallgsungen
2) (4, 8) = s“]]'l(s), (4, 8) = S—Alﬂz(s)y
wobei IL,(0) =1, IL,(0)=1, u,(—4,s) =u,(4,s) ist.

Fiir grofie |4| hat man in bekannter Weise die asymptotischen
Darstellungen

3) 14, 8) s A 1,1, s
Wir fithren ferner die Losung ein
4) u(d, 8) =ug(%, 1)u, (4, 8) —uy(4, 1) uy(4, 9).
Es sei
5) A=a- gi, >0, dann setzen wir
— 1, 5) 1, (4 .S) ui(;"—t)—, wenn s>t
22iu,(4, 1) =
6) VhsY 0 hus)
= wenn s <t.

T 22iw,(4,1)
V (4 s, t) ist eine Losung von 1), die fir s=1 ver-
schwindet; ihre Ableitung erleidet an der Stelle s=t den

Sprung — tl Ferner folgt in bekannter Weise') aus der Ortho-

1) Jordan, Cours d’Analyse, Bd. III, p. 401
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gonalititsrelation, welche fiir 8 > 0 anwendbar ist, dag u,(4,1)
fiir keinen komplexen Wert von 4% verschwindet, daB ferner die
rein imagindren Nullstellen in bezug auf 1 stets nur einfache
sind, Die zu rein imaginiren 1 gehorigen Nullstellen konnen
nur in endlicher Zahl auftretent). Es sei speziell
) p=a,+ip;, f>0.

Wir wihlen in der i-Ebene Rechtecke Qx mit den Ecken k,
k +k,i, —k, +k,;i, —k,. Q« enthalte den Punkt x und alle
zu rein positiv imagindren 1 gehorigen Nullstellen von u,(4,1)
in seinem Inneren. Dann ist, wenn etwa s >ft,

1 R 1) u,(4,,s) u,(i,, t
8) %fv—l(_ii’—)(“':Z - 1(4y 8) 1y ( )
" 204 (d—l Uy (4, 1)) A=, (A,—m)

Q
+ Vim, s, 1).

Lassen wir dann die k so wachsen, daf 3 Seiten des Recht-
eckes ganz in das Unendliche riicken, so #ndert sich die rechte
Seite von (8) nicht; der absolute Betrag des Integrals der linken
Seite, genommen iber die 3 in das Unendliche riickenden Seiten, *
konvergiert nach 0, wie (3) unmittelbar lehrt.

Also erhalten wir fiir die linke Seite von (8) das fiir alle
in Betracht kommenden Werte von s und t, (s>>t), gleichmaBig
konvergente Integral
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Daher ist
PQU‘X) 1) Hl(lx,S) ui('lz’ t')

C/d
21,1 (ﬁ u, (4, 1)) 1= 1 1)

9 Vst=—2

u(, s)u(4, t)
4nfut—wnmzn%ul)“

T8 [n, (91 D4 G u @) 4,
=3 T @ =) (1) k) |

1) Math. Annalen Bd. 66, S. 35.
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~ Setzen wir in'(8) statt 21— p jetzt 14-p, so folgt
L DL L
| [ ‘21,,‘1((-171111(1,1)),1:1% (4w

1 ?ou’(z,s)u(l t)da
Ay = (L) u, (3, 1)

1T, 8) [, (5 8y Gy 1) 1, (451, (4, )
+ion [0 @— ), (605601 az.

Aléo hat man fiir s>t und, wie man ebenso zeigt, fiirs <t
Uy (A, 1)y (A, 8)uy (4,,1)

1) Vs == m5 1
x 1 (Hu1 (1,1) )z:zx

0
1 ru(d,s)u(d,t)d
22 ) =)0, G D1, G

Aus dieser Darstellung der Greenschen Funktion erhilt
man in bekannter Weise die Darstellung willkiirlicher Funk-
tionen. '

Die hier beniitzte Methode der direkten Partialbruch-
zerlegung der Greenschen Funktion wurde in etwas anderer
Form von Birkhoff bei Reihenentwicklungen, welche aus
allgemeinen linearen homogenen Differentialgleichungen ent-
springen'), angewendet; ohne die Arbeit von Birkhoff zu
kennen, behandelte ich mit dieser Methode zundchst die aus
homogenen?), dann aber auch die meines Wissens, auBer bei
Herglotz in einem Spezialfalle, tiberhaupt in keiner Weise unter-
suchten, aus inhomogenen Differentialgleichungen entstehenden
Reihenentwicklungen®). Auch schon bei Hellinger findet sich
der Cauchysche Integralsatz in den Mittelpunkt der allgemeinen

1) Transactions of the mathematical Society October 1908.
2) Math. Annalen Bd. 71, Heft 1.
3) Crelle, Journal Bd. 140.
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Theorie der quadratischen Formen gestellt. Im Anschluf an
diese Ausfilhrungen méochte ich noch bemerken, daB, wie
ich durch Herrn Bocher aufmerksam gemacht werde, ein grofer
Teil der oszillationstheoretischen Resultate der Doktordissertation
von Haupt sich bei Birkhoff!) findet, wenn auch die Ab-
leitungen sich wesentlich unterscheiden.

1) Transactions of the mathematical Society April 1909.
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