Uber die Ausmessung der Parabel
‘ von
Thabit b. Kurra al-Harrani}).

Von Heinrich Suter in Ziirich.

Der bedeutende arabische Mathematiker und [bersetzer
aus dem Griechischen 7hdbhit h. Kurra al-Harrdni?) (d. h.
aus Harrdn gebiirtig, im nordlichen Mesopotamien zwischen
Urfa oder Edessa und al-Rakke gelegen) hat sich auch mit
der Ausmessung der Parabel und der Paraboloide beschiftigt.
Auf die Ausmessung der letzteren wird vou /bn al-Haitham?)
in seiner iiber den gleichen Gegenstand handelnden Schrift auf-
merksam gemacht, die wir in der Biblioth. mathem. vor vier
Jahren in Ubersetzung und mit Kommentar versehen verifent-
licht haben?). Man wiirde daher wohl jetzt in erster Linie
die Veroffentlichung der Abhandlung des Thdihit iiber die Aus-
messung der Paraboloide erwarten: allein da diese, was die
Methode der Darstellung anbetrifft, ganz derjenigen iiber die
Ausmessung der Parabel nachgebildet ist, diese also gleichsam
die Grundlage fiir jene bildet, so ist es gewil am Platze, dal
die Ausmessung der Parabel der des Paraboloides auch in der
Veroftentlichung vorausgehe, wie es auch natiirlicherweise von
Thabit selbst gehalten worden ist: er zitiert in der Tat in
seiner Abhandlung iiber das Paraboloid mehrmals diejenige iiher
die Parabel.

1) Ich benutze eine etwas andere Transskription als H. Wiedemann.
Es entsprechen sich th=1t dj=g kh=ch, k=q, y =

2) Uber sein Leben (er lebte von 826—901) und seine Werke vgl.
H.Suter: Die Mathematiker und Astronomen der Araber und ihre Werke,
in Abhandlgn. z. Gesch. der mathem. Wissensch. X (1900, X, 3438,

3} Siehe in der eben genannten Schrift 8. 91--95.

) Vgl. Biblioth. mathem. 12, (1912), S. 280—332.

Sitzungsberichte der phys.-med, Soz, 4% 1918), )
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Beide Abhandlungen des TR @b+t sind, so viel mir bekannt
ist, nur noch in Paris vorhanden (Biblioth. nationale, nach dem
Kat. von de Slane Ms. 2457, 24° [Paraboloid], 25° |Parabel]),
diejenige iiber die Parabel auch noch in Kairo (Kat.v.K. Vollers,
V. Bd. S. 200, Nr. 15)Y). Von beiden Abhandlungen erhielt ich
durch Vermittlung von Herrn E. Blochet auf der Bibliothéque
nationale Photographien in Weil3 auf Schwarz, wofiir ich ihm
auch an dieser Stelle meinen verbindlichen Dank ausspreche.
Da das Lesen der Handschrift iiber die Ausmessung der Parabel
keine besonderen Schwierigkeiten bot und dieselbe auch keine
Stellen aunfweist, die verschiedene Lesarten und Auffassungen
zulassen konnten, so habe ich auf eine Kollation mit dem Kai-
renser Manuskript verzichtet?).

Die Abhandlung iiber die Ausmessung der Parabel nimmt
in der genannten Handschrift (2457,25°) die Seiten 122"—134"
in Anspruch, es sind Oktavseiten (13 X 9 cm) zu 27—29 Zeilen;
die Schrift ist ein sehr kleines, aber ziemlich deutliches Neskhi,
die diakritischen Punkte fehlen bisweilen, die Figuren sind sehr
fein, manchmal zu fein fiir das Auge ausgefithrt, aber auch
teilweise unvollstindig und mangelhatt, immerhin bot die Ab-
schrift und Ubersetzung keine wesentlichen Schwierigkeiten. —
Dieses Pariser Ms. 2457 ist die beriithmte Handschrift, iber die
seit Woepcke?) die Ansicht besteht, sie sei ein Autograph
des bedeutenden persischen Geometers 4 b4 Sa“id al-Sidjxi*).
Woepcke schreibt an der zitierten Stelle: La bibliothéque
nationale posséde un manuscrit écrit presque entiérement de la
main de ce géomeétre a Shiraz, pendant le cours de l'année 358
de I’hégire, ainsique l'attestent les post-scriptum ajoutés a la
fin de plusieurs des morceaux qui composent ce manuscrit. — Aller-
dings kommt in verschiedenen Abhandlungen der Handschrift, wie
z. B. in der iiber die Ausmessung der Paraboloide, am Schlusse die
Bemerkung vor: geschrieben von d/imed b. Mak b."Abdeldjalil
al- Sidjx% in Shirdx ete.; aber dies ist kein Beweis dafiir, dali

1) Vgl. auch meine Ubersetzungen aus diesem Katalog in Zeitschr.
f. Math, u. Phys. Bd. 38 (1893), hist-litterar. Abteilg. 8. 20, Nr. 15.

?) Sje wire auch in der gegenwirtigen Zeitlage kaum moglich ge-
wesen.

%) L’Algébre & Qmar Alkhayydmi ete. Paris 1851, 8,117, Note I,

4) Vgl. meine ,Mathemat. u. Astron. d. Araber® etc. 1. e. 8. 80,
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dies wirklich die eigenhindige Schrift dieses Geometers sei,
denn bekanntlich warden oft solche Unterschriften auch von
spiteren Abschreibern wiederholt, Und in der Tat glauben
wir auch, daf, wenn Woepcke diese Abhandlungen, besonders
die iiber die Paraboloide genau durchstudiert hitte, er zu einer
andern Ansicht gekommen wire, denn es kommen in der letat-
genannten (und diese ist von der gleichen Hand geschrieben
wie die iiber die Parabel) so viele Auslassungen, Wiederholungen,
schlechte Figuren vor, dall man unmiglich annehmen kann, dal
ein so hervorragender Gelehrter wie Ah+ Sa“id al-Sidyxi
es war, eine Abhandlung in dieser FKorm niedergeschrieben
haben konnte, auch wenn er, wie wir nach der Datierung an-
nehmen miissen, noch ein junger Mann von etwa 20 Jahren
gewesen sein muf, als er diese Abhandlungen abschriel.

Ich gebe im folgenden die Abhandlung 7hibits, was
wenigstens die Lehrsitze betrifft, in moglichst wortgetreuer
("bersetzung wieder; bei den arithmetischen Hilfssiitzen, deren
Zahl 15 betriigt, lasse ich die Beweise weg und gebe dafiir in
den FufBnoten die moderne algebraische Form der Sitze; bei
den fiinf geometrischen Hauptsiitzen gebe ich die Beweise mit
Zuhilfenahme unserer heutigen mathematischen Darstellungs-
weise wesentlich kiirzer, als sie der Text bietet.

Das Buch des Thabit b. Kwurra iiber die Ausmessung
des Kegelschnittes. der Parabel genannt wird *). (122b)

Im Namen Allihs, des Barmherzigen und Gnédigen:

Die aufeinander folgenden Zahlen?) sind diejenigen, zwischen
welchen keine andere Zahl liegt: die aufeinander folgenden un-
geraden Zahlen sind diejenigen, zwischen welchen keine andere
ungerade Zahl liegt; ebenso sind die anfeinander folgenden ge-
raden Zahlen diejenigen, zwischen welchen keine andere gerade
Zahl liegt. Die aufeinander folgenden Quadratzahlen sind die-
jenigen, zwischen welchen keine andere Quadratzahl liegt: all-
gemein sage ich: die aufeinander folgenden [Grijlen] jeder Art

1) Arab. Titel: Kitah Thahit b. Kurra fi misahat kat” al-malkhrit

alladhi jusammd al-mukdfi.
%) Unter ‘adad (pl. a dad) = Zahl ist stets cine ganze Zahl zu ver-
stehen,

T
Nl
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sind diejenigen, zwischen welchen keine andere [Grife| dieser
Art liegt.

Satz 1: Der Unterschied irgend zweier anfeinander folgender
Quadratzahlen ist eine ungerade Zahl?!).

Satz 2: Wenn drei aufeinander folgende Quadratzahlen ge-
geben sind, so ist der Unterschied zwischen der grofieren und
der mittleren um 2 griofier als der Unterschied zwischen der
mittleren und der kleineren?).

Satz 3 (123+): Die Differenzen der a,ufemandel folgenden
Quadratzahlen mit 1 beginnend sind die aufeinander folgenden
ungeraden Zahlen mit 3 beginnend.

Satz 4 (123%): Wenn eine Reihe von aufeinander folgenden
ungeraden Zahlen gegeben ist, mit 1 beginnend, und es wird
zur grofiten 1 addiert und die Halfte dieser Summe ins Quadrat
erhoben, so ist das Resultat gleich der Summe der gegebenen
ungeraden Zahlen?3).

Satz 5: Wenn eine Reihe von aufeinander folgenden ge-
raden Zahlen gegeben ist, mit 2 beginnend, und in gleicher An-
zahl eine Reihe von aufeinander folgenden ungeraden Zahlen,
mit 1 beginnend, so ist die Summe der Quadrate der gegebenen
geraden Zahlen gleich der Summe der Quadrate der gegebenen
ungeraden Zahlen vermehrt um die Hilfte des Quadrates der
groBten der geraden Zahlen und um die Anzahl der gegebenen
geraden (oder auch ungeraden) Zahlen?).

Satz 6 (1242): Wenn eine Reihe von aufeinander folgenden
Quadratzahlen mit 1 beginnend gegeben ist und in gleicher An-
zahl eine Reihe von aufeinander folgenden ungeraden Quadrat-
zahlen mit 1 beginnend, so ist die doppelte Summe der auf-
einander folgenden Quadratzahlen gleich der Hilfte der Summe

—;) d. h. (n 4-1)* — n*=2p -+ 1 = ungerad.
% d b (0422 — @41 — (@4 1) —n] =2

%) d.h. gegeben 1,8,5,7, .... 2n--1), dann ist (— — =(1.'n—}--1)2
:1+3-|-5—|—....+(2n—|—1).
2,4,6, ..... 2n .
4) d. h. gegeben {1, 3, 5: o 2n——1} dannp ist:

: 2
S g ST LI BN | NS LU
Dies ist aus der Summenformel der arithmetischen Reihe und nnt Hilfe
von Satz 1 leicht abzuleiten.
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der aufeinander folgenden ungeraden Quadratzahlen vermehrt
um die grofite der aufeinander folgenden Quadratzahlen und um
die halbe Anzahl dieser Quadratzahlen?).

Satz T (124%): Wenn eine Reihe von aufeinander folgenden
ungeraden Zahlen gegeben ist, mit 1 beginnend, und ihre Summe
genommen wird, hierauf von dieser Summe die grifite dieser
ungeraden Zahlen weggenommen und der Rest mit 2 multi-
pliziert wird, hierauf von jener Summe die zweitgroBte der
ungeraden Zahlen weggenommen und der neue Rest ebenfalls
wit 2 multipliziert wird, und so fortgefahren wird, bis man
in der Reihe der ungeraden Zahlen auf die Kins kommt, und
diese Produkte alle summiert werden, so ist diese Summe gleich
der halben Summe der Quadrate aller ungeraden Zahlen der
urspriinglichen Reihe vermehrt um die halbe Anzahl dieser
Zahlen 2).

Satz 8 (125+): Wenn eine Reibe von aufeinander folgenden
ungeraden Zahlen gegeben ist mit 1 beginnend und dieselbe
Reihe von Zallen in umgekehrter Folge, so daB die groBte
unter 1, die zweitgrofte unter 3 steht u. s. f., und es werden je
zwei entsprechende Zahlen dieser heiden Reihen miteinander multi-
pliziert, so ist die Summe dieser Produkte gleich der halben
Summe der Quadrate der gegebenen ungeraden Zahlen vermehrt
um die halbe Anzahl dieser Zahlen?3).

Satz 9 (125%): Wenn eine Reihe von aufeinander folgenden
ungeraden Zahlen gegeben ist mit 1 beginnend, und in gleicher

L 1%, 2%, 8%, ..., n® 1
1) d. h. gegeben: {1._. 32 5% ... ... @n—1)*f 80 ist:
n
212422438 +..... +n*) =1 (124345 +..... +@n—1)4n'+ 3.

Kann aus dem vorhergehenden Satze abgeleitet werden. So ergeben sich
auch die folgenden Sitze jeweilen aus den ihnen vorhergehenden.

) d. h, gegeben: 1, 3, 5, ..... (2n — 1), dann ist:
14+3454...+@n—1)+2(143454...4+(20—3))
+2143454...+@n—3)4...... +2(1+43)+421

n
=143 454....+Cu-1))+3.
1, 3, D ..... 2n—1) ot

*) d. h. gegeben: {2n—1, 9n—3, 20—, .. ... 1 80 ist:

12n—1)4382n—3)+5(2n—5)+4..... +(@2n—3)34-(2n~1)1

D
=145 4+@2n— D3+ 5.
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Anzahl eine Reihe von aufeinander folgenden geraden Zahlen
mit 2 beginnend, so bilden die sukzessiven Differenzen der
groBiten der geraden Zahlen mit jeder einzelnen der ungeraden
Zahlen die Reihe der gegebenen ungeraden Zahlen?!).

Satz 10: Wenn eine Reihe von aufeinander folgenden un-
geraden Zahlen gegeben ist mit 1 beginnend, und in gleicher
Anzahl eine Reihe von aufeinander folgenden geraden Zahlen
mit 2 beginnend, so ist die Summe der Quadrate der ungeraden
Zahlen vermehrt um den dritten Teil ihrer Anzahl gleich zwei
Drittel der Summe der ungeraden Zahlen multipliziert mit der
hochsten der gegebenen geraden Zahlen?).

Satz 11 (126%): Wenn eine Reihe von aufeinander folgenden
geraden Zahlen gegeben ist mit 2 beginnend, so bilden die
Hilfte der ersten Zahl, die Hilfte der Summe der ersten und
zweiten Zahl, die Hilfte der Summe der zweiten und dritten
Zahl u. s. f. die Reihe der ungeraden Zahlen mit 1 beginnend?®).

Satz 12+) (126°): Wenn eine Anzahl von Strecken gegeben
ist, die sich der Reihe nach verhalten wie die aufeinander folgenden
ungeraden Zahlen mit 1 beginnend, und die erste derselben die
kleinste ist, und in gleicher Anzahl eine Reihe von Strecken,
die sich verhalten wie die aufeinander folgenden geraden Zahlen
mit 2 beginnend, und es sei die erste Strecke der ersten Reihe
die Halfte der ersten Strecke der zweiten Reihe, und es werde
die erste Strecke der ersten Reihe mit der H&lfte der ersten
Strecke der zweiten Reihe multipliziert, ferner die zweite Strecke
der ersten Reihe mit der halben Summe der ersten und zweiten
Strecke der zweiten Reihe, dann die dritte Strecke der ersten

8 Dy 2n—1 .

1) d. h. gegeben: {2 46, . ..... 2n } daun bilden:
2n—(@n—1),2n—(2n—38), 2n—(2n—"5), ........ 2n -9, 2n—38, 2n—1
die Reihe der ungeraden Zahlen von 1 bis 2n—1.

n d h b 1, 8,9, ....(2n—1) < ist:

) d. h. gegeben: {2, 4,6, ..... on | :

12482452+ ....+@2n— 1)2-|—1:;—=-;-}(1+3+5+. .. (2n—1))-2n
3 d. h. gegeben: 2, 4,6, ..... 21, so ist:
2 244 4+b (2n—2)42n
o g T —5

die Reihe der ungeraden Lah]en von 1 his 2n—1,
4) Der Text hat 14.
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Reihe mit der halben Summe der zweiten und dritten Strecke
der zweiten Reihe u. s. f., und es werden diese simtlichen Pro-
dukte addiert und die Summe um das sovielfache Produkt
(Text : Klache) aus der ersten Strecke der ersten Reihe in die
halbe erste Strecke der zweiten Reihe vermehrt, als der Drittel
der Anzahl der Strecken jeder Reihe betrigt, so ist die ganze
Summe gleich zwei Drittel der Summe der ungeraden Strecken
multipliziert mit der grofiten der geraden Strecken?).

Satz 132%) (1282): (Ist derselbe Satz wie der vorhergehende
fiir den Fall, daB die erste Strecke der ersten Reihe nicht die
Hilfte der ersten Strecke der zweiten Reihe ist)3).

Satz 14%) (129+): Wenn zwei Grofien gegeben sind und ihr
Verhiltnis . bekannt ist, so ist es moglich, aufeinander folgende
ungerade Zahlen zu finden mit 1 beginnend, und ebenso eine
gleiche Anzahl aufeinander folgender geladel Zahlen mit 2 be-
ginnend, so dal das Verhiltnis der Anzahl der ungeraden (oder
auch geraden) Zahlen zur Summe aller ungeraden Zahlen
multipliziert mit der groften der geraden Zahlen kleiner ist
als das Verhiltnis der gegebenen beiden Grofen®).

1) Dieser Satz setzt sich aus 10) und 11) zusammen; wir setzen statt
der Strecken ihre Verhiiltniszahlen, dann heit der Satz:

1,85, ..... 2n —1 .
Gegeben: {2, 4, g’ .... (211 )} dany ist:
2 4 446 2n—2)42n 2 n
+3 + _'g_ C4@n— .__"'_.}.1.5.§

=§(1+3+5+. ...4(@2n—1)2n; oder:

148 52 f..... +(zn_1)-|-3 —(l-|—3-|-o 4 @2n—1)2n:

dies ist aber Satz 10.
?) Der Text hat 15.

’1 3,9, 7 N
“) Z. B. gegeben: 13, 6,9, 12 s0 ist:
1—+33’+6+ 6"’q-;-'g'"12+1 3(1+3+0+() 12;

beide Seiten der Gleichung ergeben die Zahl 128,

4) Der Text hat 11.
5 d. h. das Verhiltnis der belden gegebenen GroBen sei a:b, die

Reihe der ungeraden Zahlen 1, 3, . (2n —1), die Reihe der geraden
2,4,6....2n, 8o ist es mogllcb dsB bei richtiger Annahme von n,

n:(1+3 + 54....4 (2n--1)2n klciner werde als a:b, Nehmen wir
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Satz 15 (129%): Wenn zwei Grolen gegeben sind und ihr
Verhiltnis bekannt ist und ebenso zwei Strecken gegeben sind,
so ist es moglich, daB wir die eine der Strecken in Teile teilen,
die sich zu einander verhalten wie die Reihe der ungeraden
Zahlen mit 1 beginnend, und daf wir Strecken finden, die mit
der anderen der gegebenen Strecken zusammen in gleicher An-
zahl sind wie die Teile der ersten Strecke, und die sich zu einander
verbalten wie die Reihe der geraden Zahlen mit 2 beginnend,
und dafl dann das Verhiltnis des Produktes aus dem kleinsten
Teil der ersten Strecke der ersten Reihe in die Hilfte der
kleinsten Strecke der zweiten Reihe, soviel mal wiederholt, als
die Anzahl der Teile der ersten Strecke betrigt, zum Produkt
der ersten der angenommenen Strecken in die zweite kleiner
werde als das Verhiltnis der beiden urspriinglich gegebenen
GroBen zu einander?).

(Es folgen nun die fiinf geometrischen Sitze.)

Satz 162) (1312): Zieht man in einer Parabel auf einen
Durchmesser Ordinaten, die den Durchmesser so teilen, dali die
Teile der Reihe nach sich verhalten wie die ungeraden Zahlen
mit 1 beginnend, so verhalten sich die entsprechenden Ordinaten
der Reihe nach wie die geraden Zahlen mit 2 beginnend.

Es sei die Parabel abg gegeben, und bd ein Durchmesser
derselben, die verschiedenen Ordinaten seien ewz, htk, 1mn,
adg, und es seien s, o, f, ¢ aufeinander folgende ungerade Zahlen
mit 1 beginnend, und es sei das Verhéltnis von bw, wt, tm,
md zu einander gleich dem Verhiltnis von s, o, f, ¢ zuein-
ander; in gleicher Anzahl seien q, r, u, v aufeinander folgende
gerade Zahlen mit 2 beginnend, so sage ich, daf das Verhiltnis
dieser zu einander gleich sei dem Verhiltnis von ez. hk, In,
a g zu einander. .

Beweis: Wir setzen p=s-0, x=s4 041, y=s40
+f--c, so sind die Zahlen s, p, %,y die aufeinander folgenden

7. B. a:b=2:51 an, und die Anzahl der ungeraden Zahlen =3, so ist
3:(14845)6 noch > 2:51; ist aber die Anzahl der ungeraden Zahlen
=4, so ist 4: (1 -+ 8454 7)8 schon < 2:51.

1) Dieser Satz ist cigentlich derselbe wie der vorhergehende, wenn
fiir Zahlen Strecken gesetzt werden; wie er gemeint ist, ergibt sich aus
der Anwendung desselben im Beweise zu Satz 19.

?) Im Text ohne Nummer.
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Quadratzahlen mit 1 beginnend (n. Satz 3)1), und ihre auf-
einander folgenden Ditferenzen sind die Zahlen o, f,c, d.h. die
ungeraden Zahlen mit 3 beginnend; nach Voraussetzung ist
ferners:o==bw:wt, mithins:s 4-o=bw:bt, aber s+o0=y,
also s:p="Dbw:bt; es wird aber in Satz 20 des ersten Buches
des Apollonius iiber die Kegelschnitte, in Vereinigung mit
dem, was am Ende des 51. Satzes gesagt ist, bewiesen, daB
bw:bt=ew?:ht? also ist auch:

s:p=-ew?:ht% ebenso ist auch

p:x=ht%:1m? und

x:y=1m?:ad?% also hat man nun

ew?:ht?:1m?:ad?=s:p:x:Y,

z - e
©w 7
/4D\ o, v
k A — —r .,
t \ s u .
[~
— 2 2]
m 4 »
y
a

wir haben aber gezeigt, dali die Zahlen s, p, x. y die aufein-
ander folgenden Quadratzahlen mit 1 beginnend sind, also ver-
halten sich ew?:ht2:1m?:ad? wie die aufeinander folgenden
Quadratzahlen mit 1 beginnend zueinander. deshalb verhalten
sich die Strecken ew, ht, Im. ad selbst wie die aufeinander
folgenden ganzen Zahlen mit 1 beginnend: die doppelten dieser
Zahlen sind aber die auteinander folgenden geraden Zahlen
mit 2 beginnend, dies sind aber die Zahlen q, r. u. v, und die
doppelten der GroBen ew, ht, 1m, ad sind die Linien ez, hk,

') Hier zeigt der Text Auslassungen.
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lu, ag, also verhalten sich die Zahlen ¢, r, u, v wie die Ordi-
naten ez, hk, In, ag, w-z-b-%1).

Corollar?). Hieraus ergibt sich auch, dali, wenn die Linien
ez, hk, In, ag sich verhalten wie die geraden Zahlen mit 2
beginnend, dann auch die Linien bw, wt, tm, md sich ver-
halten wie die ungeraden Zahlen mit I beginnend.

Satz 17 (131%): Wenn in einem Segment einer Parabel ein
Durchmesser und Ordinaten zu diesem so gezogen werden, dall
die Teile, die die Ordinaten auf dem Durchmesser abschneiden,
sich der Reihe nach verhalten wie die aufeinander folgenden
ungeraden Zahlen ‘mit 1 beginnend, und wenn der Kkleinste
dieser Teile an den Scheitel der Parabel stoBt, und wenn die
Kundpunkte der Ordinaten auf der Parabel untereinander durch
gerade Linien verbunden werden, und zuletzt auch die End-
punkte der kleinsten Ordinate mit dem Scheitel, so ist die ge-
radlinige Figur, die dadurch entsteht, kleiner als 2/, des
Parallelogrammes, das zur Grundlinie die Grundlinie des Parabel-
segmentes und zur Hohe die Hohe dieses Segmentes hat, und
zwar um das Produkt der Senkrechten vom Scheitel der Parabel
auf die kleinste Ordinate in diese Ordinate, soviel mal ge-
nommen (d. h. dieses Produkt) als der Drittel der Anzahl der
Teile des Durchmessers betrigt.

Das Parabelsegment sei abg, sein Durchmesser bd, die
Basis ag, die verschiedenen Ordinaten (1322) seien ez, hk, a g, und
es sei das Verhiltnis der Teile b w, wt, td gleich dem Verhéltnis
der ungeraden Zahlen mit 1 beginnend, die gleich den Strecken
l, m, n seien, und der kleinste der Teile sei bw: die Ver-
bindungslinien der Endpunkte der Ordinaten seien ah, he, eb,
bz, zk, kg; wir ziehen noch as und go || bd, und durch b die
Parallele sbo zu ag, so sage ich, daB

Fig. ahebzkg < ?, Parallelogr. asog
und zwar um das Produkt der Senkrechten von b auf ez in
die Hilfte von ez, soviel mal genommen als der Drittel der
Anzahl der Teile bw, wt, td betrdgt (hier also einmal ge-
nommen).

1) Der Satz gilt natiirlich auch fir den Fall, wo der Durchmesser
nicht zugleich Achse ist, ich habe aber dem Text entsprechend nur cine
Figur gezeichnet.

2y Das arabische Wort dafiir (fé’sda) steht nicht im Text.



Beweis: Das Verhdltnis der Teile bw, wt, td ist gleich
dem der Zahlen 1, m, n, also der aufeinander folgenden unge-
raden Zahlen mit 1 beginnend, mithin ist das Verhiltnis der
Linien ez, hk, ag gleich dem der geraden Zahlen mit 2 be-
ginnend (n. Satz 16)!); wenn dies sich nun so verhilt, so ist
(n. Satz 12 bezw. 13)Y):
bw. %ﬁ_}_ wt (“fg_}i() +td (h—k;‘gag)—}-bw-?;.g =§l)d.ag.

Nun kiénnen ({ie Ordinaten senkrecht auf dem Durchmesser
stehen oder nicht; stehen sie senkrecht auf ihm, so ist:

4 s

7

Anm.: Der Text enthiilt nur eine Figur: bd stebt senkrecht auf ag, da-

+ gegen die Linien bf. we¢, tq, die senkrecht auf den Ordinaten stehen
sollten, stehen schief auf denselben; os geht nicht durch den Punkt b: wir
glauben nicht, daB Abi Satid al-Sidjzi eine solche Figur gezeichnet hiitte!

A . ez—+hk . N
bw~%= Dreieck bez. wt(-— —r;__) = Trapez ezkh,

td (W) = Trapez ahkg, bd-ag = Parallelogr. asog.

also ist Figur ahebzkg kleiner als i des Rechteckes asog

') Diese Siitze sind im Text nicht zitiert, dasselbe gilt auch fiir die
folgenden cingeklammerten Zitate.
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ez 3 Z . .
und zwar um bw- o %, d.bh. um bw- 9 soviel mal genomen,

als der Drittel der Anzahl der Teile von bd betragt, w-z-b-w.

Wir nehmen nun an, die Ordinaten stehen nicht senkrecht
auf dem Durchmesser. Wir ziehen bf | ez, we @ hk, tq  ag,
so sind die Dreiecke bwf, wte, tdq, bdr rechtwinklig und
auch &hnlich, also hat man:

bf:bw=wc:wt=tq:td="br:bd
oder auch bf-f}—?—-' f-%:\vc(e/—:!;-l-l»lf).“ (f—/—fl_hk)
:tq(hk—Q—ag) ti(llk+a”)_b1'-ag:bd-ag
fassen wir zusammen, so ist auch:
we (_ez—{-—hk)_{_t (hk+ag) bw,gzq+“,t(yjf_ll_1§>
+td(m)=br-ag:bd-ag,

es ist aber bf.e—".+“rc(ez‘ghk)thq(l}_k—IQfag)

ez
2

2
= Figur ahebzkg, also

Fig. ahebzkg:bw.S Yt t(ez+hk)+td(llk+a )

=br-ag'bd-ag,

aber br-ag:bd.-ag=bf. ez; bw-%z-g, 1}1ithi11, wenn  wir

zusammenfassen:

- Fig. ahebzkg—-l—bf 57" :bw

—i—td(m)—{—bw-%&-g— = br.ag : bd-ag = Parallelogr.

asog:bd-ag, oder nach Vertauschung der inneren Glieder:

Z ez
Fig.- ahebzkg—{—bfg-z?s- Parallelogr. asog="bw-5

+wt(e7+hk)+td(11k—1—d )+b ,9 5 :bd-ag,

wir haben aber vorher bewiesen, daf

ez 3 +wt(92—i;hk)



o

bw- wt(e7+hk)+td (Ekiaﬁ)+b W= 5ilod a8
sei, also ist auch:
i e/, .3 2
ig. ahebzkg 4 bf. =, Parallelogr. asog,
mithin ist
Fig. ahebzkg <2 Parallelogr. asog

ez 3
und zwar um bf. 9 g d. h. um das Produkt der Senkrechten

. . ez . -
bf (auf ez) in o sovielmal genommen, als der Drittel der An-

zahl der Teile von bd betrigt, w-.z-b-w.

Satz 18 (132®): Wenn ein Parabelsegment und eine (kleine)
Fliche gegeben sind, so ist es mdoglich, in diesem Segment
Ordinaten auf einen Durchmesser so zu ziehen, daB sie den
Durchmesser in solche Teile teilen, die sich zueinander der
Reihe nach wie die ungeraden Zahlen mit 1 beginnend ver-
halten, und daf der kleinste dieser Teile derjenige ist, der an
den Scheitel der Parabel stoft, und daf, wenn die Endpunkte
dieser Ordinaten unter sich verbunden werden, und ebenso die
Endpunkte der kleinsten mit dem Scheitel, der (“berschuB des
Parabelsegmentes iiber die so entstandene (einbeschriebene)
Figur kleiner sei als die gegebene (kleine) Fliche.

Es sei das Parabelsegment abg, sein Durchmesser bd.
seine Basis ag, die gegebene (kleine) Fliche e, so sage ich,
daB es moglich sei, in dem Segment Ordinaten zam Durchmesser
zu ziehen, die den Durchmesser so teilen, daB die Teile sich
wie die anfeinander folgenden ungeraden Zahlen mit 1 beginnend
verhalten, und daf der (berschuf des Parabelsegmentes iibere
die Figur, die entsteht, wenn die Endpunkte der Ordinaten
unter sich und auch mit dem Scheitel der Parabel verbunden
werden, kleiner sei als die Fliche e.

Beweis: Wir ziehen ab, bg; wenn dann die beiden Seg-
mente awb und bzg zusammen kleiner sind als die Fliiche e,
so haben wir, was wir wollten!): wenn aber nicht, so halbieren
wir sowohl ad als dg in den Punkten h nnd t und ziehen hw
und tz parallel zom Durchmesser bd, ziehen aunch aw, wh,

') Der Satz ,s0 haben wir . ..... wollten* tehlt im Text,
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bz, zg, ebenso durch w eine Tangente an die Parabel, sie sei
le und durch a eine Parallele al zu bd. Nun hat Apol]omus
im 46. Satze des 1. Buches seiner Kegelschnitte bewiesen, dal,
wenn die Sache sich so verhilt, wie wir gesagt haben, daml-
am=mb sei; er bewies auch im 5. Satze des 2. Buches, daf
kwl| ab sei, also ist abkl ein Parallelogramm und schlieft

A

fod A
LV TN,

a
J x t s é 7 Y3 c
Anu.: In der Fig. habe ich die Parabelsehnen von den Punkten o, s, y
und f aus nicht mehr gezogen, weil die letzteren von der Parahel nicht
mehr zu unterscheiden gewesen wiiren. -

das Parabelsegment awb ein, ist also grofler als dieses; das
Dreieck awb aber ist die Hélfte des Parallelogramms, also
groBer als die Hilfte des Parabelsegmentes awb: auf gleiche
Weise zeigen wir auch, dal Dreieck bzg grifier als die Hilfte
des Parabelsegmentes bzg ist!). Wenn nun, nachdem wir die ge-
radlinige Figur awbzg von dem Parabelstiick abg weggenommen
haben, die iibrigbleibenden kleinen Segmente zusammen kleiner
sind als die Fliche e, so haben wir, was wir wollten2?); wenn

1) Hier zeigt der Text wieder Auslassungen.
?) Der Satz ,s0 haben wir ..... wollten* fehlt im Text.
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nicht, so teilen wir anch die Abschnitte ah, hd, dt, tg jeden
in zwei Hilften in den Punkten ¢, q, r, x und ziehen durch
diese Punkte die Parallelen cf, qs, ro, xy zu bd, ebenso af,
fw, ws, sb u.s.f.!) und beweisen wie vorher, dal die Dreiecke
afw, wsb, boz, zyg einzeln grofer sind als die Hilften der
(sie umschliefenden) Segmente afw, wsb u.s. f, wenn nun die
iibrigbleibenden kleinen Segmente af, fw, ws, sb w.s.f. zu-
sammen kleiner als die Fliche e sind, so haben wir, was wir
wollten; wenn nicht, so konnen wir dieses Verfahren fortsetzen,
bis wir schlieBlich zu Segmenten kommen, die zusammen kleiner
als die Fliche e sind (n. Satz 1 des 10. Buches des Euklides)?). Es
bleiben also jene genannten Segmente noch iibrig von dem ganzen
Parabelstiick, und sie seien nun zusammen kleiner als die Fliiche e;
wir ziehen noch so, wz, fy, so sind qs und ro| za hd, und
qd =dr, also auch sn =no, dann folgt aus Apollonius V, 2,
dall so eine Ordinate zum Durchmesser bd ist, ebenso auch wz
und fy, und die Ordinaten so, wz, fy sind einzeln gleich den
Linien qr, ht, ¢x, auch sind ac, ch, hq, qd unter sich gleich,
also verhalten sich dq, dh, dc¢, da zueinander wie die aufein-
ander folgenden ganzen Zahlen mit 1 beginnend, mithin ver-
halten sich die Ordinaten so, wz, fy, ag wie die aufeinander
folgenden geraden Zahlen mit 2 beginnend; deshalb verhalten
sich die Teile bn, nu, uv, vd wie die aufeinander folgenden
ungeraden Zahlen mit 1 beginnend (Corollar zu Satz 16). Also
baben wir in das Parabelsegment abg eine Figur beschrieben,
so daB der Unterschied zwischen dem Segment und dieser Figur
Kleiner ist als die Fliche e, w-z-b-w.

Satz 19 (133%): Wenn ein Parabelsegment und eine (kleine)
Fliche gegeben sind, so ist es méglich, in dieses Segment eine solche
geradlinige Figur einzubeschreiben, daf der Unterschied zwischen
ihr und 3 des Parallelogramms?), dessen Basis gleich der Basis
des Segmentes und dessen Hihe gleich der Hihe des Segmentes.
kleiner sei als die gegebene (kleine) Fliche.

) Siehe Anm. zu Fig. 3.
) Der Satz wird im Wortlaut zitiert. aber Euklides und sein Buch

nicht.
3) Richtiger wiire natiivlich: ,zwischen ; des Parallelogramms und

ihr¢, da die einbeschricbene Figor kleiner ist als 3 des Parallelogramms,
ich habe aber den Wortlaut des Textes heibehalten.
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Es sei das Parabelsegment abg, seine Basis ag, seine
Hohe bd, die gegebene (kleine) Fliche sei e, das Parallelo-
gramm, dessen Basis ag und Héhe bd ist, sei awzg, so sage
ich, daB es moglich sei, in das Parabelsegment eine solche ge-
radlinige Figur einzubeschreiben, so daf der Unterschied zwischen
ihr und 3 des Parallelogramms awzg!) kleiner sei als die
Fliche e.

Beweis: Das Verhéltnis von e zum Produkt bd-ag sei also
gegeben (bekannt), und die beiden Linien bd und ag sind eben-
falls gegeben; wir teilen nun hd so, dal die Teile sich ver-

/?9’4 z w
n, % ud
[ e ]
K y, ¢ N
I'd
9 Q

halten wie die aufeinander folgenden ungeraden Zahlen mit 1
beginnend, der kleinste stofe an b; dann nehmen wir Strecken
an, die mit ag zusammen sich verhalten wie die anfeinander
folgenden geraden Zahlen mit 2 beginnend, die grifite sei ag;
wir nehmen nun fiir bd so viele Teile an, dall das Verbiltnis
des Produktes aus dem kleinsten Teil von bd in die Hilfte der
kleinsten der angenommenen Strecken, die sich wie die ge-
raden Zahlen verhalten, und in die Anzahl dieser Teile (i) zu
dem Produkt bd-ag kleiner sei als das Verhiltnis e:bd.ag?).
Die Teile von bd seien bh, ht, td, und die Strecken, die sich
verhalten wie die aufeinander folgenden geraden Zahlen, seien
k, 1, ag; wir ziehen durch die Punkte h und t Ordinaten, sie
seien mn und so, ferner ziehen wir as, sm, mb, bn, no, og,
) Siehe Anm. 3 8. 79.

%) Dies ist nach Satz 15 miglieh.
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so verhalten sich die Linien bh, ht, td also wie die aufeinander
folgenden ungeraden Zahlen mit 1 beginnend, mithin (nach Satz 16)
mn, so, ag wie die aufeinander folgenden geraden Zahlen mit 2
beginnend, also sind die Linien mn und so gleich den Linien
k und 1; es ist nun wie angenommen wurde:

bh-%-i:bd»ag<e:bd-ag, also auch

b])-m‘—;-i:bd~ag<e:bd.ag, mithin

bh 1<9

Dies ist der Fall, wenn bh_l__mn, wiire es aber nicht | mn,
so wére die Senkrechte bh, noch kleiner als bh, also um so
mehr bh, _nlg i<le.
Es ist abel (nach Satz 17):
Figur asmbnog + bh- n;n ; ‘3 AWZg,
also ist der Unterschied /w1schen 2awzg und der geradlinigen

Figur asmbnog = bh- 2 ;, also kleiner als die Kliche e,

denn es ist, wie wir oben gefunden haben, schon bh---~2~-1 < e,

W-Z-b-w.

Satz 20 (1342): Die Parabel ist ohne Begrenzung, aber die
Fliche irgendeines Segmentes derselben ist gleich 2 des Parallelo-
grammes, dessen Basis die Basis des Segmentes und dessen
Hohe die Hohe des Segmentes ist.

Die, Parabel sei abg, ein Segment derselben sei dbe, sein
Durchmesser bw, seine Basis de, das (umbeschriebene) Parallelo-
gramm sei dzhe, so sage ich, daB die ganze Parabelfliche ohne
Ende (d. h. unendlich groB) sei, die Fliche des Segmentes dbe
aber = 2 dzhe.

Beweis: Wenn die Zweige der Parabel immer weiter ver-
lingert werden, so treffen sie sich nicht mehr und bilden daher
keine Fliache, der Inhalt ist also in diesem Falle ohne Grenzen.
Der Inhalt des Segmentes dbe aber ist = 3 Parallelogr. dzhe.
Wire er nicht so groB, so miifte er entweder grifer oder

kleiner sein. .
Sitzungaberichte der phys.-mod. Sog. 48 (1915), 6
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Er sei nun zuerst grofer als 2 des Parallelogramms und
zwar um die Flache t; dann ist es moglich (n. Satz 18), im
Parabelsegment Ordinaten zu ziehen, die den Durchmesser so
teilen, daB die Teile sich wie die anfeinander folgenden unge-
raden Zahlen mit 1 beginnend verhalten, und wenn wir die
Enden der Ordinaten unter sich und mit dem Scheitel verbinden,
so entsteht eine geradlinige Figur im Parabelsegment, so daf

2G. 9. A b z
fig

g a

Anm.: Die Figur des Textes hat vier Ordinaten, ich habe mich mit

dreien begniigt, damit die einbeschriebene Figur sich noch deutlich von
der Parabel abhebe.

der UberschuB des Segmentes iiber diese Figur kleiner ist als
die Flache t, es sei dies die Figur dmkblne, also wire nun
(n. Satz 18):
Fig. dmk...e 4t > Segment dbe, nach Vorauss. aber ist:
Segment dbe =% dzhe-t, also
" Fig. dmk...e4t>%dzhe4t.
Nehmen wir beiderseits das gemeinschaftliche t weg, so bleibt:
Fig. dmk...e> % dzhe.
In Satz 17 haben wir aber bewiesen, dal Fig. dmk...e
<% dzhe sei, dies ist ein Widerspruch, also kann Segment
dbe nicht groBer als % dzhe sein.
(134%) Wir nehmen nun an, es sei kleiner als § des
Parallelogramms dzhe und zwar um die Fliche t. Nun ist es
moglich, in das Segment eine Figur einzubeschreiben, so dall
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der UberschuB von % des Parallelogramms dzhe iber diese
Figur kleiner sei als die Flache t (n. Satz 19), diese Figur sei
dkm..e; nun wire also nach diesem Satze:

Fig. dmk...e+4t> % dzhe, nach Vorrauss. aber ist:

Segment dbe |-t =2 dzhe, also

Fig. dmk... et > Segment dbe - t.

Nelmen wir beiderseits das gemeinschaftliche t weg, so bleibt:
Fig. dmk...e > Segment dbe.

Dies ist aber unmoglich, da das Segment die Figur umschlielit;

also kann Segment dbhe auch nicht kleiner sein als 2 dzhe, es

ist also =% dzhe, w-z-b-w.

Beendigt ist die Abhandlung des Thahit b. Kurra iiber die
Ausmessung der Parabel, sie besteht aus 20 Sdtzen. Lob sei
Alléh, dem Herrn der Welten, und der Segen Alldhs iiber
Muhammed und seiner Familie!

Kommentar.

Thdbet braucht also zur Bestimmung der Parabelfliche
15 Hilfssitze meist arithmetischer Natur und 5 geometrische
Hauptsédtze!). Natiirlich werden nicht alle Hilfssitze in den
Beweisen der 5 Hauptsitze zitiert, denn die ersten Hilfssitze
sind eben notwendig fiir die Beweise der spiteren, wie man aus
den Darstellungen in den FuBnoten ersehen wird. Es ist dies
eine Folge der Nichtbekanntschaft der arabischen Mathematiker
mit der allgemeinen Arvithmetik. manche dieser Sétze kinnten
auf algebraischem Wege direkt ohne vorhergehende Hilfssitze
bewiesen werden. Ein weiterer Grand dafiir, daB Thdahit so
viele Hilfssitze gebrancht hat, ist der. daf er in dieser Ab-
handlung (wie auch in der iiber die Berechnang des Para-
boloides) im Gegensatz zum Beweisverfahren des Ibn al-
Haitham in den fiinf Hauptsitzen nur eine der Parabel (bezw.
dem Paraboloid) einbeschriebene Figur zu Hilfe zieht, Jdie um-
beschriebene aber wegliBt; dies zwang ihn, den Inhalt dieser

AN

1) Bei der Berechnung dcs Paraboloides steigt die Zahl der Hilfs-
siitze sogar auf 31, die der Hauptsitze ist cbenfalls 5, die denen zur Be-
rechnung der Parabel aufgesteliten analog sind, in den Bewcisen aber
teilweise etwas abweichen.

6.
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einbeschriebenen Figur genau zu bestimmen?!) und nicht bloB
wie der eben genannte Geometer (beim Paraboloid) zu beweisen,
daf die einbeschriebene Figur kleiner, die umbeschriebene grofer
‘als 2 des der Parabel umbeschriebenen Parallelogrammes
(bezw. beim Paraboloid groBer als die Halfte des umbeschriebenen
Zylinders) sei; zur Bestimmung der Fldche dieser einbeschriebenen
Figur brauchte er nun eben eine Reihe von Hilfssitzen. —
Diese sehr stark vom Archimedischen Beweisgang in seiner Ab-
handlung iiber die Quadratur der Parabel abweichende Dar-
stellungsweise Thdbets kann uns wohl in der Ansicht he-
stirken, dal dieser arabische Mathematiker jene Abhandlung
des Archimedes nicht gekannt hat, sonst hétte er wohl kaum
sich die Miihe genommen, einen viel verwickelteren Weg aus-
findig zu machen, der weit milhsamer zum Ziele fithrt als der
des griechischen Mathematikers. Hiezu kommt noch der Um-
stand, daB die Abhandlung des Archimedes iiber die Quadratur
der Parabel von keinem arabischen Schriftsteller, so viel wir
bis jetzt wissen, erwidhnt wird, also wahrscheinlich auch nie
ins Arabische iibersetzt worden ist. Es wire freilich nicht un-
moglich, daB 7hdbit die mechanische Ableitung des Archi-
medes gekannt und diese nicht fiir streng mathematisch ge-
halten hitte, wie es ja Archimedes selbst getan hat. Sei
dem, wie ihm wolle, so ist die Leistung 77dbhits gewill eine
hervorragende zu nennen, und muf auch, natiirlich abgesehen
von der Anwendung der griechischen Exhaustionsmethode, als
eine selbstindige betrachtet werden.

Uber die 15 Hilfssitze haben wir wenig zu bemerken; sie
zeigen eine schone Kenntnis der zahlentheoretischen Sétze iiber
Summen von geraden und ungeraden Zahlen, von geraden und
ungeraden Quadratzahlen, die natiirlich teilweise auf Niko-
machus zuriickzufiihren sind, von dessen arithmetischem Werke
Thabit einen Auszug mit Kommentar verfat hat. Die Beweise
zu diesen Hilfssdtzen sind ziemlich weitschweifig; es werden
nach dem Vorbilde der #lteren griechischen Mathematiker, ins-
besondere des Euklides, die Zahlen stets durch Strecken dar-
gestellt, was den Beweisgang nach unseren Begriffen keineswegs

1) Dies geschieht in Satz 17.
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klarer macht, es gilt dies besonders von den Beweisen zu Satz
14 und 15.

Die geometrischen Hauptsitze enthalten kurz gefaBt fol-
genden Gedankengang: In Satz 16 wird zuerst mit Hilfe
von Séitzen aus den Kegelschnitten des Apollonius gezeigt,
daB, wenn bei einer Parabel der Durchmesser in Teile geteilt
ist, die sich der Reihe nach wie die aufeinander folgenden un-
geraden Zahlen verhalten, die von diesen Teilpunkten aus-
gehenden Ordinaten sich wie die aufeinander folgenden geraden
Zahlen verhalten. In Satz 17 wird dann gezeigt, um wie viel
die der Parabel einbeschriebene geradlinige Figur, die aus
einem Dreieck und Trapezen zusammengesetzt ist, kleiner sei
als 2 des der Parabel umbeschriebenen Parallelogramms, d. h.
des Parallelogramms, dessen Basis die Basis des Parabel-
segmentes und dessen Hohe die Hohe dieses Segmentes ist;
zumn Beweise dieses Satzes werden besonders die arithmetischen
Hilfssitze 12 und 13 herbeigezogen. In Satz 18 beweist hierauf
Thabet, da der Unterschied zwischen dem Parabelsegment
und der einbeschriebenen Figur durch fortwibrende Vermehrung
der Seitenzahl der letzteren schlieBlich kleiner gemacht werden
konne als eine gegebene kleine Fliche e. Zu diesem Beweise
braucht er natiirlich den Satz X, 1 des Euklides, der bekannt-
lich die Grundlage der Exhaustionsmethode bildet. In Satz 19
beweist er, daB es moglich sei, in das Parabelsegment cine ge-
radlinige Figur einzubeschreiben, so daB dieselbe Kkleiner sei
als 2 des dem Parabelsegment umbeschriebenen Parallelogramms,
und zwar um eine GriBe kleiner als die gegebene kleine Fliche e.
Endlich beweist er in Satz 20, daB jedes Parabelsegment gleich
2 des umbeschriebenen Parallelogrammes sei; zu diesem Beweise
braucht er die Reductio ad absurdum.

Wir wollen zum Schlusse noch beifiigen, daB das Pariser
Ms. 2457 auch noch eine Quadratur der Parabel von Ihrdihim
b. Sindn b. Thabit, dem Enkel Thabit b. Nurras enthilt,
yon der wir ebenfalls Photographien erhalten haben. und in der
der Enkel versucht hat, die arithmetischen Hilfssitze seines
Grolvaters entbehrlich zu machen. Er hatte also wohl einge-
sehen. dal durch diese die Ableitung sich wesentlich kompli-
zierter gestaltete. Die Abschrift dieser Abhandlung ist aber
stark verdorben, die Figuren sind so schlecht, dal sie kaum
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richtig wiederherzustellen sind, so daB wir vorldufig auf die
Veroffentlichung verzichten miissen, wir hoffen aber spiter noch
dazu gelangen zu-konnen.

Es ist mir noch eine angenehme Pflicht, Herrn Geheimrat
Dr. E. Wiedemann in Erlangen den verbindlichsten Dank
dafiir auszusprechen, dafl er mir die Verdffentlichung dieser
Arbeit in den Sitzungsberichten der phys.-mediz. Sozietit in
Erlangen ermdoglicht hat.
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