Beitridge

zur Geschichte der Naturwissenschaften. LVIIL
Von Eilhard Wiedemann.

Bestimmung der Durchmesser der um und in regel-

miafBige Vielecke beschriebenen Kreise und des In-

haltes von Flichen und Korpern, sowie Stiicke einer
Lehre al Gabr wa'l Muqdbala.

Aus einer Pariser Handschrift (Katalog von G. de Slane
Nr. 2468, S. 437) habe ich teils allein, teils gemeinsam mit
Herrn Professor Dr. Hauser eine Reihe von Abschnitten ver-
offentlicht, nidmlich:

1. Die Beschreibung der Uhr des Archimedes (Nova Acta
der Leopoldinischen Akademie Bd. 103, Nr. 2. 1918).

2. Die Beschreibung des Flotenspielers des Apollonius
(Beitrige XXXVI, 8. 17; vgl. auch Archiv fir die Geschichte
der Naturwissenschaften und Technik Bd. 8, S. 148. 1918.

3. Die Beschreibung des Tagdr, der Kummdasch heifit (Nova
Acta Bd. 100, Nr. 5, S. 26. 1915 und Beitrige XLIV, S. 121).

4. Die Wasserwerte (spez. Gewichte) von al Birini (Bei-
trige XXXIV, S. 169).

5. Methoden zum Nivellieren (Beitrige XXXV, S. 15).

Die Handscbrift enth&lt ferner noch:

6. Die Beschreibung einer Vorrichtung. um den Wasser-
aosfluf zu regeln (s. den néchsten Beitrag).

7. Teile eines mathematischen Werkes iiber die in der Uber-
schrift angegebenen Gegenstéinde.

8. Den Titel des Werkes!) iiber den vollkommenen Zirkel.

1) Dies Werk ist nach des Verfassers Schrift al Ischdrat al nasarija
(der Hinweis auf den Helfer) verfaBt; nach E. Wépcke enthiilt diese viel-

leicht das Horoskop von Saladin, der al Malik al Ndsir, der Fiirst, der
Helfer hief.
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Er lautet: Risdlat al Birkir al témm wa Kifajat al Tachiit
biki (d. h. Dissertation iiber den vollkommenen Zirkel und
dariiber, wie man mit ihm zeichnet) von dem trefflichen Muj.
b. Husain b. Muh. b. al lusain, Gott sei ihm gnidig, fiir den
Sultan al Malik al Ndsir Sald) ol Din Abw’l Muzaffar Jasuf
b. Ajjiuh al Schddi (unseren Saladin 1169—1193). Denselben
Titel gibt die von K. Wopcke bei der Herausgabe des Werkes
benutzte Handschrift (Notices et extraits Bd. 22, S.116. 1874).
In der Ubersetzung hat er den Titel fortgelassen. Auch in der
Einleitung (S. 16) der Schrift wird Saladin erwihnt.

Wir wenden uns nun zur Ubersetzung und Besprechung
der mathematischen Schrift, zu der Herr Prof. Ruska in
Heidelberg mir wertvolle Winke gegeben.

L.
Bestimmung des Durchmessers der um und in regelméBige
Vielecke beschriebenen Kreise.

Die Angaben der Handschrift lauten:

Hat eine (Fliche) Figur, die mehr als vier Seiten umgeben, gleiche
Winkel und Seiten, so umgibt diese einen Kreis, den sie mit der Mitte
ihrer Seiten beriihrt und sie selbst wird von cinem Kreis umgeben,
der ihre Ecken beriihrt.

Ist die Linge 1 der Seiten bekannt und will man die beiden Durch-
messer des inneren (2r;) und des HuBeren (2ra) Kreises ermitteln, so
verfihrt man folgendermaBen!j:

Es steht bei 1
el BN und 2von unten nach
oben: Wurzel von
300 (vgl. die Zahlen-
angaben), bei3: 20;
bei 4: 10 (10 ist
die Seitenlinge des
Sechsecks, 20 der
1 Durchmesserdes um-
schriebenen Kreises,
77300 derjenige des
cingeschriebenen
Kreises).

~o

1y Der Text enthilt zundichst allgemcine Angaben, unter diesc sind
die fiir das Sechseck geltenden Werte gesetzt (ich setze sie in Klamwmern).
Auch ist angegeben, daB dic Seitenliinge zu 10 angenommen ist, wic dies
anch in der Figur stcht.
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Man multipliziert die Zahl (n) der Seiten (= 6) mit sich selbst
weniger 1 (n—1 =25) und fiigt zu dem Resultat stets 6 (rgebnis = 36).
Das Resultat multipliziert man mit dem Quadrat einer der Seiten (100,
die Seitenlinge 1ist = 10 gesetzt). Dann nimmt man stets !/, des Resul-
tates, daraus ergibt sich das Quadrat des Durchmessers (da=2r.) des
duferen Kreises:

fn(a—1) 46} 12

d. h. es ist da? = 4ry® = 9

Zieht man hiervon das Quadrat einer Seite (12) ab, so crhiilt man
das Quadrat des Durchmessers (di —2r11) des inneren Kreiscs?!):

d b dit = arp= 20 l)+6 l’:{n(n D48l

Seine (d. h. des Kreises) Fliche (I') ist das Produkt des halben
Durchmessers (r) in den halben Umfang (} 2ar) [F = r{2xr = r*a].

1) Ist a der halbe Zentriwinkel, der der Seite des n-Eckes entspricht,
ist die Seitenliinge gleich 1, so ist fiir den umschriebenen Kreis rysina = §

oder (2r,)? =giniq ferner ist fiir den eingeschriebenen Kreis (2r,)! = g%
sin%a ~

In der Tabelle sind fiir (2ra)* die nach der arabischen und nach der
richtigen Formel fiir n =3 bis n — 10 berechneten Werte w, und w, an-
gegeben. Die Zahlen stimmen gut iiberein. Da nach beiden Formeln
(2ry)* und (2r;)? sich um 1 unterscheiden, so ist fiir (2r,)? eine ebenso gute

Ubereinstimmung vorhanden.

n 3 4 b 6 7 8 9 10
a 60 | 45 | 36 30 | 25043 | 22030' | 200 | 18
w, | 1,33 | 2 2,8 4 | 533 69 | 866 | 10,66
w, | 1,33 | 2 2,9 4 ; 5,31 682 | 855 | 1047

Herr Prof. Heiberg in Kopenhagen macht mich auf folgende hier-
her gehorige Stellen bei Heron und Pseudodiophantos aufmerksam:

Heron gibt in seiner Geometrie (Kap. 24,26) (Heronis opera omnia
ed. Heiberg Bd. 4, S. 432ff.) eine Reihe von Formeln fiir die Durch-
messer von Kreisen, die verschieden gestaiteten Dreiecken ein- und um-
geschrieben sind und ebenso solche fiir den Durchmesser von einem Kreis,
der dem Quadrat eingeschrieben ist; er gibt aber keine die verschiedenen
Fille der Vielecke umfassende Formeln.

Pseudodiophantos (ed. Tannery Diophantos(s. Diophanes)
Bd. 2, S. 18ff.) gibt Beispiele fiir gleichseitige Vielecke mit der Seite 10,
aber auch keine zusammenfassende Gleichung; er behandelt das Fiinf-,
Sechs-, Sieben-, Acht-, Neun-, Zehn-, Elf-, Zwélfeck.

Die Araber hiitten danach, so weit wir wissen, unabhéngig von der
Antike allgemeine empirische, aber gutstimmende Formeln aufgestellt.
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Will man die Seite aus dem Durchmesser des iiuBeren Kreises er-
halten, so multipliziert man das Quadrat des Durchinessers des duBeren
Kreises stets mit 9 (bildet also 9da?) und merkt sich das Resultat; dann
multipliziert man die Zahl der Seiten mit sich selbst weniger 1 (bildet
also n(n—1)) und fligt dazu stets 6 (bildet also n(n—1) 4 6). Hiermit
dividiert man in dic gemerkte Zahl. Man erhiilt so dns Quadrat der
Secite. Ihre Wurzel ist die Antwort:

2
[d. h. es ist 13 = h—(’r‘l's_—dl.)-r‘;]°

Ist die Figur!) ocine solche, dall sie nicht von cinem Kreise umgeben
wird, so teilt man sic in Dreiocke, dio man gesondert ausmiBt, Das Ganze
addiert man. 8o verfihrt man mit jeder Figur, die vorgelegt wird, wie
al mutabbal®) und al mudarrag (die treppenfirmige) und anderen. Man zer-
schneldet sie in die erwiihnten Figurem und stfitzt sich auf die vorher-
gehenden Prinzipien. Dann bleibt nichts von ihnen dunkel.

Dies ist scin Bild (nimlich der Konstruktion des Kreises um und in
ein Sechseck).

1L
Ein anderes Kapitel iiber die Ausmessung der Flichen.

Die Alten geben ilber die Ausmessung der Fliche (Basif) der Kugel
an, da8 man das Quadrat des Durchmessers (d) mit 4 multipliziert und
von dem Resultat } 434 abzieht®). Am néchsten an dem Richtigen liegt
das Produkt aus dem Durchmesser (d) in ibren Umfang (U)*).

Fiir die Ausmessung der einen Zylinder umgebenden Fliche mit
gleicher Basis und oberer Fliche gilt das Folgende: Ist er ,ihmlich®
(mutaschdbsh, d. h. ein wirklicher Zylinder), so ist sie (die Fliche) das
Produkt aus Zylinderumfang in seine Héhe. Sind Basis und obere Fliche
verschieden, so ist sie das Produkt aus der Hohe in die halbe Summe
der beiden Umfinge, das ist der Fall, wenn sie parallel sind (ndmlich
Basis und obere Fliche. Der Verfasser denkt hier an abgestumpfte
Kegel).

Die Oberfliche eines Kegels mit kreisrunder Basis liefert das Produkt
des halben Umfanges der Basis mit der Verbindungslinie zwischen dem
Umfang der Basis und dem obersten Punkt.

1) Es fehlt der Zusammenhang. Der Verfasser will nach Erledigung
der regelmiBigen Vielecke auch die unregelmigigen besprechen.

") mutabbal ist nach Dozy eine ebene Figur mit mehreren Seiten,
die einer Trommel gleicht. Prof. Ruska deokt an ein Sechseck, bei dem
zwei gegeniiberliegende Seiten horizontal sind, von den vier anderen die
beiden unteren unter sich gleichen ctwas linger sind als dic oberen
ktirzeren.

%) Der Inhalt ist 4d* — (3 4- 4)4d* = Y d* = 4ar.

9) Der Inbalt U-2r = 21r.2r = 4ar*; hier sind wir picht von dem
Durchmesser, sondern von dem in irgendeiner Weise bestimmten Umfang

ausgegangen.
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[Es wird noch der Inhalt (der Oberfliche) der einzelnen Teile eines
Gewolbes mit einer anderen Schrift am Rande des Textes angegeben,]

Der Inhalt [der Oberfliche] des Bogens der #uBeren Walbung liefert
das Produkt des iiuBeren Kreisbogens in die Liinge. Den Inhalt der gegen-
iiberliegenden (ndgir, inneren) Fliche liefert das Produkt des inneren
Bogens in die Linge. Den Inhalt der Vorderfliche (wagh) des Gewdlbes
liefert das Produkt aus der Hilfte (der Summe) der beiden Bogen in die
Tiefe (die Hohe) des Bogens. — So verfihrt man bei der Ausmessung des
Gewdlbes.

Um etwas auszumessen, in dessen Mitte sich etwas befindet, dessen
Inhalt nicht in das Resultat eintritt, miBt man beides (d. h. das Ganzec
und den nicht zu beriicksichtigenden Teil) und zieht das wenigere von
dem wehreren ab,

Entsprechend verfihrt man auch bei dem, woriiber wir nicht be-
richten.

1I1.

Kapitel. Wir haben vorausgeschickt?!), daf die Ausmessung eines
Korpers geschieht durch die Anzahl der Wiirfel, diec in ihm enthalten
sind, und zwar solcher von derjenigen GriBe, in der gemcssen werden soll,

Der Wiirfel ist ein Korper, der [nach allen Richtungen] gleiche
Dimensionen hat.

Zu den Korpern gehort ferner: Die Kugel; sie ist ein Korper, den
eine einzige Fliche umgibt. In ihrem Innern liegt ein Punkt, der so be-
schaffen ist, daB alle von ihm zur Oberfliche gehenden Linien gleich
lang sind. Ihr Inhalt ist gleich dem Kubus des Durchmessers [d®], nach-
dem man von ihm [d®] } - 4 [d®’] abgezogen hat und von dem Rest
wiederum {4 i dieses?).

Der Inhalt der Halbkugel ist gleich dem halben Inhalt der ganzen
Kugel.

Hierher gehort der Korper, dessen Basis der [oberen] Flidche gleich
und parallel ist und dieselbe Gestalt hat (Parallelepiped). Sein Inhalt ist
gleich der Basis mal der Hohe.

Hierher gehort der Kegel. Es ist der Korper, der mit einer Basis
beginnt und sich verengernd zu einem Punkt erhebt. Sein Inbalt ist
gleich der Basis mal !/, der Héhe. Die Hohe ist die kiirzeste Verbindungs-
linie zwischen dem Mittelpunkt der Basis und dem hdchsten Punkt [natiir-
lich nur beim geraden Kegel].

Hierher gehort der abgestumpfte (verminderte ndqéis) Kegel. Er ist
derjenige, dessen Basis [b] parallel der [oberen] Fliche [f] ist und die-
selbe Gestalt hat; sie ist aber ersterer nicht gleich. Wir erhalten seinen

) Dies Stiick fehlt in der Handschrift.

) Der Inhalt ist also (1—%) (1—2) d* =434 d* = 0,6d% Nach
unseren Formeln ist er 4/,-}2d® = 0,5d? (mit = = ?%?). Die Abweichung
ist ziemlich grof.
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Inhalt dadurch, daB wir den gréf8ten Durchmesser [d,] eines Kreises der
auf seiner Basis liegt mit der Hohe [h des abgestumpften Kegels] muiti-
plizieren und das Resultat dividieren durch den Unterschied [d,—d,], der
Durchmeosser [d,, d,] der Basis [b] und der oberen Fliche [f]. Das Resultat
gibt die Hohe [H] des griBten (ganzen) Kegels. Man multipliziert H mit !/,
der Basis und zieht davon das Produkt von !/, der [oberen] Fliche in
den Unterschicd der Hohe [h] des Korpers und der Hohe [I) des griBten
Kegels ab. Der Rest ist der Inhalt. Denn bei diesem Verfahren haben wir
den unvollstindigen Kegel als einen vollstindigen Kegel [zu dem wir ihn
ergiinzt haben] zu einem vollstdndigen Kegel in Beziehung gesctzt, haben
die beiden vollstiindigen gemessen und den kleinen vom gro8en abgezogen.
Es bleibt der Inhalt des verminderten Kegels.

Line andere Berechnungsmethode ist die folgende:

Hat der Korper eine runde Basis und [obere] Fliche, so multipliziert
man den Durchmesser der Basis in den Durchmesser der oberen Fliche,
addiert dazu die beiden Quadrate der Durchmesser [der Basis und der
oberen Flache] und zieht davon } und 4 ab. Dann multipliziert man }
des Restes in die Hiohe des Korpers!).

Hierher gehoren al Azdg ?) (Gewdlbe) und al Tigdn?). Man addiert den
inneren und den #ZuBeren Bogen und multipliziert die halbe Summe mit
der Breite des Korpers und daon das Resultat mit der Hihe.

Hierher gehirt cine hohle Kuppel. Ist sie eine Halbkugel, so be-
rechnet man den Inhalt der Kugel und nimmnt die Hilfte, davon zieht man
den Inhalt der im Innern befindlichen Luft ab.

Dies Ganze geniigt fiir die Ausmessung der Kiérper. Bei Fillen
die nicht darin enthalten sind, zerschneidet man [den Korper] in ent-
sprechende Formen und miBt jede nach dem aus, was angefiihrt ist, und
addiert das (Ganze.

1) Die Formeln ergeben sich ohne weiteres aus einer einfachen
Konstruktion:

x g o At dh
g A= M=) =37 g~ e, =4,

ah
=11 g, @—d) == 1y 2h (4 a2 dyed)
oder nach der 2. Berechnungsmethode
J :((ll-d,—i— d,’—-{»-d,’) (1 —(J: + xlc)':!n'h (: !\h i :'(d|’ + d1’+ dldl)v
was gleich obigemn Wert ist, da

T
a9

—_— = 22.1
4 — 7 s

=11
= s

*) Azig ist der Plmalis von Azag lingliches Gewillbe und Tvgdn
derjenige von 7dgq (iewilbe.
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Hier ist eine allgemeine Anwendung bei jedem Korper, dessen Basis
parallel zu seiner [oberen] Fliche (g) ist, aber eine andere Gestalt (G)
hat (d.h. wohl groBer oder kleiner ist). Man multipliziert den Inhalt der
Basis in den Inhalt der [oberen Fliiche], dann multipliziert man !/, der
Summe in die Hohe (b) des Korpers!?).

1v.
Vierte Magdla. Die Lehre von al Gabr wa’l Mugdbala?).

Sie besteht in der Ermittelung unbekannter GréSen durch bestimmte
(mahsiis) Bekannte nach einem bestimmten Verfahren. Iis ist nicht
moglich eine Unbekannte aus weniger als zwei Bekannten zu bestimmen ?),
Zu den Bekannten gehort, was der Fragende in seiner Rede angibt, wie
der Dindr und der Dirham*), und eine gewissc (kadd) Wurzel oder (Aste
und) Seite®). . Das Multiplizieren und Dividiereu und dergleichen Opera-
tionen gehort ebenfalls zu den bekannten Gegebenen; es werden nun die
GriBen und die Operationen znsammengesetzt. Richte also Deinen Blick
auf das Aufsuchen des Kunstgriffes, der zur Erreichung geeignet ist. Dic
Methode besteht darin, da Du das Unbekannte als ,Etwas* Schai’®) be-
zeichnest und wenn das Unbekannte quadriert (wortlich gewurzel)?) ist,
8o bezeichnest Du es als ,Vermdgen* (Mdl). Dann machst Du es gleich

) Dic angegebene Regel ist in dieser Form nicht ganz richtig. Am
Rand steht von anderer Hand schwer lesbar etwa: Die Wurzel des Resultats
geht iiber die beiden Messungen der Basis und der [oberen] Fliche hinaus.

Es soll wohl die im Text angegebene Formel mit ihrer Berichtigung
in der Anmerkung den bekannten Ausdruck fiir einen Kegelstumpf wieder-
geben

h (G + g+ 7 Gg).

?) Es ist dies die Lehre von den Gleichungen; J. Ruska iibersetat
es in seiner Arbeit ,Zur #ltesten arabischen Algebra und Rechenkunst*
(Sitzungsberichte der Heidelberger Akademie der Wissenschaften. Philo-
sophisch-historische Klasse 1917) mit ,Erginzung und Ausgleichung®.

%) Es bezieht sich dies auf die Proportionen a:b = c:d, bezw.
a:b=">b:d; im letzteren Fall miissen zwei GroBen etwa a und b ge-
geben sein, am d zu finden (vgl. Beitriige XIV, S. 18), oder wahrschein-
licher auf die Gleichung ax = b.

4 Die Zahl von Dindren und Dirham dient vielfach bei rechnerischen
Aufgaben, um diese an bestimmten Beispielen zu erlidutern.

5) Es muB ,oder* und nicht ,und“ heiBen, da ,Wurzel“ und ,Seite*
gleichbedeutend sind.

%) Die Ausdriicke Scha’ und Mdl, deren Bedeutung im Lauf der Zeit
nicht ganz gleich geblieben ist, hat J. Ruska a.a. 0. S. 47ff. eingehend
erortert.

7) Vgl. J. Ruska a, a. O. S. 67, Anm. 1 und die Beispiele S. 65.
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den Bedingungen der Frage (Aufgabe) und gemiB dem, was Dir der
Fragende angibt, bis das Operieren durch Dich bei einer der 6 Fragen?)
endigt, die wir erwidhnen werden.

Abschnitt: Die Ordnungen (Mardtid) des Unbekannten. Es beginnt
mit dem ,Etwas“, dann [kommen] die ,Vermigen“, dann die ,Wiirfel“
bis ins Unendliche, wie voranging [ihre Erwilhnung].

') Die sechs I'ragen oder Probleme sind dicjenigen Formen der
quadratischen Gleichungen, auf die diese durch Mulhammed b, Miusa al
Chwdrizmi zurtickgefithrt gind (J. Ruska a. a, 0. S, 24),
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