Zur Geschlchte der Dreltellung des Winkels.
-Von Karl Kohl.

- Einen interessanten Beitrag zur Geschichte der Dreiteilung
des Winkels, — der indes auscheinend die entsprechende
Beachtung nicht gefunden hat — Dbringt M. Curtze in seiner
Arbeit ,Reliquiae Copernicanae“!); ausgehend von dieser Arbeit
sei im folgenden einiges weitere zu dieser Frage beigetragen.

VeranlaBt von einer Bemerkung des Copernicus iiber die
Trisektion des Winkels in einer Euklidausgabe von Campanus
vom Jahre 1482, stellt M. Curtze die Frage, ob Copernicus
ein Exemplar der verlorenen Schrift des Nikomedes ,De con-
choidibus® in den Hénden gehabt oder dies wenigstens geglaubt
habe. Bei seiner Untersuchung kommt Curtze zu dem Resultat,
daB die Quelle dieser Bemerkung wohl zuriickgeht auf den
18. Abschnitt eines aus dem Arabischen iibersetzten Werkes
mit dem Titel: ,TUber die Ausmessung der ebenen und sphiri-
schen Figuren von den Sohnen Masds Muhammed, Almed und
al Hasan, d. h. den drei Briidern (um 875, vgl. H. Suter
Nr.43)?). Von dem Werke ist eine Reihe von Handschriften des
arabischen Textes, sowie lateinische Ubersetzungen vorhanden?).

1) M. Curtze, Zeitschr. f. Math. und Phys. 19, S. 76 u. 432. 187

2) H. Suter bedeutet: H. Suter, Die Mathematiker und Astronomen
der Araber und ihre Werke. Abhandlungen zur Geschichte der mathe-
matischen Wissenschaften X. Heft, zugleich Supplement zur Zeitschr. fiir
Math. u. Phys. Bd. 45. Leipzig 1900. — M. Curtze gibt nach der Baseler
Handschrift F II, 33. L. c. S. 449, sowie ferner in Nova acta d. K. Leop.-
Carol. Deutschen Akademie der Naturforscher Bd 49, Nr. 2, =, 155. 1885
den lateinischen Text dieses Abschnittes. Zu der von Curtze mitgeteilten
Figur ist zu bemerken, daB. wie er auch selbst angibt, im Text die Kon-
choide fehlt.

3) Siehe dazu M. Curtze, Nova acta a.a. O.,, 8. 110 und H. Suter,
Bibliotheca Mathematica (3] 3, S. 259. 1902.
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Curtze schlieft, wie anch sonst aus der Buchstabenfolge
whgdexhtklmqs, da dieser Abschnitt auf griechische Quellen,
wahrscheinlich auf die Lemmata des.Archimedes zuriickgeht.
Zur Begriindung fithrt er weiter eine Arbeit von E. Woepcke?)
an iiber die Dreiteilung des Winkels von al Sigzi (951—1024,
H. Suter Nr.185). Al Sig:i erwihnt zwar die Arbeit der drei
Briider nicht, bringt aber unter anderem eine Konstruktion der
Dreiteilung, die er al Birdni zuschreibt. Sie entspricht im
Wesentlichen der von den drei Briidern gegebenen (s. w. u.).

In der durchgéngigen Verwendung der , Geometrie mobile¥,
wie al Sig:i sie nennt®), glaubt Curtze neben der Buchstaben-
folge den Beweis zu sehen, dal auch die Konstruktion der drei
Briider griechischen Ursprungs sei (a.a.O. S.451). Indes ist,
wie mehrfach betont, die griechische Buchstabenfolge keines-
wegs beweiskriftiz, da sie sich bei den arabischen Mathe-
matikern schon frith allgemein eingebiirgert hatte.

Die weitere Begriindung Curtzes, daB die Kreiskonchoide,
die der T.osung der drei Briider zugrunde liegt, deshalb grie-
chischen Ursprungs sei, weil eine ganze Reihe von Aufgaben
dem Altertum bekannt waren, die sich vermittels der Kreis-
konchoide lisen lassen, ist natiirlich auch nicht beweiskriiftig,
weil diese Aufgaben sich ebenso wie die Dreiteilung des Winkels
auch anders losen lassen.

Diese Schliisse von Curtze geniigen also nicht den Beni
Miisa die Prioritdt ihrer Losung der Dreiteilung des Winkels
abzusprechen. Dazu ist noch folgendes zu bemerken: Die bei
(‘urtze als Kreiskonchoide bezeichnete Kurve wird sonst als
Pascalsche Schnecke bezeichnet und die Entdeckung dieser
Kurve auch Stephan Pascal (1588—1651), dem Vater von Blaise

1) L'Algebre d'Omar Alkhayyami publiée. traduite et accompagnée
d'extraits de manpuscrits inédits, Paris 1851, und zwar 8. 117, Zusatz E:
Traité de la trisection de Dangle rectiligne par Abou Said Ahmed ben
Muhammed Ben Abd Aldjalil Alsidjzi.

5) I;Algebre d’Omar Alkhayyviami 8. 120. Unter .Gdéometric mobile-
(al mutaharrika) ist dabei die geometrische Methode verstanden, die
dic gesuchte Figur durch entsprechende Bewegung cines oder mehrerer Be-
stimmungsstiicke zu finden lehrt im Gegensatz zur ,Géometric fixe= (fdabita).
der starren Geometrie, die die Aufgabe l6st, indem sie die Bezichungen
untersucht, die an der als gegehen vorausgesetzten, gesuchten Figur bestchen.
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Pascal, zugeschrieben®). DaB die Konstruktion der drei Briider
tatsichlich auf diese Kurve fiihrt, geht aus ihrer Beschreibung
der Konstruktion hervor. Man hat es mit einer Losung gemiB
der Methode der ,géometrie mobile“ im Sinne al Sigzis zu tun.

Bei der historischen Bedeutung der Konstruktion der drej
Briider sei diese im Anschluf an den lateinischen Text”), der
nach Suter dem arabischen Text entspricht®), mitgeteilt:

, Wir konnen ferner beweisen, daB ein Hilfsmittel gefunden
ist, durch welches wir jeden beliebigen Winkel in drei gleiche
Teile teilen.

(Fig. 1.) Es sei ein Winkel abg, kleiner als ein rechter,
gegeben. Ich trage auf den beiden Linien «d und &g gleiche
Strecken ab, 4d und be und
ziehe um & mit bd als Radius
einen Kreisdel, dann verlingere
ich die Linie db bis nach 4
Ferner ziehe ich die Linie sx
senkrecht zu b d und verlingere
die Linie ez bis zu einem be-
liebigen Punkt 2. Dann trage
ichaufder Linie % eine Strecke
gleich dem Radius des Kreises
an, die Linie sei x¢. Stellen
wir uns vor, daB die Linie xe?
zum Punkt ! bewegt wird und
der Punkt » die Kreislinie bei
seiner Bewegung durchléuft, wobei die Linie x /% stets durch den
Punkt ¢ des Kreises gehen soll. Stellen wir uns weiter vor, daB
der Punkt % solange bewegt wird, bis der Punkt ¢ aut die Linie
bz zu liegen kommt, so muf der Bogen, der zwischen dem Ort,
zu welchem der Punkt z gelangt, und dem Punkt / ist, ein
Drittel des Bogens de sein.”

Hierauf folgt der Beweis zu dieser Konstruktion, der ganz
einwandfrei durchgefiihrt ist. Daran schliefit sich die Bemerkung,

6) Gino Loria, Ebene Kurven. Deutsche Ausgabe von F.Schiitte,
8. 136 und 140. Leipzig 1902.

7) M. Curtze, Nova acta S. 155.

8) H. Suter, Bibliotheca Mathematica III. 3, S. 270, 1902.
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daf diese Art der Dreiteilung sich schrittweise in gleicher
Weise bei jedem spitzen Winkel durchfiihren 1dBt, somit jeder
spitze Winkel in drei gleiche Teile geteilt werden kann.

Beziiglich des stumpfen Winkels fihrt der Text folgender-
malen fort:

,Bekannt ist ferner, dafi, wenn der Winkel, den wir in
drei gleiche Teile teilen wollen, grifer als ein rechter ist, wir
diesen in zwei Hélften teilen und ferner die eine der beiden
Hilften in drei gleiche Teile teilen wie oben; damit ist klar,
daB wir den dritten Teil des Winkels kennen, der grier als
ein rechter ist, und das ist, was wir zeigen wollten.“

Bei der Klarheit der Darstellung ist es nicht notwendig
der Konstruktion besondere Krkldrungen beizufiigen. Hervor-
zuheben ist: wihrend bei den Konstruktionen der Vorginger
die Dreiteilung mehr oder minder durch Ausprobieren erreicht
wurde, bedienen sich hier die DBend Musi der Bewegung als
eines systematischen Konstruktionsmittels, lange bevor es im
Abendlande zur Anwendung kam. Al Siy:7, der in seiner
Abhandlung ®) von einem Vertreter der ,Géometrie mobile«
schreibt, diirfte wahrscheinlich dabei an al Hasan Ibn Miisa
gedacht haben.

Die hier auftretende Kurve ist, wie schon oben erwihnt,
mit der Pascalschen Schnecke identisch. Doch ist den Benu
Musd die Tragweite ihrer Konstruktion nicht zum BewuBtsein
gekommen. Dieses Verdienst gebiihrt Stephan Pascal, némlich
erkannt zu haben, dal mit einer einzigen, einmal gezeichnet
vorliegenden Pascalschen Schnecke, im Gegensatz zur Konchoide
des Nikomedes (um 70 v. Chr.), jeder beliebige Winkel in drei
gleiche Teile geteilt werden kann'?). Dal die Benu Musi dies

9) F. Woepcke, L'Algtbre d’'Omar Alkhayyami p. 120.

10) Es 148t sich dies an der Figur 1 ohne weiteres erkennen. Ist die
Kreiskonchoide bereits mit dem Kreis gezeichnet, so legt man den zu teilenden
Winkel ab g soan. daB dereine Schenkel auf ¢ b fillt, verlingert den anderen
Schenkel bis er den Kreis in a und ! schneidet, errichtet das Lot in b auf
al, welches die Kurve im Punkt s schneidet. zieht dann die Gerade ¢ <.
welche den Kreis in ¢ schneidet und zieht schlieBlich durch ¢ die Parallele
zu al. welche den Kreis ein zweites Mal in 4 schneidet. Der Winkel a bk
ist dann ein Drittel des Winkels abe. — Vgl. hierzu auch Gino Loria.
a. a. O, S 140, und A. Adler, Theoric der geometrischen Konstruktionen.
Leipzig 1906.
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aber nicht erkannt haben, geht deutlich aus ihren Ausfithrungen
iiber die Dreiteilung des stumpfen Winkels hervor.

Hierzu sei noch, mitgeteilt, daB diese Liosung der Dreiteilung
des Winkels auch in einer kleiner tiirkischen Abhandlung iiber
die Benei Masd (Istambfil 1323 d. H.) enthalten ist. Es findet
sich dabei noch die Bemerkung, ,daf Nikomedes die Drei-
teilung des Winkels gefunden habe, die mitgeteilte Dreiteilung
des Winkels aber von Hasan 1bn Masi stammt, der sie allein
mit seiner Verstandskraft gelost und bewiesen habe.“

Dieses Zeugnis der Prioritit fir al Hasan Ibn Miisi findet
sich auch ferner in dem Bericht von Ibn «l (ift¢ in seiner Ge-
schichte der Gelehrten (S.442) iiber das Leben der Dendi Misd.
Es heit dort von alHasan: , . . er hatte eine so starke Vor-
stellungsgabe, daB er selbst solche Probleme als erster liste,
die keiner der fritheren gelost hatte, wie die Teilung des Winkels
in drei gleiche Teile . . .¢

Zu beachten ist jedoch, daB in den Entwicklungen der
DBend Miisd gar nicht von der Kurve selbst die Rede ist, die
der Punkt ¢ bei der Bewegung des Strahles x ¢ beschreibt. Es
ist daher fraglich, ob sie die Pascalsche Schnecke bereits punkt-
weise konstruiert haben. Wie schon erwéhnt, findet sich auch
die Kurve in keiner der Figuren der Handschriften, soweit diese
Curtze und Suter vorgelegen haben, gezeichnet. Dafl auch
die spiteren arabischen Gelehrten diese Ergidnzung nicht voll-
zogen haben, diirfte bei der sich entwickelnden Abneigung gegen
die Bewegung als Konstruktionsmethode ohne weiteres verstind-
lich sein, sie erblickten in der Bewegung ein der Geometrie
fremdes Element!!). Diese Abneigung zeigt sich z. B. bei al
Sigzi, der ausdriicklich betont, daB seiner Liosung der Drei-
teilung die ,Geometrie fixe“ zugrunde liegt'?).

Gelegentlich einer Arbeit von H. Biirger und mir selbst
iiber den Transversalensatz hat Herr Geh.-Rat E. Wiedemann
mich auf eine Konstruktion der Dreiteilung aufmerksam ge-
macht, die im Anschluf an eine Besprechung der Konstruktion
der regelmifigen ebenmen Vielecke in dem Werke von “Ali Thn
Alimed al Nasaw? (um 1000, vgl. Suter Nr.214) betitelt ,Das
Werk der Sittigung, Kommentar des Transversalensatzes“ und

11) Vgl hierzu E. Wiedemann, Der Islam, 3. Jahrg, 8. 57 u. (2.
12) F. Woepcke, L’Algtbre p. 120.
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zwar Cod. Leid. 1060 f. 50v angefiihrt ist. Der Text gibt selbst
an, daB al Schanni (ndwmlich Abi “Abd Alldh Mufammed ben
Almed al Schanni, vgl. Suter Nr. 216) der Geometer sie mit-
geteilt hat. Der Text ist folgender: ,Hierher gehirt die Teilung
cines Winkels in drei gleiche Teile. Dafiir hatte eine Anzahl
der groflen Geometer Beweise gegeben. Indes laBit sich eine
ider Methoden besonders schiin beweisen, sie fithrt am schnellsten
um Ziel und ist am leichtesten anzuwenden. Es ist diejenige,
die al Schanni iiberliefert hat.

(Fig. 2.) Es sei der Winkel «by gegeben, wir wollen ihn
i drei gleiche Teile teilen. Wir ziehen das Lot @  und machen gy
gleich d? und ziehen von ¢ aus
eine Linie, die das Lot ad trift,
gleich gex; dabei soll ¢ gleich « /4
sein. Diese Linie wird dadurch ge-
funden, daB ein Lineal quer iiber das
Lot ad gelegt wird, wobei man den
Punkt g festhilt. Wir bewegen es
bis ¢ 1 gleich b ist und ziehen die
Linie »e. Davun /d und dg gleich
sind und e d gemeinsam ist (den Drei-
ecken egd und ehd), ferner die beiden Winkel bei d rechte
Winkel sind, so ist eb = eg und der Winkel egd gleich dem
Winkel ¢bd. Beide Winkel zusammen sind gleich dem Winkel
seb, dem AuBenwinkel (vom Dreieck ¢/ g). Da aber der Winkel
zeb gleich dem Winkel z be ist, so ist der Winkel 2 ¢ doppelt
so groB als der Winkel ¢bd. Halbieren wir ihn, so ist der Winkel
alg in drei gleiche Teile geteilt.”

Auch diese Losung wire im Sinne al Siy:zis als Lisung
vermittels der ,Géometrie mobile* anzuseben. Es werden ndm-
lich nicht nur die endgiltigen Lagenverhiltnisse in Betracht
gezogen, sondern auch angegeben, wie durch eine bestimmte
Bewegung diese Lage gefunden werden kann. Von der Be-
wegungskonstruktion der drei Briider unterscheidet sich diese
Methode im wesentlichen dadurch, daB bei jener eine bestimmte
Strecke (ndmlich x 4) bewegt wird und das Zusammenfallen von
deren Endpunkten mit bestimmten Linien die gesuchte Lage
ohne weiteres anzeigt, wihrend bei dieser Konstruktion die
einzelnen bei der Bewegung erhaltenen Lagen erst durch Ver-

Fig. 2.

[




— 186 —

gleichen bestimmter Lingen (4x und xe) darauf untersucht
werden miissen, ob die gesuchte Lage erreicht ist oder nicht.
- "

Nach AbschluB der vorliegenden Arbeit teilte mir Herr
Geheimer Rat E. Wiedemann noch eine Abhandlung in der
Pariser arabischen Handschrift 2457 Nr. 47, fol. 198 v—199r
mit, deren Bearbeitung ich als weiteren Beitrag zu dem im
vorigen erwihnten beiden Geometrien beitiige.

Der Titel der leider zum Teil verderbten Handschritt lautet:
,Uber die Ermittlung zweier Linien zwischen zwei Linien, die
aufeinander folgen und miteinander proportional sind (d. h. der
beiden mittleren geometrischen Proportionalen), nach der Methode
der starren (fabif) Geometrie von dem Scheich Abi Gafar
Muhammed Ibn al Husain (er lebte nach H. Suter Nr. 183
etwas nach al Chugendi, der um 1000 starb).

Al Husain bringt in dieser Arbeit die Nikomedische
Losung ') zur Auffindung der beiden mittleren geometrischen
Proportionalen zu zwei gegebenen Strecken und bezeichnet diese
Losung als die ,Methode des Instrumentes“. Dariiber hinaus
will er noch eine Losung nach der geometrischen Methode geben,
wobei er eine Hyperbel verwendet. Der Beweis fiir die letztere
fehlt. Bei der folgenden Bearbeitung ist besonders Sorgfalt
auf die Erhaltung der Eigenart des Originals gelegt worden.

»Es schildert Eutokius in dem Werk, in dem er die Aus-
spriiche der fritheren Geometer sammelte, iiber die Ermittelung
zweier bekannter (° gesuchter) Linien, die aufeinander folgen,
die untereinander proportional sind, wie Nikomedes hierbei
vertihrt nach der Methode des Instrumentes.*

» Wir besprechen (zuerst) den Satz, welchen er hierbei gab
und bewies nach seinem Verfahren, nur behandeln wir auferdem
noch die geometrische Methode.

Nikomedes gibt (Fig. 12)) zwei Linien « und /4y, da-
bei macht er a & grofer als bg, die beide bei / aufeinander
senkrecht stehen sollen. Er vollendet die Figur « 4 gd, halbiert
ab und gb in den beiden Punkten e und : und zieht die Linie

1) Archimedis Opera Minora. Ed. J. L. Heiberg. ILeipzig . 99. 1915.
2) Die Konchoide K sowie der durch s und % gehende Hyperbelzweig

wurden zu der Figur des Originals ergiinzt.
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d e, verlingert sie und ebenso ¢ b, sie treffen sich in b Ks wird
/h = bg. Dann errichtet man das Lot x¢ ohne seine Linge
zu bestimmen und zieht von dem Punkte ¢ die Linie g¢, diese
ist ae sowie eb gleich (d. h. sie soll gleich sein nach der Kon-
struktion). Wir verbinden 7 und % und ziehen ¢/ beliebig lang

Fig. 1,
4
d a8
K 0
| a
[4 b h

parallel zu ¢4. Wir verlingern kg beliebig lang nach /. Dann
verwendet er (Nikomedes) andauernd ein Instrument, das er
konstruiert hat, um eine Linie von ¢ (aus in Richtung) nach ¢
[? {] zu ermitteln, so daB ihr Teil, welcher zwischen g £ und
gl fallt, gleich der Linie g ist.

Ich habe dies Instrument?®) aus Holz gefertigt und habe
mit ihm das Auffinden dieser Linie ausprobiert: es hat sich
dies bei dem Ausprobieren als richtig ergeben. Wenn wir diese
Linie durch eine Hyperbel finden, so gehen wir dadurch von
der Methode des Instrumentes zu der (starren) geometrischen
Methode iiber.

(Die [starre) geometrische Methode). Wir ziehen dazn
von f eine Gerade zu gk parallel zu kg und es sei dies die
Linie ¢k und konstruieren durch k eine Hyperbel, dabei sollen,
deren zwei Linien, welche sie nicht treffen 7k und hg sein
(d. h. die Asymptoten), wie dieses Apollonins in der 4. Pro-

3) Gemeint ist der Konchoidenzirkel von Nikomedes, vgl. Archimedis
Opera Minora L. ¢. =.99, ferner Cantor, Vorles. iiber Geschichtc der Math. I.
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portion des 2. Buches iiber die Kegelschnitte 4 bewies (d. h.
daff die Hyperbel durch einen Punkt und ihre zwei Asympdoten
bestimmt ist). "Die (nun bei dieser Methode gesuchte) Linie /s
(vgl. Fig. 1) ist gleich and parallel zu fo3).

Wir ziehen dann ad und verlingem diese und «b. Sie
treffen sich dann in 6. Dann sind ga und ca die beiden mitt-

leren Proportionalen zwischen a4 und by

Der nun folgende Beweis, den wir der Vollstindigkeit
wegen mitteilen, bezieht sich nur auf die Nikomedische Kon-
struktion, nicht aber auf die vermittels der Hyperbel gegebenen
Losung.

J,Beweis: by ist halbiert in » und zu seiner Liinge ist ya
zugefiigt. Dann ist ba-ga 4 (v 9)? = (+a)®. Beiderseits (: )*

S.351. Es ist dies somit ein weiteres Beispiel dafiir, dag dic Araber die von den

Griechen iiberlieferten, zur mechanischen Auflosung von Aufgaben dienenden

Instrumente nachgebildet haben. Die beigefiigte JFigur 2 entspricht der

Figur 1 in der Lage der Punkte «, ¢, k, ¢ und stellt den Konchoidenzirkel

dar, wie er bei der Losung dieser Aufgabe zu verwenden ist. Der Schnitt-
Fig. 2.

punkt der Konchoide mit der Geraden lg liefert den Punkt «, so daB «f
von der vorgeschriebenen Linge (g¢) wird, falls der Konchoidenzirkel auf
diese Linge eingestellt wurde, d. h. I’ Q = g ¢ gemacht wurde,

4) Das Zitat stimmt, vgl. J. L. Heiberg, Appollonii Pergaei quac
graece exstant. S. 199. Leipzig 1891.

5) Der Beweis hierfiir fehlt hier und im folgenden. Er ist wohl
am kiirzesten wie folgt zu filhren: Macht man k5 J_af, so liegen % und s
auf einer Hyperbel, da kt-k g = sa-ah ist. Esist hgrolich « 2:th=1Lt:k/,
weil sa =kf und kg =tk und auBerdem A\ afo i~ [N Fktf ist.
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hinzugefiigt ergibt sich: ba-ga -+ (x 9)* + (x £)* = (x a)2 + (x ¢)?
= (ta)? (oder ba-ga -+ (yt)* = (ta)?). Es ist ferner sa:gd
=ad:ga oder da gd=ab und e«d =g, so ist auch
a: %0 = bg:‘géi = 2bg:ga, daher ist ca:ce=hy:ga
=1tf:fa, da (h und gf parallel sind. Durch (korrespon-
dierende) Addition folgt se:ae=ta:fa. Da nun ae=/fa
ist, s0 ist oe = ta. Hs ist nun oe? =on-bo -+ act. Da nun
(78)* = (ae)® und (oe)* = (ta)?, so ist: ho-on = ba-ga oder
‘o:ba=yga:oa Dafernerbo:ba=dyg:ga, soistdy:ga
=ga:oa und weil dg:ga =oa:ad, soist weiter: dg:ga
=ga:ca=oca:ad (d. h ga und o sind die mittleren geo-
metrischen Proportionalen zu dg = «b und ad = by).“

Unter die Figurist noch eine kurze Bemerkung dazugefiigt,
daB der Schreiber die Lisung, die er erprobt hatte, Allak verdankt
und daB er die Kenntnis dieses Problems aus Biichern geschipft
hat, die er mit dem Original verglichen hat; dabei hat er auch
Zeichnungen und Instrumente, so das Astrolab verwandt. Hieran
schlieBen sich einige infolge von Liicken nicht mehr verstind-
liche Bemerkungen iiber die Figur.

Erlangen, Physikalisches Institut, im Oktober 1924.
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