Zur Bestimmung der Fundamentalgruppe
einer Produktmannigfaltigkeit.

Von Hermann Kiinneth in Kronach.

1. Die Fundamentalgruppe einer Mannigfaltigkeit ist unter
ihren topologischen Invarianten, vor allem im Zusammenhang
mit den auf ihr definierten Funktionen, von besonderer Bedeu-
tung. Hier sollen nun die Fundamentalgruppen einer besonderen
Klasse von Mannigfaltigkeiten behandelt werden, namlich solcher,
die sich gemif einer von Herrn Steinitz in ,Beitrigen zur
Analysis situs“?) eingefithrten Produktbildung in Faktoren zer-
legen lassen. Niheres iiber Gewinnung und Eigenschaften
solcher Mannigfaltigkeiten ist dort und in meinen friitheren
Arbeiten iiber Produktmannigfaltigkeiten?) zu finden. Auf
letztere sei auch wegen der hier gewidhlten Bezeichnungen
verwiesen. KEs sei nur bemerkt, dal dabei Mannigfaltigkeiten
zugrunde gelegt werden, welche kombinatorisch aus Zellen
aufgebaut gedacht sein sollen.

2. Als Ergebnis dieser Arbeit ergibt sich folgender Satz:

Wenn die Fundamentalgruppe der Mannigfaltig-
keit 4 die a Erzeugenden s, hat, zwischen denen die
Relationen E(s,)=1 bestehen, und die der Mannig-
faltigkeit B die g Erzeugenden s, mit den Relationen
R(s,)=1, dann erhilt man fir die Produktmannig-
faltigkeit 4.B= ( die (a4 §) Erzeugenden s,;, und s,
mit derselben Benennung wie in4und Bundzwischen
ihnen diegleichen Relationen F(s ) =1und R(s,) =1,

1) Sitzungsberichte der Berliner Math. Gesellsch. Jahrg. 7 (1908). .42
(im Archiv d. Math. u. Phys. (3) 13 (1908)).

2) Uber die Bettischen Zahlen einer Produktmannigfaltigkeit. Math.
Ann, 90 (1923), S. 65. — Uber die Torsionszahlen einer Produktmannig-
faltigkeit. Math. Ann. 91 (1924), 8. 12).
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wozu noch die Vertauschbarkeit der s, mit den s,
kommt, d.h. fiir jeden Wert von 7 und / geltend, die
Relationen: s s, s ~'s,~'=1.

3. Zur Bestimmung der Fundamentalgruppe einer Mannig-
faltigkeit wird das von Herrn Tietze?) angegebene Verfahren
angewandt.

Die Mannigfaltigkeit A sei n-ter Dimension. Nach Art
«:x Bildung der reziproken Mannigfaltigkeit wird jeder -
¢iensionalen Zelle ay ein Punkt M(p,) zugeordnet, jeder
it -—1)-dimensionalen Zelle « ::: (bei berandeten Mannigfaltig-
ikeiten mit Ausnahme der dem Rande angehirenden Zellen)
cin von 2 Punkten .M(p ) begrenztes, gerichtetes fundamen-

tales Wegstiick S(p,_,) und jeder (n—2)-dimensionalen Zelle

a’,::: (auler den dem Rande angehirenden Zellen) ein aus
fundamentalen Wegstiicken in bestimmter Anordnung bestehen-
der, geschlossener Streckenzug /(p,_,) und zwar bestimmt
sich Zugehorigkeit und Anordoung der Wegstiicke S(p,_,) in
I{p,_,) mach der Incidenz der Zellen a,. "} mit a, —; und ihrer
Gruppierung um diese. Heifen z. B. die (n—l)-ldimfnlsion?leln

Ly n—¢ g, n—
Zellen, zu deren Berandung a.  gehort: o7, a=, a
a"™', «"™" und ist ihre Reihenfolge so gewihlt, da immer je zwei

aufeinanderfolgende (wobei o'~ auf a:_‘ folgt) dieselbe »-di-
mensionale Zelle beranden, dann ist:
L(w) =+ S(z) + S(y) + S(:) + S(x) + S(e). (1)

Dabei ist das Vorzeichen + oder — zu nehmen, je nach-
dem ob der Richtungssion eines S mit dem Umlaufssinn von /
iibereinstimmt oder nicht.

Die Reihenfolge der Glieder darf nur zyklisch vertauscht
werden.

4. Vom Punkte J/(1), dem ,Grundpunkte*, sei jetzt zu
jedem Punkte M(p ) ein aus fundamentalen Wegsticken be-
stehender Hilfsweg [7(p,) ausgewahlt, doch so, dab zwei
Hilfswege, die einen Punkt gemeinsam haben, den ganzen Weg
von Mi1) bis zu diesem Punkte gemeinsam haben. Die Ge-
samtheit der Hilfswege bildet also einen .Baum-‘).

3) Cber die topologischen Invarianten mehrdimensionaler Mannigfaltig-

keiten. Monatshefte fiir Math, u. Phys. 19 (1908). S. 65.
4) Vgl. Encykl. d. math. Wiss. III AB3 (Dehn-Heegaard), 8.171. 172,
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- Der Richtungssinn dieser Hilfswege sei so, dal /(1) An-
fangs- und M(p,) Endpunkt sei; damit wird auch den Weg-
stiicken dieser Hilfswege ein Richtungssinn beigelegt, (der
eventuell von dem dem S(p, ,) gegebenen abweicht). Diese
so gerichteten Wegstiicke sollen nach ihren Endpunkten noch
die besondere Bezeichnung 7(p ) fiihren.

Verbindet z. B. der Hilfsweg U(g) der Reihe nach die
Punkte M(1), M(c), M(d), M(e), M(f), M(g), dann ist
Ulg) = T(e) + 1(d) + T(e) + T(f) 4 T(g). (2)
Die Reihenfolge der Summanden darf dabei nicht geiindert
werden.
5. Es werden nun geschlossene Fundamentalwege
s(p,_,) bestimmt durch:
8(p,—) = Up,) + Sp,_) — Up,), 3)
wenn M(p.) und M(p’) Anfangs- und Endpunkt von S(p,_,) sind.

K

Die zu den Wegstiicken 7(p,) gehiorenden geschlossenen
Fundamentalwege, die auch noch die Bezeichnung #(p ) fiithren
sollen, laufen in sich selbst zuriick.

6. Die Fundamentalgruppe von 4 besteht aus den
Erzeugenden s(p,_,); die #(p,) unter diesen stellen die Identitit
dar. Jede Verbindung L(p, ,) zwischen den S(p, ) liefert
eine entsprechende Relation R(p, ,) =1 zwischen den s(p,__).
So entspricht z. B. dem geschlossenen Streckenzug /() in (1)

die Relation:
+1 41 +1 +1 +1
Ru)=s(z) -s(y) -s(x) -s(x) -s(w) =1

7. Aus der Mannigfaltigkeit 4 und der m-dimensionalen
Mannigfaltigkeit B, deren »-dimensionalen Zellen mit 4, be-
zeichnet seien, werde nun die (m - 7)-dimensionale Produkt-
mannigfaltigkeit 4-B = (' gebildet.

Zu jeder (1 -4 m)-dimensionalen Zelle a, - b, gehort wie-
der ein Punkt M(p, g,). M(1,1) sei Grundpunkt.

Die (n 4+ m—1)-dimensionalen Zellen von C'sind bezeichnet
mit @y, - b~ oder "p::i “ bym: Thmen entsprechen die funda-
mentalen Wegstiicke S,(p,, ¢,,_,) und Syp,_;, 7,) TIhre Rich-
tung sei entsprechend der von S(g,,_,) in B bezw. S(p, _,)in A
gewihlt; fihrt z. B. S(g,_,) von M(q,,) nach Jfg,), dann fithrt

Sy(P,y 4m_y) YON Mp,, g.) nach M(p, q,)
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8. Entsprechend den 3 Arten von (n - m — 2)-dimen-
sionalen Zellen von C, némlich a, -byn"s, a, "0 b,m und

n—1 m—1 . . o
@py_y* Vgm—y hat man dreierlei geschlossene Stleckeuzuge

L(py Qs Lo(Po_g a,,) und L(p,_,, q,._,) zu unterscheiden.
Um Niheres iiber diese geschlossenen Streckenziige aus-
sagen zu konnen, wollen wir ein bestimmtes Beispiel betrachten,

namlich Z(x, q,). Es gehort zu einer Zelle o] Vgms die
der Kombination aus der in (1) betrachteten Zelle au""2 mit

einer beliebigen Zelle 7 ~zugeordnet ist. Die (o4 m—1)-
dimensionalen Zellen von C, zu deren Berandung diese Zelle
gehort, sind dann: @710 @by T AT b
At 07 und zwar werden s1e auch in dieser Reilienfolge
durchlaufen von Z,(u, ¢, ). Also ist
Lg(“; qm) =+ Sg(xy (],,.) t Ss(?h (1".) .-t Sg(‘r” ’],,,) i ‘Qg(l‘y (l,,.)
+ S,y 9,). 4)

Die Vorzeichen sind dabei so zu nehmen wie bei /(u).

Jeder Streckenzug /,(p, , ¢,) setzt sich also bei
festem ¢ ebenso aus den Syp,_,, q,) zusammen, wie
I{p,_,) in A aus den S(p,_,). .

Ganz entsprechend findet man: jeder Streckenzug
L(p,q,_,) setzt sich bei festem p ebenso aus den
S,(Py 9,_,) zusammen, wie (g, _,) in /2 aus den Sy, ).

9. Um die Verhéltnisse bei der dritten Art, den L(p, _,,
q,._,), kennen zu lernen, wollen wir auch wieder ein Beispiel
herausgreifen. Die Zelle ap" : in A gehiort der Berandung
von zwei n-dimensionalen Zellen an. Es seien dies die Zellen «
und a;. M(f) sei Anfangs-, M(g) sei Endpunkt von S(p,_)).

Die 7e]le bym— } in B gehore zu der Berandung der Zellen 4"

und 5" M(k) sei Anfangs- M({) Endpunkt von S(y, _,).

Die Zelle ap','._i b(m , gehort dann zu der Belandunv der

r m—1 m m—1
Zellen ap- by — apy” 'y )b, und “p.. - beund zwar

werden diese Zellen in dxesel Reihenfolge von L(p, _,. ¢4, )
durchlaufen. Es ist also unter Beachtung des Richtungsinns
der S, und S,
L(p,_» 9u_i)= S{f, 9, ,)—l—~" 1),. b =N 9,2
—_ Sz(/’ k) (.-))

Sitzungsherichte der phys.-med. Soz. 54 55 (m» L3, 13
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Aus diesem Beispiel ist ersichtlich, wie sich die ge-
schlossenen Streckenziige /(p,_,, ¢,_,) aus 4 fundamentalen
Wegstiicken zusammensetzen. Da sich aus den /., 7, und L,
die Relationen der Fundamentalgruppe ergeben, ist ihre Bii-
dung besonders wichtig.

10. Wie die Hilfswege U(p,, ¢,) in C gewihlt werden,
148t sich vielleicht auch wieder am besten an einem Beispiel
klarmachen. Aus dem Hilfsweg U(y) in A, wic er i (2) an-
genommen wurde und dem Hilfsweg U(l) in I3:

U(l)y = T(h) + 1) + T(k)+ T()
ergibt sich der Hilfsweg Uy, ) in C:
Ulg, 1) = 1(e, 1)+ 7(d, 1)+ Tle, )4 10, 1)+ T(g, V) + Ty )
+ (g, 6)+ (g, B+ T(g, ). (61

T(p,, q,) sei die den Teilstiicken der Hilfswege nach
ihrem Endpunkt noch besonders zugelegte Benennung. Die
geschlossenen Fundamentalwege s,(p,, ¢, ) und s,(»,_,, 4,)
werden ganz entsprechend wie bei .1 gebildet. Auch hier
laufen die #(p,, q,) in sich selbst zuriick.

11. Die Erzeugenden der Fundamentalgruppe von C
sind also entsprechend dem Abschnitt 6: s(p, ¢, ) und
$y(p,_y 4,); die #(p,, ¢,) unter ihnen stellen die Identitit dar.
Zwischen ihnen bestehen die Relationen:

Ri(ppy 4 =15 Bo(Pp 00 =15 Bpo_p 1) =1

Es soll nun bewiesen werden, daf fiir jeden Wert von
p, und ¢ bezw. p _, und ¢ :

Sz(p,._n qm)=32(]7n_|7 1) (7&1)
$1(Pny Gy = 5Ly 4y): (70)

12. Den Gang des Beweises wollen wir wieder an einem
Beispiel klarlegen.” Wir wihlen einen beliebigen Wert p |
und fir g, den Wert /. Das Wegstiick Tt/) in B hat zum
Endpunkt /), sein Anfangspunkt sei M(L). T) mige auBer-
dem noch die Bezeichnung S(g, _,) fithren. Apfangs- und End-
punkt von S(p,_,) in A4 sei M) und Mg. Dann ist in C:
Sy q,,.) = T(f. ) wnd Sy(g, q,_,) = Ty, 1), da diese Weg-
stiicke nach (6) Endstiicke der Hilfswege [(f, }) und Ul(g, ) sind.

Wir bilden nun nach (5) den geschlossenen Streckenzug
]’(1),._” (l,,,_l) = Sl(f’ qm_l) + SZ(pn—l‘ l— SI (9, (/"._1) —SI(pm—l’ k)

=T 1)+ So(po_ys 1) — T(9, ) — So( Py %)-

m—1)
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Als entsprechende Relation der Fundamentalgruppe er-
hilt man:

—1 -1
R(py_p ) =ULD s3(p,_py DUy D) -85(p,,_py k) =1

—1
32(1’,._10 l)'s2(p,,._.|’ "7) =1
32(1’,._.17 )= Sz(l’,._lv k).
Durch Fortsetzung dieses Verfahrens erhdlt man schlieflich
Sg(Pa_p ) =54p,_y 1)
oder da p _, und / beliebig herausgegriffene Werte sind, fiir
jeden Wert von p _, und ¢ geltend:
S (Pucpy 1) = %Py 1),
womit (7a) bewiesen ist.

13. Ftir den Beweis von (7b) nelimen wir beispielsweise
p,=g und ¢__, beliebig an. In A4 sei 7(y) = S(p,_,). An-
fangs- und Endpunkt dieses Wegstiickes seien M(f) und M(yp).
Anfangs- und Endpunkt von S(g, ) in I¥ sei M(k) und M.
Dann ist S,(p,_,, 1) = T(g, 1) als Endstiick des Hilfswegs
U(g, 1), also auch s,(p,_,. 1) =t(g, 1.

Aus dem geschlossenen Streckenzug L p ., ¢, ), der
wieder die Gestalt und Bezeichnungen von (5) hat, folgt die
Relation

—1 —1
Rpy_s0m ) =500, 8Py s 51(9, 00 _y) 8P, K) =1

woraus nach (7a)
-1 —1

sl(f’ ’]m._l)'s2(pn_17 1)'31(.(/! qm-—l) '32(1’.._|? 1) =1

—1 —1
Sl(/; l]m_l)'t(_(l, 1)'81(.77 (],.._l) '{(."7 1) =1
s(f; ’I.,._l) =s5,(4 1,_,)-

Durch Fortsetzung und allgemeine Anwendunz dieses Ver-
fahrens erhdlt man fir jeden Wert von p_und q_ , geltend:
Sl(pn, (I,.._l) = 31(17 (l.._|):

womit (7b) bewiesen ist.

14. Die Erzeugenden der Fundamentalgruppe von (' ver-
mindern sich dadurch auf s(1,q,_,) und s,(p _ 1), die nun
kiirzer mit s8,(g,_,) und s,(p,_,) bezeichnet seien, genau den
Erzeugenden der Fundamentalgrappen in A4 und 73 eutsprechend.

Aus der Form (4) der L,(p,_,, q.) und der entsprechenden

der L,(p,, 4,._,) ist dann auch ersichtlich, daB sich die Relationen
13*
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Ry(p, 5 9,)=1 und Ry(p,,q,_,) =1 vermindern auf die Re-
lationen R,(p, ,, 1)=1 und RB,(1,¢, ,) =1, die nun kiirzer
mit By(p, ,) =1 und R(q,_,) =1 bezeichnet werden konnen
und die, wie aus Abschnitt 8 folgt, genau den gleichbezeicl-
neten Relationen in 4 und /3 entsprechen.

Die Relationen R(p, ,, g,,_,) =1 nehmen die Form

—1 —1
‘91(17 qm_l)'32(pn_1? 1)'31(17 (Im_l) 'Sz(pn_p 1) =1

—1 1
oder sl(qm_1)'32(]7n_1)'Sl(qm_1) '32(])n—1) =1
an, was die Vertauschbarkeit jeder Erzeugenden s (¢, ,) mit
jeder Erzeugenden s,(p, ,) bedeutet.

Bezeichnet man zur Vereinfachung die Erzeugenden s,(y, )
bezw. s,(p,_,) der Reihe nach mit s, s, s ... bezw.
Sg1y Sagy Sozr + - - S0 ldBt sich das gewonnene Ergebnis in dem
bereits in Abschnitt 2 ausgesprochenen Satz zusammenfassen.
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