Axiomatische Begriindung der allgemeinen
Idealtheorie.

Von
Wolfgang Krull

In der vorliegenden Arbeit sollen auf neuem, axiomatischem
Wege die folgenden Hauptsitze der allgemeinen Idealtheorie ab-
geleitet werden!): ,Zu jedem Ideal gibt es endlich viel ,zu-
gehiorige Primideale® und ,isolierte Komponentenideale*. Jedes
isolierte Komponentenideal steht in eindeutig umkehrbarer Be-
ziehung zu einer gewissen Schar zugehoriger Primideale.”
Auferdem werden die bekannten KErgebnisse in verschiedener
Hinsicht erweitert und vertieft. Im Gegensatz zu den bisherigen
Darstellungen werden die Ideale nicht mit Hilfe des Ringbegriffs
eingefithrt, sondern allein durch die axiomatisch festgelegten
Teilbarkeits- und Multiplikationseigenschaften charakterisiert.
Auch im iibrigen verlduft der Beweisgang gerade umgekehrt
wie in den unten zitierten Arbeiten N. und K. Dort wurde
zunéchst die Zerlegbarkeit jedes Ideals in Primirkomponenten
nachgewiesen, das gewonnene Ergebnis ermoglichte dann die
Definition der zugehorigen Primideale und isolierten Kompo-
nentenideale, sowie die Ermittlung ihrer hauptsidchlichen
Eigenschaften. In der vorliegenden Arbeit hingegen werden
zugehorige Primideale und isolierte Komponentenideale darch
die am Schlusse von K. angegebenen charakteristischen Eigen-
schaften eingefiihrt, und es werden dann mit Hilfe dieser
Definitionen die oben angegebenen Hauptsitze abgeleitet, unter

1) Vgl. zum Thema die grundlegende Arbeit von E. Noether: Ideal-
theorie in Ringbereichen, Math, Annal. 83(1921), 8.23—66 (in Zu-
kunft kurz mit N. zitiert), sowie Krull: Ein neuer Beweis fiir die
Hauptsitze der allgemcinen Idealtheorie, Math. Annal. 90(1923),
8. 55.--64 (in Zukunft kurz mit K. zitiert).
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volliger Vermeidung der — bekanntlich nicht eindeutig be-
stimmten — Zerlegung eines Ideals in Primdrkomponenten.

Der hier skizzierte Weg ergibt sich naturgemil aus dem
axiomatischen Ausgangspunkt; er erfordert nirgends ein Rechnen
mit Elementen und hat den Vorteil, dafl die eindeutig bestimmten
Begriffe des zugehérigen Primideals und des isolierten Kom-
ponentenideals von vornherein in den Vordergrund treten.

Nur in lockerem Zusammenhang mit den iibrigen Unter-
suchungen steht § 6. In ihm werden kurz die bekannten
charakteristischen Eigenschaften der teilerfremden Ideale ab-
geleitet, insbesondere wird ein neuer Beweis fiir die eindeutige
Zerlegbarkeit jedes Ideals in teilerfremd-irreduzible Faktoren
gegeben.

Charakteristisch fiir die Darstellung ist die starke Ver-
wendung des fiir Ideale giiltigen Rechenformalismus, durch den
viele Beweise sehr kurz und einfach werden.

§ 1. Axiome, Definitionen und Rechenregeln.

Den Untersuchungen liegt ein Bereich zugrunde, dessen
Elemente Ideale genannt und mit kleinen deutschen Buchstaben
bezeichnet werden. Es gelten folgende Axiome:

I. Teilbarkeitsaxiome.

(Entsprechen denjenigen Axiomen der Mengenlehre, bei
denen es sich um Enthaltensein, Durchschnitts- und Ver-
einigungsmenge handelt.)

a) Es sind zwei Beziehungen < und > mit fol-
genden Eigenschaften erklért:

a) Aus a<b folgt b >a.

B) a<a, a>a; ist umgekehrt a<<h, b<a, so ist
b=a?.

y) Ist a<b, b<Tg¢ so ist a<c

Ist a<b, so nennen wir b ,durch a teilbar“ oder
,Vielfaches von a% a wird als ,Teiler von b“ bezeichnet;
sind a und b verschieden, so reden wir von ,echtem Vielfachen®
bezw. sechtem Teiler“. Ist b ein echtes oder unechtes Viel-
faches von a, so schreiben wir in Zukunft stets a <b; b>a.

2) Mit Hilfe von ) kann man geradezu dic Gleichheit zweier Ideale
unseres Berciches definieren.
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Die Schreibweise a <Zb, b > a verwenden wir nur dann, wenn
a und b sicher verschieden sind. Besonders betont mége werden,
dall fiir beliebige Ideale a und b nicht notwendig eine der
bieiden Beziehungen a<Cb, a >0 gelten muB.

b) Zu zwei beliebigen Idealen a, und a, gibt es
einen ,groBten gemeinschaftlichen Teiler* (a,, a,) und
ein ,kleinstes gemeinschattliches Vielfaches [a;, a,)
mit folgenden Kigenschaften: ’

(a,, ap) ([ay, a,]) ist gemeinschaftlicher Teiler (ge-
meinschaftliches Vielfaches) von a, und q,: jeder ge-
meinschaftliche Teiler (jedes gemeinschaftliche Viel-
fache) von a, und q, ist Teiler von (a,, a;) (Vielfaches
von [a;, a,)). Tn Formeln haben wir also:
a2 ey, a,)5 a, > (ay, ay); aus a, > b: a, > 0 folgt (a,, ay) > 5.
a, < [ag, )5 ay < [ay, a,]; aus a, < b: a, < 0 folgt [a, a,] <D,

Nachdem die Existenz von (a,, a,) und [a,, a,] axiomatisch
feststeht, kann das Vorhandensein eines ganz analog definierten
groBten gemeinschaftlichen Teilers (a,, a,, . .. an) bezw. eines
kleinsten gemeinschaftlichen Vielfachen [a,, a; . . . az] von
endlich viel Idealen bewiesen werden.

(a, 0y - . . Gp) erhdlt man z. B, wenn man der Reihe
nach die Ideale (qa,, a,). ((a; ay), a5), (((a,, a,), a,). a,), . . . bildet.

Es sei noch folgende Tatsache erwihnt, die sich leicht
aus der Definition von (a,, a,) bezw. [a,, q,] ergibt: Es ist
(a,, 0,) = q, bezw. [q,, a,] = a; dann und nur dann, wenn a, > q
bezw. a, < a,.

¢) Auch zu einer unendlichen Menge von Idealen
gibt es stets einen griBten gemeinschaftlichen Teiler.
Insbesondere muB also ein Ideal o existieren, das Teiler aller
Ideale unseres Bereiches ist. o wird als ,Einheitsideal*
bezeichnet.

II. Axiom der Multiplikation.

Aus je zwei Idealen a und b kann mit Hilfe einer
assoziativen und kommutativen, als ,Multiplikation“
bezeichneten Operation ein neues [deala-babgeleitet
werden. Dabei ist:

a-b>[a, b] (1)
a-(b,, b, ... )=(a-b. a-b, ... (2)

Sitzangsberichte der phys.-med. Sog. 56 57 (1024 25). 4
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Formel (2), das ,distributive Gesetz“, soll auch dann
gelten, wenn es sich bei (b, b, . . .) um den groBten gemein-
schaftlichen Teiler einer beliebigen unendlichen Idealmenge
handelt.

Ist b, > b,, so haben wir (b,, b,) = b,; a-(b;,b,) = (a-b,, a-b,)
=a-b,, d. h. a-b, > a-b,.

Nach axiomatischer Festlegung der Idealmultiplikation
filbren wir nunmehr darch Definition den Idealquotienten ein:

Definition: Der Quotient a:b ist der grofte ge-
meinschaftliche Teiler aller der Ideale ¢, fiir die b-c > a
ist.

Aus unseren Axiomen, insbesondere aus Formel (1) und (2)
ergeben sich fiir den Idealquotienten folgende Eigenschaften:

b-(a:0)>a; a:0<a; a:b, <a:b,, wenn b, > b,;

a:b=o, wemn b>a. (3)
a:(b-b)=(a:b,):b,=(a:b,):0,, 4

[a, ap, . . . Ga]:b=1[a,:b, a,:b, . . . an:b]. B)
a:(b, by, ... by)=1a:b, a:b,, ... a:by]. (6)

Wir unterdriicken die einfachen Beweise der angeschriebenen
Formeln, weil sie sich bereits an anderer Stelle?) in der
Literatur finden.

Definition: Ist a:56=a, so heift b ,zu a prim*.
Ist a:b=aqa, b:a=0D), so heifen a und b ,gegenseitig
prim¢.

Aus Formel (4) folgt unmittelbar, daB b,-b, (und folglich
a fortiorio [b,, b,]) dann und nur dann zu a prim ist, wenn
das gleiche von b, und b, gilt.

Definition: Ein Ideal p heift Primideal, wenn fiir
beliebiges a stets entweder a>p oder p:a=p ist, d.h.
wenn aus q,-a,>p stets die Giiltigkeit einer der
Gleichungen a, >y bezw. a, > p folgt.

III. Endlichkeitsaxiom.
Eine ,echte Teilerkette“ a,>a,>a;> ... bricht
stets nach endlich viel Schritten ab®).

3) Vgl. insbesondere: Dedekind: Supplemente zu Dirichlets
Vorlesungen iiber Zahlentheorie, IV. Aufl, p. 504, wo die ent-
sprechenden Formeln fiir Moduln abgeleitet sind. Vgl. ferner Macaulay,
Cambridge Tracts Nr. 19 (1916). Cap. III art. 24 u. 28, sowie K. § 2.

4) Nimmt man das Endlichkeitsaxiom zu den Axiomen Ia u. Ib hinzu,
so wird I ¢ ein beweisbarer Lehrsatz. Die Anordnung des Textes, bei der



Axiom III bildet die Grundlage unserer Existenzbeweise,
und zwar verwenden wir vor allem folgenden SchluB:

Kann aus der Tatsache, da eine Eigenschaft A einem be-
liebigen Ideal a, zukommt, gefolgert werden, daf A auch einem
echten Teiler a, von a, zukommen mufl, so kann A iiberhaupt
keinem Ideale zukommen, weil es andernfalls eine ins Unend-
liche laufende echte Teilerkette a, >a, >a,> . . . gibe, bei
der A jedem der Ideale a; zukdme,

§ 2. Isolierte Komponentenideale und zugehdrige
Primideale.

Definition: Kin Ideal i heiBt ,isoliertes Kompo-
nentenideal® (in Zukunft karz ,i. K.-1.4) von a, wenn
ein Ideal b existiert, das der Gleichung a:br=a:br+!
= ...=1geniigt. Ferner soll a selbst stets als
i. K.-I. von a angesehen werden?).

Da in der Kette a:b, a:b% . . . stets a:bi > a:bi+?! ist,
g0 folgt aus dem Endlichkeitsaxiom, daB jedes Ideal b ein

. K.-1. von a ,erzeugt‘. Das durch b erzeugte i. K.-I. von a

werde mit 1(‘" oder, falls keine Verwechslung zu befiirchten
ist, mit iy bezeichnet. Es gilt nun:

i(bn b,) = [ibx7 ib.] (7)

io, - 6) = b, 5, = 16, =I5, (v, . b = i(6, . b, Wenn i, =15, (8)

Es sei r so groB gewihlt, daB iy, = a: by; ip, . vy = a:(bx-d)r
(k = 1,2) wird. Dann ist fiir s 91 stets a: (b, br=a:(.
bi-bf5 . )=[... a: (b .o 1 =is, IbA]—l\b"b’))
(i+ k=s). Ist ferner 15;215‘, \0 haben wir fiir s>r die
Gleichungen: a: (b, -b))s= (a:b%) : b5 =15 : 0> = 15, = 1p,;
a:(b,-dFr=1(a:b*):0°=(a:b9): b9=a (6, - D)=

Definition: Ein Primideal p heifit .zu a gehorlg ,
wenn t,<a a:i, >p ist.

nicht alle Axiome unabbingig sind, soll die Sonderstellung des Endlichkeits-
axioms hervorheben.

5) Geniigt das Einheitsideal o nicht der Gleichung a.0 = a fiir bel. a,
80 kann es schr wohl vorkommen, daB fiir bel. b stets a: b < a wird. Die
letzte Festsetzung unserer Definition ist mithin nicht iiberfliissig.

6) Man beachte die aus Formel (4) folgenden Bezichungen: a: 6,# = ip,;
a: bt = ip,: a:(by!-bek) <ip, (12 1); a:(byi-by%) <ip, (k21!

4*



Zusatz: Das zugehorige Primideal kann auch folgender-
mafen definiert werden:

Das Primideal p gehort zu a, wenn aus iy=1t,<a
stets b>p folgt.

Das Primideal p gehort zu a, wenn aus b<p stets
a>1 >1, folgt.

Die Aquivalenz der zweiten und dritten Definition ergibt
sich aus Formel (7). Ist ferner iz =1y, so haben wir (fiir ge-
niigend grofies r) br-iy>a, aus i =1, a:i, >p folgt also
b* > p und mithin wegen der Primidealeigenschaft von p auch
b>p. Sollte schlieflich a:i, nicht durch p teilvar sein, so
haben wir fiir b= (a:1,. p) die Beziehungen b<Typ, i =1,

Aus der dritten Definition ergibt sich angesichts der
Gleichung iy, = iq, y: :

Jedes zu a gehorige Primideal ist Teiler von a.

Es soll jetat bewiesen werden, dalf zu jedem Ideal a%o
mindestens eines, aber sicher mnur endlich viele Primideale
gehoren.

Hilfssatz 1. Zu jedem Ideal a gibt es endlich
viele Primideale p;<a, derart daf IIp; > a wird.

Ist a Primideal, so ist die Behauptung klar. Im andern
Fall gibt es zwei durch a unteilbare Ideale q, und a,, fiir
die a,’-a,' > a wird. Dann ist aber auch (a’, a)-(a’, a) >gq,
und hier sind a; = (0, a) und a, = (a,’, a) echte Teiler von a.
Gilt nun Hilfssatz 1 fiir a, und a,, so gilt er auch fiir a, d. h.
ist er fiir a falsch, so ist er auch fiir einen echten Teiler von a
(namlich fiir a, oder a,) falsch. Aus dieser Uberlegung folgt
aber nach dem Korollar zum Endlichkeitsaxiom die Giltigkeit
des Hilfssatzes fir bel. a.

Satz 1. Esist a:b6<a dann und nur dann, wenn
b durch ein zu a gehoriges Primideal teilbar ist.

Ist zundcht p ein zu a gehoriges Primideal und b>aq, so
ist 1, <1, und mithin sicher von a verschieden. Die Umkehrung
beweisen wir negativ, indem wir zeigen, daB aus der Annahme
eines zu a nicht primen, aber durch kein zu a gehoriges Prim-
ideal teilbaren Ideales b die Existenz eines echten Teilers b,
von b folgt, der offenbar durch kein zu a gehoriges Primideal
teilbar ist, und fiir den gleichfalls a:b, <a wird.
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in der Tat, ist b Primideal, so ist die Existenz von b,
gesichert, weil sonst b nach Definition selbst zu a gehorte. Im
andern Falle konnen wir nach Hilfssatz 1 r Primideale p,,

Par - - . Pr bestimmen, die hier echte Teiler von a sind, und
fiir die ITp; > b wird. Dann aber ist (a:JTp) <a:b<a, und
{==1

mithin nach Kormel (4) auch fiir eines der p, sicher a:p < a.

Da fiir beliebiges a0 stets a:a = o< aist, so folgt aus
Satz 1 unmittelbar:

Satz 2. Jedes von o verschiedene Ideal besitzt
mindestens ein zugehoriges Primideal

Satz 3. Zu jedem Ideal a gehdoren nur endlich
viele Primideale.

Bei dem in 6 Sciritten zu fithrenden Beweis bedeutet p
stets ein zu a gehiriges Primideal.

a) Jede Kette p, >p,>p,> ... besitzt nach dem
Endlichkeitsaxiom nur endlich viele Glieder.

p) Jede Kette p, <p,<<p, < ... besitzt nur end-
lich viele Glieder, weil aus ihr die Kette i, > 1, >1, >...
abgeleitet werden kann. (Definition des zugehorigen Prim-
ideals!)

y) Jede Kette p,, p, p,, . . ., bei der kein p; durch
ein px (i+k) teilbar ist, besitzt nur endlich viele
Glieder, weil aus ibrdie Kette iy, > ig .50 > iy, . p, . 99> . ..
abgeleitet werden kann.

In der Tat, zunéchst ist iy, .y, ... o, _p 2 ip, . p, ... py; gdlte

das Gleichheitszeichen, so hitten wir wegen iy, > iy, ., ... p, und
Formel (7) sicher ig, . .. ve—1, o) == . Diese letatere Gleichung
ist aber unmaoglich, weil bei unseren Annahmen iiber die zu
a gehdrigen Primideale p; sicher (p,-p, . . . pr—y, p;) <, ist.

8) Zu jedem p gibt es eine natiirliche Zahl s, die
als die ,Stufe von p“ bezeichnet wird, und die dadurch
charakterisiert ist, daB keine Kette p>p, >p, > ...
mehr als s 41 Glieder besitzt, wihrend mindestens
eine s + 1 gliedrige derartige Kette wirklich auftritt.

Gibt es kein p,, fir das p>p, ist, so besitzt p nach
Definition die Stufe 1. Im andern Falle existieren end-
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lich viele Ideale p,, p, ..., fiirdiep>p(i=1,2...1)
ist, und die auBerdem die Eigenschaft besitzen, dal
es kein der Beziehung p > p'>p; geniigendes p' gibt.
(DaB die Ideale p; nur in endlicher Anzahl vorhanden sein
konnen, folgt aus y); dal mindestens ein p; existiert, erkennt
man aus B), indem man von einem beliebigen der Ungleichung
p > p' geniigenden Ideale p’ ausgeht, und eine Kette p', p*, ...
bildet, bei der allgemein p® >pk—1; p > p® ist.) Besitzt nun
jedes der Ideale p; eine endliche Stufe s;, so besitzt p offenbar
die Stufe max(s;) +1 (i=1,2 ... r). Die Annahme, p be-
siBe keine Stufe, fithrt also zu der Folgerung, daf das gleiche
von einem echten Teiler p; gelten mufl, und mithin schlieBlich
zu einem Widerspruch gegen das Endlichkeitsaxiom. — Wir er-
wahnen noch einige wichtige Folgerungen aus der Stufen-
definition.

Jedes Tdeal ster Stufe ist durch mindestens ein
Ideal s—1tr Stufe teilbar. Ist s, die Stufe von p,, s,
diejenige von p,, so folgt aus p, >p, stets s, >s,. Zwei
Ideale gleicher Stufe sind gegenseitig prim, es gibt
also nur endlich viel Ideale einer festen Stufe.

¢) Fiir die Stufe s eines zu a gehorigen Primideals
existiert eine obere Schranke s,.

Wir wollen unter einem ,hochsten Primideal von a“ ein
solches p verstehen, das unter den Primidealen von a kein
echtes Vielfaches besitzt. Aus y) folgt, daf es nur endlich viel
Primideale hochster Stufe geben kann, und aus p) 146t sich
schliefien, daB jedes p in mindestens einem Primideal hochster
Stufe aufgeht. Sind daher p,, p,, . . . p- die hochsten Prim-
ideale von a, und bezeichnet s; die Stufe von p;, so gilt fiir
die Stufe s eines bel. p die Ungleichung s < max-(s;) = ..

{) Bedeutet r, die Anzahl der Primideale s'r Stufe, so be-
tragt die Gesamtzahl der zu a gehorigen Primideale r = St
s=1
Hiermit ist Satz 3 bewiesen, und gleichzeitig der Begriff
der ,Stufe eines Primideals¢ sowie eines ,hochsten
Primideals von a“ gewonnen. Die Primideale erster Stufe
sollen auch ,niederste Primideale von a“ heifen.



& 3. Bestimmung siimtlicher i. K.-I. von a.

Satz 4. Zu a:b="> gehdren stets nur solche Prim
ideale, die auch zu a gehoren, und insbesondere alle
zu a gehorigen und nicht in b aufgehenden Prim-
ideale.

a) Es sei p ein zu b gehoriges Primideal, und r so groB
gewihlt, daB i,® =aqa:pr; i,® =Dd:p*=a:(b-pr) wird. Dann
istiy® < q, weil andernfalls {,® = a:(b-pr)=(a:p7): b= b wire.
Ferner haben wir d:i,® = (a:b): (a: (b-pr)) =a:[b-((a: p7):b)]
< a:(a:p) =a:i,@, esfolgt also aus d:1,®» > p sicher a:ip® > p.

f) s sei umgekehrt p ein zu a gehiriges Primideal
und (b, ) <p: ® =a:pr, {H® =Dd:pr =a:(b-pr). Dann
st ,® <7 b, weil andernfalls i,® > {,® = a:b, mithin i,®
=a:(pr, b) wire, also p nicht zu a gehorte. Ferner haben
wir: b.(d:1,®) =Db-[(a:b):(a:(6-pr))] = b-[(a:(a:(b-p¥)):Db]
Sa:(a:(b-pn)>az(a:p)=a:i@. Aus a:i,®>p folgt da-
her b-(d:i®) > p und mithin wegen p:b=p auch d:1,® > p.

Da a:0<Ca wird, falls b durch ein zu a gehériges Prim-
ideal teilbar ist, so folgt aus Satz 4:

Satz 5. Zu 1,® gehdren alle und nur die Prim-
ideale, die zu a gehdren, und nicht Teiler von b sind.

Aus Satz 5 ergibt sich:

Hilfssatz 2. Bedeutet r das Produkt der hochsten
Primideale von a, so wird fiir genigend grobes
o>

In der Tat, wihlen wir r hinreichend grof, so wird
a:r'~' =i, = o, und mithin o-r"=! > qa, also auch r>a  Aus
dem Hilfssatz folgt, daf zwei Ideale b, und b, mit
denselben hochsten Primidealen stets das gleiche
i. K-I. von a erzeugen: denn bezeichnen wir mit r das Produkt
jener hochsten Primideale, so wird fiir geniigend grofes r:
> [b,, b,]; (b, b,)r>r, und mithin i, =1, =1

Um mit Hilfe der gewonnenen Resultate einen Uberblick
itber die i. K.-I. von a zu gewinnen, fiihren wir folgende Be-
zeichnungsweise ein:

Eine Schar S zu a gehoriger Primideale heiBt ,isolierte
Schar®, wenn mit p gleichzeitig jedes der Beziehung p'>p
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geniigende Primideal der Schar angehért”). Ein Primideal p
von a heiBt ,hochstes Primideal auBierhalb von 8%, wenn p der
Schar S nicht angehort, und wenn es auBerbalb von S kein
echtes Vielfaches von p unter den zu a gehorigen Prim-
idealen gibt.

Der Durchschnitt und die Vereinigungsschar 8) zweier iso-
lierter Scharen S, und S, ist stets wieder eine isolierte Schar.
Ferner bildet die Gesamtheit aller zu a gehorigen Primideale,
die in einem bestimmten Ideal b nicht aufgehen, eine isolierte
Schar. Auf Grund dieser letzteren Tatsache und mit Hilfe
von Satz b beweisen wir:

Satz 6. Zu jeder isolierten Primidealschar von a
gibt es ein und nur ein i. K.-I., zu dem gerade die
Primideale jener Schar gehéren, und umgekehrt.

Zunichst ist nach Satz b klar, dall die Primideale eines
i. K.-I. von a eine isolierte Schar bilden. Ferner gehort auch
zu jeder isolierten Schar mindestens ein i. K.-I, rémlich zu
der Schar S* aller Primideale von a einzig das Ideal a selbst,
und zu jeder von S* verschiedenen Schar S jedenfalls dasjenige
i. K.-I., das durch das Produkt der hochsten Primideale von a
auBerhalb der Schar S erzeugt wird. Den Beweis, daB zu jeder
(von Sx* verschiedenen) isolierten Schar genau ein i. K.-I. gehort,
fiihren wir unter Berufung auf das Endlichkeitsaxiom und die
im AnschluB an Hilfssatz 2 gemachte Bemerkung, indem
wir zeigen:

Gehort das i. K.-I. i zur Schar S, so sind entweder die
héchsten Primwideale von b mit den hochsten Primidealen von a
auBerhalb S identisch, oder es gibt einen echten Teiler b, von b,
fir den o =15, wird. — Es seien p,’, p,’, . . . ps' die hdchsten
Primideale von b, p,, p,, . . . b. die héchsten Primideale von a
aulerhalb S. Dann gehort sicher kein pi' der Schar S an, py'
und pi' sind fiir i+k stets gegenseitig prim, und es gibt zu

jedem p; mindestens ein py' > p;, weil sicher t'=p,"-p,’ . . . ps’
> [Py Py - - o] ist. Daraus folgt, daf entweder die Prim-
ideale p,', p,' . . . p¢ in ihrer Gesamtheit mit p, p,, . . . br

7) Auch die iiberhaupt kein Primideal enthaltende ,leere Schar ist als
isolierte Schar anzusehen.
- 8) Im mengentheoretischen Sinn!
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itereinstimmen, oder mindestens ein py', etwa p,’, nicht zu a
oehort. Im letzteren Fall gibt es ein Ideal -t <Typ,’ derart,
dal i =1,, und mithin iy =1y =1 .p, ... p, Wird®. Es ist
daher auch tiir b, = (b, t-p,' . . . ps'): =1y, und hier ist b,
ein echter Teiler von b, weil durch p,’ unteilbar.

Satz 6 zeigt nicht nur, daf es nur endlich viele i. K.-I.
von a gibt, sondern er liefert auch eine Moglichkeit, dieselben
mit Hilfe der zugehirigen Primideale zu bestimmen.

Definition. Iin Ideal heiBt primir, wenn es nur
ein cinziges zugehoriges Primideal besitzt.

Satz 7. Kin Tdeal q ist dann und nur dann primér,
wenn aus q,-q, > q entweder a, >q oder a,>q oder fiir
geniigend groBes r: > q, a,f > q folgt.

In der Tat, gehért zu q nur das Primideal p, und ist
a, -0, >p, so ist entweder (a,, a,)>p, und dann baben wir
nach Hilfssatz 2 fiir geniigend grofles r: a," > q,a," > q; oder, es
ist etwa (a,, p) <p, dannist q: a, = q, mithin a, > q. Gehoren
umgekehrt zu q mindestens 2 Primideale p, und p, und ist
etwa (p,, p) < p,, so haben wir fiir geniigend grofes r: 1, .pr>q,
und hier ist weder i,(® noch irgend eine Potenz von pr durch
q teilbar.

§ 4. 1. K.-I. und zugehdrige Primideale des Produktes
und kleinsten gemeinschaftlichen Vielfachen.

Die Untersuchungen von § 3 stiitzten sich auf Satz 4,
in dem die zugehorigen Primideale des Quotienten untersucht
wurden. Um zu weiteren Resultaten zu gelangen, studieren
wir die Verhéltpisse beim Produkt und kleinsten gemeinschaft-
lichen Vielfachen.

Satz 8. Sind q, b, b bel. Ideale, so ist e gleich
dem durch d erzeugten i. K.-I. von 1, -i,®.

Bezeichnen wir der bequemen Schreibweise halber das
durch d erzeugte i. K.-I. von 1, -1,® mit 1, so ist wegen
1@ 1® <a-b sicher i, <@ ¥. Wihlen wir ferner r hin-
reichend groB, so wird i,@ - ®' = (a-b) : b®; iy =[(a:d)-(b: ")) : O":

9) Dies gilt auch fiir a:p,' = a, denn dann kann p, durch das Ideal o
ersetzt werden, und es ist dabei sicher p;' > o. :
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nun ist aber (a:d):(b:dr) > (a-b): > und mithin mufb i, > 1, - »

sein. — Ist etwa i,® =, so kann man in dem gegebenen
Beweise i, durch i, ersetzen. Daraus folgt die Formel:
1@ D) = {,®); 4@ D) = 4@, (9)

Aus Formel (9) ergibt sich weiter:

Gehort p zu a-b, so gehort es entweder zu a oder
zu b, oder es ist (a, b) > .

In der Tat, ist etwa (b, p)<p, so gehiort p sicher zu
ip(® 9 = ix® und mithin zu a.

Wir konnen schliefflich noch die hochsten, zu a b gehorigen
Primideale bestimmen:

Das Ideal p ist dann und nur dann hochstes Prim-
ideal von a-b, wenn p zu a oder b gehort, und wenn es
kein zu a oder b gehioriges p'>p gibt.

Zum Beweise bezeichne man mit r das Produkt aller ent-
weder zu a, oder zu b oder zu a-0 gehoriger, nicht durch p
teilbarer Primideale, bilde dann i -9, i,® {® und beachte
Satz 5 sowie Satz 8 nebst Folgerungen! Die gewonnenen
Ergebnisse stellen, wie durch Beispiele gezeigt werden kann,
im gewissen Sinne das Maximum dar, was sich iiber die i. K.-I.
und die zugehorigen Primideale des Produktes aussagen laft.

Fiir die i K.-I. des kleinsten gemeinschaftlichen Vielfachen
gilt die unmittelbar aus dem distributiven Gesetz der Division
folgende Formel: ‘ '

tpan 00 - - an) = [ig@) @), . . ip@)], (10)

Ferner ist leicht zu sehen, daB zu [a, ay . . . @]
nur solche Primideale gehdren konnen, die auch zu
einem der Ideale a; gehoren.

In der Tat, bedeutet r das Produkt aller entweder zu
a=/[a;, Gy . . . ay] oder zu einem der a; gehorigen, nicht durch
p teilbaren Primideale, so bilde man #,(® = [i, (@), 1), ... 1(@']'?),
Hier sind die Primideale von 1,9 simtlich Vielfache von p.
Gehort nun p zu a, so wird 1,@:p = [;,@ :p, L, :p, ... i) p]
<i®. "Es muB daher fiir mindestens ein i der Quotient
8 p < 1,%) werden, und das ist nur moglich, wenn p zu i,
und mithin zu q; gehort.

10) Ist it @) = o, so ist diese Komponente wegzulassen !



Aus dem gewonnenen Resultat folgt insbesondere, dal das
klcinste gemeinschaftliche Vielfache zweier zum
gleichen Primideal gehoriger Primédrideale selbst pri-
mér ist, und dasselbe zugehdrige Primideal besitzt
wie die Komponenten. Ferner haben wir:

Satz 9. Ist a=1[q, q, ... qu) eine Darstellung
von a durch Primédrideale, bei der keine Komponente
iberflitssig ist, und gehort zu q; das Primideal p;, so
gehoren zu a gerade die Primideale p,, by, - . . Pa.

Beim Beweise diirfen wir voraussetzen, daf alle p; ver-
schieden sind, weil man sonst zwei Primiirkomponenten einfach
Zw einem nenen Primirideal mit gleichem zugehorigem Primideal
zusiammenfassen konnte,  Um pun zu zeigen, dafl p; zu a ge-
Loren mulf, denke man sich die q; so numeriert, daB px > pi (k<i):
(P, D) < pi(k > 1) ist, und bilde mit t = qi 41 Q42 ... qo die
ldeale i@ ={q,, 95 ... q); @ :00=1[qy, qu, - - - qi—a]). Wenn
nun p; nicht zu a gehirte, so wire i,®:q;=1®, d. h. [q,,
G -+ Qi=1) = [qy; G - . i); @ =[q). g, .- Qic1) Qi 1y - - Qo]
entgegen der Vor., daf kein g; in der Darstellung von a iiber-
fliissig ist.

Satz 10. Sind i, und i, zwei i. K.-I. von a, die zu
den isolierten Scharen S, und S, gehéren, soist (i), i,]
dasjenige i. K.-I. von qa, das zur Vereinigungsschar S
von S, und S, gehort.

Ist etwa i, = a, so ist die Behauptung trivial; ist aber
i, <ai i, <a, so existieren zwei Ideale b. und b, derart, dal
i, =153 i, =15, wird. Dann ist nach Formel (7) sicher [i,, i,]
=i@.5,, und aus Satz 5 folgt, daB (b,, b,) durch alle und nur
die Primideale von a teilbar ist, die nicht in der Schar S vor-
kommen.

§ 5. Darstellungen von a als kleinstes gemeinschaftliches
Yielfaches von i. K.-1.

Unter einer .. Darstellung von a“ soll in diesem Paragraphen
stets eine kleinste-gemeinschaftliche-Vielfachen-Darstellung ver-
standen werden.

Definition. Eine Darstellung von a durch i. K.-1.
heifit ,isoliert irreduzibel“, wenn keine Komponente
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weggelassen oder durch einen echten Teiler, der
gleichfalls i. K.-I. von a ist, ersetzt werden kann.

Ein Ideal heiBt isoliert irreduzibel, wenn es keine
Darstellung a=[,®, i,®], {,® <a, 1, < a gibt.

Definition. Ist p ein niederstes Primideal von g,
so verstehen wir unter der ,durch p bestimmten
Hauptkomponente g dasjenige i. K.-I. von a, das zu
der Schar aller durch p teilbaren Primideale!!) vona
gehort.

Satz 11. .Sind p; die niedersten Primideale von q,
g; die zugehodrigen Hauptkomponenten (i=1,2 ... n),
so ist a=[g, G . - - Gl

Ein Ideal ist dann und nur dann isoliert irre-
duzibel, wenn es nur ein einziges niederstes Prim-
ideal besitzt.

Die Behauptungen ergeben sich miihelos als Korollar zu
Satz 10. '

Wir wollen die Darstellung a = [g,, g, . .. ga] als ,Haupt-
darstellung von a* bezeichnen. Dann gilt:

Satz 12. Jede isoliert reduzierte Darstellung
von a entsteht aus der Hauptdarstellung durch grup-
penweise Zusammenfassung der Komponenten!?).

Es seien wie oben p,, p,, ... pa die niedersten Primideale
von a, a=[i,, 15, . . . im] sei die gegebene isoliert reduzierte
Darstellung. Dann folgt aus Satz 10, daB es zu jedem py ein
i, geben muB, derart, daf p; zu i gehort. Ferner ist aus
Satz 10 zu schlieBen, daf diejenigen 1, zu denen iiberhaupt
kein pe gehort, in der Darstellung a = [ij, 1y - . . im] flber-
fliissig sind, daB also solche Komponenten bei einer isoliert
reduzierten Darstellung iiberhaupt nicht auftreten. Es mogen
nun etwa Pu, Pi, . . - Py 20 i, gehéren (k=1,2 ... m)

Dann ist i > [gk,, Gk, - - - gklk] und a=T.. (G, Ok, - Oiy | - - 1.

Da die Darstellung durch die iy nach Vor. isoliert reduziert ist,
folgt daraus: iy = [gx,, Gi,y - - - gk]k]. SchlieBlich kann es nicht

11) p eingeschlossen!
12) Dabei darf keine der Hauptkomponenten in zwei verschiedene
Gruppen hineingenommen werden ! :
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voritommen, daB fir 1¥k etwa g, = g, wird. Denn andern-
falis konnte man z. B. ix durch den echten Teiler [gi, g, - - - gklk]
ersetzen.

Als Anwendung des gewonnenen Resultates beweisen wir:

Satz 13. Jede Darstellung von a durch gegen-
seitig prime Komponenten ist isoliert reduziert, und
entsteht daher aus der Hauptdarstellung durch grup-
penweise Zusammenfassung der Komponenten!).

In der Tat, ist a=/a,, 0 ... au]; G:ac=ay [i$k),
und setzen wir b =IT qa;, so ist ax = ip,@; ist. ferner a=/[a,,

ki

Oy o ov Gu|=[a/, @, ... am], S0 ist a:b, =a, = q,': b, also
sicher a; <" a,, es kann mithin in der Darstellung von a kein q
dnrch cinen echten Teiler ersetzt werden.

§ 6. Teilerfremde Ideale.

(Geniigt ein Ideal e der Gleichung a-e == a fiir beliebiges a,
so folgt aus o-e =0 > e notwendig e = o.

Definition. Ist a-o=a fiir beliebiges a, so heifen
a und b teilerfremd, wenn (a. b)=o ist.

Fiir teilerfremde Ideale gelten folgende Formeln:

a:b=a, b:a=0b, wenn (a, b)=. (11)

Ist ndmlich etwa d-b > qa, soist auch d-(b, a) =d-0="0>a.

(ﬁai, ﬁbk) =op, wenn (a;. by) =0 (19)
=1

i=t k—=
Fiir hivreichend groBes t wird némlich II(a;. by)t = or-s-t
i.k

=0 Z (Ilﬂy IIbk)
i k
fa;, a5 ... @] =10a;-0, ... a5, wenn (a:. ax) =0 (i+k). (13)

Man setze aV = ITay. Dann wird, wie leicht zu sehen,
oy
(a®, a®, .. a®) = p, und man hat a,-q, . . . ax < [a,, a,, ... 0q)
13) Uber Darstellungen durch gegenseitig prime Komponenten vgl. N.
§ 6 p. 47f, wo insbesondere eine eindeutig bestimmte Darstellung durch
.kleinste  gegenseitig prime Ideale konstruiert wird, aus der alle anderen
derartigen Darstellungen durch gruppenweise Zusammenfassung der Kom-
ponenten entstehen. .
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(a9, a®, ... a®)=Ta, a, ... a], also a, -a, ...
=ay, a .« . Qo -

Definition. Besteht eine Gleichung a = q, - qay:
a, << aa,<aj; (a, a,)=o0, so heift a ,teilerfremd redu-
zibel®, im andern Falle wird es ,teilerfremd irredu-
zibel“ genannt.

Satz 14. Jedes Ideal a>>opo 146t sich eindeuntig als
Produkt teilerfremd irreduzibler von p verschiedener
Faktoren darstellen,

 Die Existenz einer Darstellung der angegebenen Art folgt
aus dem Endlichkeitsaxiom. Es seien jetzt a =a,-a, . . . q,
=1b,-b, ... Db, zwei derartige Darstellungen, und es sei, was
stets moglich ist, die Bezeichnung so gewihlt, dal (a,, b,) %0
ist. Setzen wir dann ¢ = (a,, bs), so wird (i, «) =0 (i$k),

T
und wir haben ITc;=1[c;, ¢, . .. o] <a;. Andererseits folgt

i=1

durch Ausmultiplikation nach dem distributiven Gesetz:

T g
I -ITay > a, und nach Formel (11) ergibt sich daraus

i=1 k=2

T T

IIlcig a;, also II;=aqa,. Da nun a, nach Vor. teilerfremd
i= i=1

irreduzibel und ¢, > o ist, so haben sicher c;=10 (1> 2), ¢, = qj,
d. h. a, < b,. In ganz analoger Weise findet man b, <aq,, es
ist also a, =b,. Aus der Gleichung a, a,...a,=a,:b,... 0,
erschliefen wir mit Hilfe von Formel (11) die Giltigkeit der
Gleichung a,-a; ... a,=Db,-0, . . . b, und fihren dann nach

iiblichem Schema den Eindeutigkeitsbeweis zu Ende.

Satz 4 hitte auch aus der in § 2—5 entwickelten Theorie
mit Hilte folgender Sitze erschlossen werden konnen !4).

14) Vgl. N. § 8, wo der im folgenden nur angedeutete Beweis aus-
fiihrlich entwickelt ist. Ein anderer Beweis von Satz 11, der, wie der im
Text durchgefiihrte, ohne Zuhilfenahme der zugehérigen Primideale und
i. K.-I. auskommt, aber dafiir die Theorie der fiir uns nicht definierbaren
»Restgruppe nach einem Ideal“ verwendet, findet sich bei Noether-
Schmeidler, Moduln in nichtkommutativen Bereichen, ins-
besondere aus Differential- und Differenzenausdriicken, Math.
Zeitschrift 8, p. 1—35, § 7.



Ist a=a,-a; ... Ga=1[a,, a ... aa]; (@, ax) =0 (i+k),
so sind die q; i. K.-I. von a.

(Folgt aus Formel (11) und Satz 13).

Es ist (a, ) =0 dann und nur dann, wenn jedes zu
a gehorige Primideal zu jedem zu b gehorigen Prim-
ideal teilerfremd ist.

(Folgt aus Hilfssatz 2 und Formel (12)).

a ist dann und nur dann teilerfremd reduzibel,
wenn die Schar S der zugehorigen Primideale derart
in zwei nicht leere isolierte Teilscharen S, und S,
zerlegt werden kann, daB jedes Primideal aus S, zu
Jedem Primideal aus S, teilerfremd ist.

(Folgt, aus dem unmittelbar vorangehenden Satz, sowie
aus Natz 10).

Mit Hilfe der gewonnenen Resultate kann man leicht zu
einem neuen Beweis von Satz 14 gelangen, und dariiber hinaus
die teilerfremd irreduziblen Faktoren von a durch die zu a ge-
horigen Primideale charakterisieren. Demngegeniiber hat der
oben gegebene Beweis den Vorzug griferer Einfachheit.
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